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NOTATION
E Module d’Young
ET Module tangent (élastoplastique)

H Module d’écrouissage

K Facteur d’intensité de contrainte en mode I

K Facteur d’intensité de contrainte en mode II

K Facteur d’intensité de contrainte en mode III

μ Module de cisaillement
ν Coefficient de poisson

ij Composantes des contraintes

ijs Composantes des contraintes déviatorique

Ji Invariants du déviateur de contraintes

ij Contraintes de cisaillement

ij Composantes des déformations totales
e
ij Composantes des déformations élastiques 
p

ij Composantes des déformations plastiques 

y La limite d’élasticité

 af , La fonction de charge

df L’incrément du critère de plasticité

 L’incrément des contraintes

 L’incrément des déformations

 C La matrice du comportement élastoplastique
 K La matrice de rigidité tangente

 ka Les variables d'écrouissage

n La direction d’écoulement

pd Le multiplicateur plastique de Lagrange  

Ge Taux de restitution d’énergie élastique

Gp Taux de restitution d’énergie élastoplastique

J Intégrale- J ou taux de restitution d’énergie non linéaire

 L’ouverture de la fissure

pr La zone plastique

 L’énergie potentielle totale



  

RESUME

Ce m�moire, a pour objet la mod�lisation num�rique de la rupture interfaciale des 
mat�riaux ductiles pr�sente un comportement �lastoplastique parfait, en tenant compte de la 
ductilit� caus� par l'augmentation des contraintes � la pointe de fissure. Pour cela, nous 
avons utilis� un �l�ment fini mixte RMQ-7 qui est d�velopp� par le docteur H. Bouzerd, et 
utilis� jusqu'� maintenant � la rupture interfaciale dans l'�tude des cas o� le mat�riau 
pr�sente un comportement lin�aire fragile.

Nous avons utilis� la technique num�rique d’int�gration de l’�coulement pour 
l’analyse non lin�aire (la relation contrainte-d�formation), et nous d�terminons le taux de 
restitution d'�nergie par la m�thode d'extension virtuelle de fissure pour �valuer l'�tat de la 
fissuration interfaciale. 

Nous supposons le mat�riau homog�ne, isotrope et la fissure �tant d�bouchante.

MOTS CLES

Rupture ductile – Comportement �lastoplastique – M�thode d’int�gration num�rique –
El�ment fini mixte – Taux de restitution d’�nergie.

ABSTRACT

This work, the object as the numerical modelling of the interfacial fracture of ductile 
materials with perfect elastoplastic behaviour, by taking account of ductility caused by the 
increase in the stress with the tip of crack.  For that, we used a finite element mixed RMQ-7 
which is developed by Doctor H. Bouzerd, and is used until now with the interfacial 
fracture in the study of the cases where the material present a fragile linear behaviour.

We used the numerical technique of integration of the flow for the nonlinear analysis 
(the relation stress-strain), and we determine the energy release rate by the method of 
virtual extension of crack to evaluate the state of interfacial cracking.  

We suppose homogeneous, isotropic material and the crack being crossing,

KEYWORDS

Ductile rupture - perfectly plastic elastic Behaviour - Method of integration numerical -
mixed Finite element – Energy release rate.



  

الـخــــلاصــة
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INTRODUCTION

Entre 1960 et 1980, la m�canique de la rupture a connu un grand succ�s scientifique, 
avec notamment l’apparition de la m�canique non lin�aire de la rupture qui a permis de mieux 
prendre en compte le comportement plastique des mat�riaux. De nombreux travaux sont 
publi�s � cette p�riode ; on peut citer par exemple Rice en 1968) et Bui en 1973 qui ont 
introduit la notion des int�grales ind�pendantes du contour telles que l’int�grale J, dont les 
propri�t�s ont permis de caract�riser la t�nacit� d’un mat�riau lorsque la plasticit� n’est plus 
confin�e � la pointe de fissure. C’est �galement � cette p�riode que les premiers travaux 
concernant la m�canique de la rupture dans les mat�riaux multicouches sont r�alis�s (Sih  en 
1964, Erdogan en 1965 et Comninou en 1977.

Les premiers travaux traitant la th�orie de la plasticit� se rapportent aux ann�es soixante 
dix du XIX �me si�cle et sont li�s aux noms de Saint –Venant et M.Levy .La th�orie de 
plasticit� repr�sente une extension n�cessaire de la th�orie de l’�lasticit� et est concern�e par 
les analyses des contraintes et des d�formations dans la structure (des d�formations 
irr�versibles ou plastiques). 

Au d�but du vingti�me si�cle, un crit�re de r�sistance ou de plasticit� a �t� propos� par 
Von Mises (1913) en plus de celui de Tresca (1864) et qui sont employ�s encore de nos jours.

Le crit�re de plasticit� est une relation   0, af  entre les composantes du tenseur des 

contraintes ij agissant sur un �l�ment de mat�riau d’un ou plusieurs param�tres a d�finissant 

l’�tat actuel de cet �l�ment (�crouissage).

L’application de la plasticit� doit s’occuper de deux aspects d’importance �gale :

1) La technique g�n�rale utilis�e dans le d�veloppement des relations contrainte d�formation 
pour les mat�riaux �lastoplastiques avec travail d’�crouissage.

2) La proc�dure de solution num�rique g�n�rale pour r�soudre le probl�me structural 
�lastoplastique sous l’action des charges ou des d�placements, chacun desquels varie de 
mani�re sp�cifi�e.

Deux points sont donc encore � consid�rer dans la mod�lisation des probl�mes de fissure: 
la naissance d’une fissure et ensuite sa propagation. La naissance de la fissure repose sur la
v�rification d’un crit�re de rupture. 

Le second aspect est la mod�lisation de la propagation de la fissure dans la structure. Une 
fois l’existence d’une fissure d�tect�e par le crit�re de rupture, nous devons nous assurer que sa 
propagation est conforme aux observations exp�rimentales. 
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Diff�rentes techniques sont utilis�es pour mod�liser cette propagation. Nous nous 
int�ressons aux m�thodes utilisant les �l�ments finis.

Dans cette pr�sente �tude, on va s’int�resser au comportement non lin�aire des mat�riaux
incluant le non lin�arit� mat�rielle. On mod�lis�e un comportement �lastique parfaitement 
plastique avec des applications en m�canique de la rupture. Nous avons utilis� la technique 
num�rique d’int�gration de l’�coulement pour l’impl�mentation de la relation non lin�aire
contrainte-d�formation (n�cessite une analyse incr�mentale des contraintes et des 
d�formations).

Notre analyse reposera sur la M�thode des El�ments Finis mixte, avec des �l�ments 
sp�ciaux (RMQ-7) en utilisant des proc�dures num�riques �labor�es d’analyse non lin�aire. 
L’objectif �tant d’�valuer les param�tres caract�risant la propagation de fissure du mat�riau 
ductile par la m�thode d’extension virtuelle de fissure.

Dans un second lieu, on passera � la partie pratique qui est la mise en œuvre informatique 
(Code de calcul CASMIC utilisant le langage FORTRAN). On examiner les r�ponses du 
mat�riau ductile en contraintes planes. Des exemples num�riques seront trait�s pour valider le 
mod�le propos� en d�terminant:

- Les contraintes et des d�formations plastiques.

- La  matrice du comportement �lastoplatique  C .

- Le taux de restitution d’�nergie �lastique et part la suite le taux de restitution d’�nergie 
�lastoplastique.

4                         3  

y (x2) 2i i = 1, 2

iu i = 1, 2

1        6      5        7       2

x (x1)

El�ment fini mixte RMQ-7
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Outre l’introduction et la conclusion, le pr�sent m�moire comporte quatre chapitres :

 Le premier chapitre est orient� vers l’analyse �lastoplastique o� on a pr�sent� les notions 
fondamentales de la th�orie de l'�lastoplasticite et la formulation de la matrice de rigidit�
tangente. nous avons pr�sent� aussi les diff�rentes techniques de r�solution des probl�mes 
�lastoplastiques qui sont n�cessite une analyse incr�mentale.

 Le deuxi�me chapitre est consacr� � l’�tude th�orique de la rupture non lin�aire dans le 
cadre des mat�riaux ductiles et une repr�sentation des expressions des contraintes et des
d�placements au voisinage de l’extr�mit� de la fissure sous diverses formes ainsi que 
l’approche �nerg�tique de Griffith. nous avons focalis� sur l’impl�mentation num�rique de la 
rupture dans le mod�le �l�ments finis (la d�termination du taux de restitution d’�nergie).

 Le troisi�me chapitre trait� de la technique num�rique utilis�e pour l’analyse du 
comportement �lastoplastique avec �crouissage isotrope dans cette �tude, ainsi que la 
mod�lisation des mat�riaux fissur�s par �l�ments finis mixtes pour �valuer le taux de 
restitution d’�nergie G.

 Le quatri�me chapitre comporte une analyse sur la simulation �lastoplastique parfait sur 
une plaque pr� entaill�e sollicit�e en traction avec un commentaire sur les r�sultats obtenu.

 Une conclusion g�n�rale ponctue le pr�sent travail avec un regard critique sur les 
r�ponses aux �l�ments de la probl�matique pos�s dans l’introduction ainsi que les perspectives 
�uventuelles qu’ouvre cette contribution. 
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Introduction

Un grand nombre de probl�mes rencontr�s actuellement dans l'industrie peuvent 
n�cessiter la prise en compte des non lin�arit�s aussi bien g�om�trique que mat�rielle. 

La premi�re utilisation de la th�orie �lastoplastique �tait pour d�crire le comportement 
des mat�riaux, dont la pr�sentation fait l’objet de ce chapitre, a �t� initialement �labor� � partir 
de constatations exp�rimentales relatives au comportement bidimensionnel tridimensionnel des 
m�taux.

Actuellement, les domaines d’application de cette mod�lisation sont devenus plus larges 
et d�bordent ce cadre. On r�sout actuellement, par les m�thodes analytiques ou num�riques, 
des probl�mes d’�lastoplasticit� en calcul des structures (structures r�ticul�es, structures � 
barres fl�chies, les structures plaques et coques, les structures complexes,…). Depuis les 
ann�es 80, la th�orie de plasticit� est aussi utilis�e � la mod�lisation et � l’analyse des 
structures en b�ton, en b�ton arm� et dans les ouvrages de g�otechnique. 

On se propose, dans la suite, d’exposer le mod�le de comportement �lastoplastique 
classique, construit en se pla�ant dans l’hypoth�se de la petite transformation (non lin�arit� 
mat�rielle). Ce mod�le, dont la pr�sentation est maintenant bien acquise, demeure le sch�ma 
plastique le plus fr�quemment utilis� dans les applications courantes et num�riques; il convient 
toutefois de signaler que des travaux de recherche effectu�s au cours des trois derni�res 
d�cennies ont abouti � la mise sur pied, de la th�orie de l’�lastoplasticit� (Lee en 1969;  
Mandel 1971, 1973 ; Brun en 1992). 

Le mod�le de comportement �lastoplastique classique (le mod�le qui couple la th�orie de 
l’�lasticit� avec celui de la plasticit�) laisse de c�t�, en ce qui concerne la plasticit� (deux 
ph�nom�nes de vieillissement et de viscosit� du mat�riau utilis�). 

1.1.   Les grandes familles des non-lin�arit�s

Trois grandes familles des non-lin�arit�s que l’on rencontre usuellement en m�canique et 
en dynamique sont:

► Les non-lin�arit�s g�om�triques.

Elles apparaissent dans des structures ou des m�canismes soumis � des mouvements de 
grande amplitude. Leur fondement physique ainsi que leur principales manifestations seront 
rappel�s � la fois dans le cas de m�canismes compos�s de solides rigides et pour des structures 
minces d�formables.  Les principaux effets des non-lin�arit�s g�om�triques : la distorsion 
harmonique des oscillations, la d�pendance des fr�quences d’oscillations libre en fonction de 
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l’amplitude, des r�ponses quasi-p�riodiques et chaotiques avec sensibilit� aux conditions 
initiales.

► Les non-lin�arit�s de contact. 

Dans cette deuxi�me famille, on classe toutes les non-lin�arit�s li�es au contact entre 
solides. 

► Les non-lin�arit�s mat�rielles. 

Elles proviennent d’une relation de comportement non-lin�aire des mat�riaux : la relation 
entre les contraintes et les d�formations dans le mat�riau est non-lin�aire. Trois exemples 
seront pr�sent�s:

 Le comportement �lastique parfaitement plastique qui exprime le fait que le mat�riau est 
incapable de supporter une contrainte plus importante que celle qui correspond � l'�coulement 

plastique, y (yield stress). Le module �lastoplastique est nul, il sera d�pendant de la 

d�formation dans le cas g�n�ral.

 Le comportement �lastoplastique lin�aire qui est au contraire caract�ristique de mat�riaux 
capables de se durcir (notion d'�crouissage) avec la d�formation plastique; la pente de la 
courbe d�formation-contrainte pour des contraintes sup�rieures � s'appelle le module 

�lastoplastique est constant,  ddET  .

 Le comportement �lastoplastique non-lin�aire, le module �lastoplastique,    ddET

1.2.  Le comportement plastique (Th�orie de la plasticit�) :

En plus, dans les ann�es r�centes, les m�thodes de plasticit� ont aussi �t� �tendues et 
appliqu�es � l’�tude de l’environnement d�formationnel des mat�riaux g�ologiques ; tels que 
roches, sols et b�ton. L’extension de la th�orie de plasticit� aux mat�riaux non m�talliques est 
probablement le sujet de recherche le plus actif dans le domaine de m�canique des mat�riaux 
qui ont �t� d�velopp�s.

La premi�re t�che de la th�orie de plasticit� est d’�tablir les relations entre contrainte et 
d�formation plastique observ�e, Ceci est une t�che difficile. 

La seconde t�che de la th�orie est de d�velopper les techniques num�riques pour 
l’impl�mentation de ces relations contrainte-d�formation dans l’analyse des structures. A cause 
de la nature non lin�aire des r�gles des d�formations plastiques ; r�soudre les �quations de base 
de m�canique du solide in�vitablement, pr�sente des difficult�s consid�rables. 
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Cependant dans les ann�es r�centes, le d�veloppement d’ordinateurs � grande capacit� et 
les techniques modernes d’analyse par �l�ments finis a muni l’ing�nieur d’un outil puissant 
pour la r�solution en fait virtuellement de n’importe quel probl�me structural non lin�aire.

1.2.1. Les crit�re de plasticit�

Lorsqu'un �l�ment de mati�re est soumis � des sollicitations multiaxiales caract�ris�es 
par le champ de contraintes  , l'exp�rience montre qu'il existe un domaine d'�lasticit� initial 

qui est l'homologue du segment [ y , y ] de l'essai uniaxial. C'est pourquoi la th�orie 

g�n�rale de la plasticit� fait intervenir la notion de surface de charge plastique. Elle suppose 

l'existence d'un scalaire  af , tel que :

-  af , < 0 correspond au domaine �lastique,

-  af , = 0 correspond � l'apparition des d�formations plastiques, 1.1

-  af , > 0 correspond au domaine inaccessible par le mat�riau.

Les param�tres a , appel�s param�tres internes, mesurent l'ensemble des ph�nom�nes 
irr�versibles (�crouissage isotrope, effet Bauschinger,...). Ce sont ces param�tres qui servent � 

enregistrer l'histoire de la d�formation. La fonction  af , est appel�e fonction de charge ou 

fonction seuil.  Cette fonction est convexe dans l'espace des contraintes pour des mat�riaux 
stables au sens de Drucker. La convexit� de la fonction de charge assure l'unicit� d'un 
incr�ment de d�formation plastique pour un �tat de contraintes donn�. 

De nombreux travaux ont eu pour objet d'essayer de trouver les crit�res de plasticit� les 
mieux adapt�s aux r�sultats exp�rimentaux observ�s. Parmi les crit�res les plus classiquement 
employ�s, on peut distinguer les crit�res isotropes et anisotropes. 

Dans l'hypoth�se d'une isotropie physique, le r�gime plastique est obtenu pour des �tats de 
contraintes ind�pendants de l'orientation du rep�re dans lequel sont appliqu�es les contraintes 
par rapport � un rep�re mat�riel donn�. Il est donc naturel que la d�pendance de la fonction 
seuil vis-�-vis des contraintes se traduise soit par l'interm�diaire des contraintes principales, 
soit par celui des invariants de contraintes.

 aff ,,, 321  et   aIIIff ,,, 321 1.2

 
     
     

ki

jkij

jiij

ij

traceI

traceI

traceI
























3131

2121
3

3

2
2

1

1.3
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De plus, l'exp�rience a montr� qu'un accroissement hydrostatique de l'�tat de contraintes 
ne peut provoquer de d�formations plastiques. Dans le cas o� on choisit d'�crire f en fonction 
des invariants, il appara�t donc logique d'exprimer cette fonction seuil en termes des invariants 
du d�viateur de contraintes � s � :

 aJJff ,, 32 1.4

 
 

     
      kijkij

jiij

sssstraceJ

ssstraceJ
straceJ

IIs

3131

2121

0
3

3
3

2
2

1

1







 

1.5

Il est commode, en vue de r�aliser les comparaisons avec les r�sultats exp�rimentaux, de 
disposer d’expressions des crit�res dans lesquelles les valeurs de f sont homog�nes � des 
contraintes, c’est ce qui am�ne par exemple � utiliser � la place de J2 l’invariant J, qui peut 

�galement s’exprimer en fonction des contraintes principales 1 , 2 , 3 .

        
2/1

2
13

2
32

2
21

2/1

6
123 















 jiij ssJ 1.6

Pour traiter le comportement des sols (les argiles par exemple) ou des mat�riaux 
pulv�rulents artificiels, on est amen� � utiliser le troisi�me invariant. On introduit alors :

       3/13/1 :.2/92/9 ssssssS kijkij  1.7

On note que S vaut  en traction comme en compression simple (tenseur uniaxial avec une 
seule composante non nulle ), qu’il vaut 0 en cisaillement simple, et  pour une expansion 

biaxiale (   21 , les autres composantes nulles). 

Dans cette partie, une s�lection de diff�rents crit�res de plasticit� est propos�e. D'abord, 
quelques crit�res classiques, tel que ceux de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager et Hoek et 
Brown.

Ces crit�re sont d�finis de mani�re formelle et leur pr�sentation passe par:

- L'expression analytique de la surface de charge ;
- La repr�sentation graphique du crit�re dans le plan des invariants ;

- Une repr�sentation en 3D (pour quelques crit�res).
En m�canique des sols usage surtout de deux lois (crit�re) de plastification :

- Mohr Coulomb (�tat du sol : drain�. C,  ) ;

- Von Mises (�tat du sol : non drain�. C,  =0 ) .
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1.2.1.1.    Crit�res ne faisant pas intervenir la pression hydrostatique

a) Crit�re de Von Mises

Dans la mesure o� la trace du tenseur des contraintes n'intervient pas, le crit�re le plus 
simple est celui qui n'utilise que le second invariant du d�viateur des contraintes, ou encore J2.
Cela revient � n�gliger l’influence du troisi�me invariant

Ceci correspond � une sph�re dans l'espace des tenseurs s sym�triques (expression quadratique 
des composantes sij, qui sont toutes �quivalentes), soit, si σy est la limite d'�lasticit� en traction, 
la fonction de charge est d�finie par :

  yijf   2
122211

2
22

2
11 3 1.8 

  yJf  

    yijjiij ssf   :2/3 1.9

b) Crit�re de Tresca

Le premier crit�re utilis� pour la plasticit� a �t� propos� par Tresca. Ce crit�re postule que 
la limite d'�lasticit� est atteinte lorsque la contrainte tangentielle maximale atteint une valeur 
critique k. La surface de charge est donc d�termin�e par :

    yjif   max 1.10

On peut �galement exprimer le crit�re en fonction de l'angle de Lode:

    y
Jf   cos
3

2 1.11

Cette expression ne d�finit en g�n�ral pas une surface r�guli�re (discontinuit� de la normale, 
points anguleux). La limite �lastique en cisaillement k peut �tre d�termin�e par un essai de 

traction uniaxial pour lequel la limite �lastique est �gale � y = 2k.

c) Comparaison des crit�res de Tresca et Von Mises

Comme il n'est bien entendu pas question de se placer dans l'espace des 6 (ou 9) 
composantes du tenseur des contraintes, il faut se r�soudre � ne visualiser les fronti�res du 
domaine d'�lasticit� que dans des sous-espaces � deux ou trois dimensions. Les repr�sentations 
les plus courantes s'effectuent:

 Dans le plan traction cisaillement (Figure.1.1a), lorsque seules les composantes 

22  et 12  sont non nulles; les expressions des crit�res se r�duisent alors �:
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Von Mises :     yf  
2/122 3,

Tresca:     yf  
2/122 4,

 Dans le plan des contraintes principales (σ1, σ2) (Figure.1.1b), lorsque la troisi�me 
contrainte principale σ3 est nulle:

Von Mises :     yf  
2/1

21
2
2

2
121 ,

Tresca :   yf   221 , si 0 ≤ σ1 ≤ σ2

  yf   121 , si 0 ≤ σ2 ≤ σ1

  yf   2121 , si σ2 ≤ 0 ≤ σ1 (Sym�trie par rapport � l'axe σ1= σ2)

Dans le plan d�viateur (Figure.1.2), le crit�re de Von Mises est repr�sent� par un cercle, 
ce qui est coh�rent avec son interpr�tation par le cisaillement octa�drique, le crit�re de Tresca 
par un hexagone;

Dans l'espace des contraintes principales, chacun de ces crit�res est repr�sent� par un cylindre 
de g�n�ratrice (1,1,1), qui s’appuie sur les courbes d�finies ci-dessus dans le plan d�viateur.

a. En traction-cisaillement (Von Mises: τm = 3/y , Tresca: τt = 2/y ) b. En traction biaxiale

Figure.1.1: Comparaisons des crit�res de Tresca et de Von Mises
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Remarque :

1. Les crit�res de Tresca et de Von Mises sont tous deux insensibles � la pression. En 

d’autres termes, si  v�rifie le crit�re,  pi v�rifie le crit�re pour tout p. En effet, pour le 

crit�re de Tresca on remarque que l’ajout d’une pression ne fait que d�placer les trois cercles 

de Mohr le long de l’axe horizontal (les trois contraintes principales 1 , 2 , 3 devenant

 p1 ,  p2 ,  p3 ) ce qui n’affecte pas le cisaillement maximal   2/13   . En ce 

qui concerne le crit�re de Von Mises, il suffit de remarquer que  et  pi ont m�me

d�viateur et donc m�me contrainte �quivalente.

2. Les crit�res de Tresca et de Von Mises s’appliquent tous deux � des mat�riaux
isotropes, ne privil�giant aucune direction physique de l’espace. En d’autres termes leur
expression math�matique est invariante par changement de rep�re. Ce point est clair pour le 

crit�re de Tresca puisque le cisaillement maximal   2/13   est d�fini de fa�on intrins�que, 

ind�pendamment de tout rep�re. Pour le crit�re de Von Mises on remarque que :

23:: mss  

Mais   3/ trm  et   :: tr sont des invariants de  . Il en est donc de m�me de 

ss : et par suite de J :

La contrainte �quivalente J est un invariant du tenseur de contrainte  . 

3. Les crit�res de Tresca et de Von Mises se ressemblent (outre les points ci-dessus, ils 
reposent tous deux sur une mesure du cisaillement) mais leurs pr�dictions pour des �tats de 
contrainte triaxiaux sont diff�rentes.

Figure.1.2: Comparaisons des crit�res de Tresca et de Von Mises dans le plan d�viateur
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1.2.1.2.  Crit�res faisant intervenir la pression hydrostatique

Ces crit�res sont n�cessaires pour repr�senter la d�formation plastique des mat�riaux 
pulv�rulents, des sols ou en pr�sence d’endommagement du mat�riau. Ils expriment le fait 
qu’une contrainte hydrostatique de compression rend plus difficile la d�formation plastique. 
Une des cons�quences de leur formulation est qu’ils introduisent une dissym�trie traction 
compression.

a) Crit�re de Drucker-Prager

Le crit�re de Drucker-Prager est une extension du crit�re de Von Mises, s'exprime en 
fonction de la premi�re et du second invariant du tenseur des contraintes. Dans l'espace des 
contraintes, ce crit�re repr�sente un c�ne.

    yIJf   11 1.12

La limite d’�lasticit� en traction reste y , et la limite d’�lasticit� en compression est 

  21/  y . Le coefficient  d�pend du mat�riau, il est bien entendu compris entre 0 et 0.5, 

et on retrouve le crit�re de Von Mises pour 0 , et le c�ne d�g�n�re en cylindrique dans 

l'espace des contraintes.

figure.1.3: Repr�sentation du crit�re de Drucker–Prager

b) Crit�re de Mohr-Coulomb 

De mani�re g�n�rale, le mod�le de Mohr-Coulomb constitue une loi �lastique 
parfaitement plastique utilis�e pour d�crire de mani�re approch�e le comportement des sols 
pulv�rulents (sable) et des sols coh�rents � court et long terme (argiles, limons).

Dans l'espace des contraintes principales, le crit�re de plasticit� d�fini dans le mod�le de Mohr-
Coulomb est une pyramide de section hexagonale d'�quation:

    yCf   cos2sin3131 1.13
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Dans le cas particuli�re o� 0 , le crit�re est appel� "crit�re de Tresca" et la pyramide 

d�g�n�re en prisme

c) Crit�re de Rankine

Ce crit�re est plut�t employ� comme crit�re de rupture dans les mat�riaux fragiles (craie), 
et pas pour d�finir la limite d’un domaine d’�lasticit�. Il s’exprime en fonction des contraintes 
normales principales:

    yiiMaxf   1.14

On peut illustrer ce crit�re par sa trace dans le plan de contraintes principales ( 21   ), lorsque 

03  : il s’agit de deux demi-droites parall�les aux axes, dans la direction des contraintes 

n�gatives, et qui s’appuient sur le point y  21 .

d) Crit�re de Hoek et Brown

Le crit�re en cisaillement de Hoek et Brown convient particuli�rement � la mod�lisation du 
comportement des massifs rocheux. L'expression de surface de plasticit� est donn�e par 
l'�quation:

 
a

c
c smf 













 3
31 1.15

c d�signe la r�sistance en compression simple mesur�e en laboratoire, s est un param�tre 

exprimant le degr� de fracturation de la roche: s=1 pour un mat�riau non fractur� et s = 0 pour 
un mat�riau totalement granulaire, m est un param�tre li� � la nature p�trographique.

Dans la formulation initiale, le param�tre a est �gale � 1/2, mais une expression g�n�ralis�e a 

�t� propos�e, dans laquelle a  1;0 . Si a=0, (1.15) correspond au crit�re de Tresca. t

correspond � la r�sistance en traction. Dans le cas o� a=0.5, elle est d�termin�e analytiquement 
par:

 
2

42 smmc
t





 1.16

Il est possible d'exprimer les param�tres c , a, m et s du crit�res de Hoek et Brown en fonction 

de C et  , param�tre du crit�re de Mohr-Coulomb.




sin1
sin11




m et  




sin1
cos2




Csa
c 1.17
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1.2.1.3. Crit�res anisotropes

Lorsqu’on mesure exp�rimentalement la surface de charge sur un mat�riau m�tallique, on 
constate qu’en pr�sence de d�formations in�lastiques, elle subit une expansion, une translation, 
et une distorsion. Les deux premi�res modifications sont repr�sent�es par les �crouissages 
isotropes et cin�matiques, mais la derni�re n’est pas prise en compte par les mod�les courants, 
d’autant que la forme �volue au cours de la d�formation sous chargement complexe : on est l� 
en pr�sence d’anisotropie induite. 

Il existe par ailleurs des mat�riaux fondamentalement anisotropes par fabrication, 
mat�riaux composites � fibres longues par exemple. Les mod�les de mat�riaux h�t�rog�nes 
permettent de tenir compte naturellement de certaines anisotropies, mais ils restent d’un emploi 
d�licat, et on ne peut pas actuellement envisager de traiter dans un cadre industriel le cas de 
l’anisotropie la plus complexe. Il existe n�anmoins de nombreuses possibilit�s d’extension des 
crit�res isotropes � la description de mat�riaux anisotropes.

La solution la plus g�n�ralement adopt�e g�n�ralise le crit�re de Von Mises, en utilisant � la 

place de  J l’expression :

    2/1::  BJB  1.18

qui fait intervenir le tenseur du quatri�me ordre B. Choisir pour B le tenseur J tel que s =J : 
(s d�viateur associ� �  ) redonne bien entendu le crit�re de Von Mises. On retrouve alors 
l’expression classique (crit�re de Hill) :

           Hy fNMLHGFf 
2/12

13
2
23

2
12

2
1133

2
3322

2
2211 222

1.19

En repr�sentant le tenseur d’ordre 4 comme une matrice 6x6, les termes de B s’�crivent dans 
ce cas particulier :































N
M

L
GHGH

GFGF
HFHF

200000
020000
002000
000
000
000

1.20
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1.2.2. Formulation des lois de comportement �lastoplastique:

La formulation classique du comportement �lastoplastique d'un milieu continu se place 
dans l'hypoth�se de la transformation infinit�simale. Ces mod�les de comportement �cartent 
tout effet de vieillissement du mat�riau et de viscosit�. Les mod�les �lastoplastiques permettent 
de d�crire un comportement non lin�aire avec une d�formation irr�versible des mat�riaux. Le 
sch�ma des mod�les �lastoplastiques int�gre l'existence d'un palier d'�coulement sur la courbe 
contrainte d�formations et de d�formations irr�versibles. Cette application permet de d�crire de 
fa�on relativement satisfaisante les principaux aspects du comportement m�canique des sols 
satures, en conservant n�anmoins un domaine de r�versibilit�. Par ailleurs, ce sch�ma est bien 
adapte a une implantation dans les logiciels de calcul par �l�ments finis.

Le temps physique n'est pas suppose intervenir (pas d'effet de vitesse).

Cette section vise � pr�senter les notions fondamentales de la th�orie de l'�lastoplasticite,
qui sont, pour un mod�le �lastoplastique � un seul m�canisme :

 la partition des d�formations, qui d�compose le tenseur des d�formations totales en la 
somme du tenseur des d�formations �lastiques et du tenseur des d�formations plastiques ;

 la surface de charge, qui d�finit le seuil de contrainte au del� duquel le comportement d'un 
mat�riau est irr�versible ;

 le domaine d'�lasticit�, qui correspond a l'int�rieur de la surface de charge et dans lequel 
les d�formations sont r�versibles ;

 l'�crouissage, qui permet de faire �voluer la surface de charge dans l'espace des contraintes 
en fonction de l'intensit� des sollicitations. Dans ce cas, le domaine d'�lasticit� varie 
�galement ;

 la r�gle d'�coulement plastique, qui d�crit la mani�re dont �voluent les d�formations 
plastiques et les autres variables internes ;

 le crit�re de plasticit� parfaite, qui caract�rise la rupture du mat�riau. Lorsque le seuil de 
contrainte n'�volue pas, ce crit�re est confondu avec la surface de charge.

Le mod�le de comportement plastique (�lastoplastique classique) est le mod�le qui 
couple la th�orie de l'�lasticit� avec celui de la plasticit�. Pour formules le comportement 
�lastoplastique, il faut d�finir les trois r�gles suivantes: 
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1.2.2.1.  Un seuil de plasticit�, qui caract�rise l'�tat des contraintes multiaxiales � partir 
desquelles commence l'�coulement. Le comportement est identifi� par:

0f et 0df  Comportement �lastique

0f et  0df  �coulement plastique (il faut v�rifier) 1.21

0f et  0df  d�chargement �lastique

o� f est la fonction de charge et f = 0 repr�sente la surface de charge d�limitant le domaine 
�lastique.

figure.1.4.  Surface de charge en plasticit�

1.2.2.2. Une loi d'�coulement, qui relie l'incr�ment des d�formations plastiques aux 
contraintes actuelles et � l'incr�ment des contraintes pendant l'�coulement.

Le principe de Hill (1950) indique "pendant la d�formation plastique caract�ris�e par les 

vitesses de d�formation p
ijd , l'�tat de contraintes qui r�alise rend maximum la  puissance de 

dissipation plastique sp�cifique.

La puissance de dissipation plastique ddW est donc � maximiser sous la condition 

d'appartenance � la fronti�re du domaine �lastique 0f . Pour un accroissement de charge 

donn�, il s'agit de maximiser le lagrangien:

 kijpd afddWdL ,

 kijp
p

ijij afdd ,  1.22

λ est un scalaire appel� multiplicateur plastique, il se calcule � partir de la condition de 

consistance qui assure que la relation   0, af  soit toujours satisfaite lors du processus de 

plasticit�, c’est-�-dire, que le ph�nom�ne d’�crouissage se d�veloppe de telle fa�on que le point 
de chargement reste sur la surface seuil.
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Les conditions de maximalité sont:

 
0

,










ij

kij
p

p
ij

ij

af
dddL







1.23

    0, 



kij
p

af
d
dL




1.24

Deux propriétés importantes découlent de ce principe:

 Convexit�: le principe de Hill impose la convexité du domaine élastique. L'unicité de la 
solution du problème de maximisation n'est possible que lorsque le domaine élastique est 
convexe. 

 Normalit�: lorsque l'on superpose les espaces de contrainte et de déformation, le 
vecteur accroissement des déformations plastiques instantanées est dirigé vers la normale 
extérieure à la frontière du domaine élastique; cette règle est appelée loi de la normalit�, elle 
découle de la première condition de maximalité:

 
ij

kij
p

p
ij

af
dd










,
1.25

figure.1.5. Loi d'écoulement plastique des matériaux ductiles

a) Directions d’�coulement associ�es aux crit�res courants

Les directions d’écoulement sont calculées dans un premier temps pour un matériau sans 
écrouissage. Les modifications apportées par l’écrouissage seront indiquées à la section 
suivante.

► Critère de Von Mises

La fonction de charge s’écrit     yJf   , si bien que la normale n s’exprime :

 














s

s
JJfn : ou      

ij

kl

kl
ij

s
s
Jn







 1.26
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En utilisant: klijjlikijkl
ij

kl Js


 3
1



 1.27

On obtient:
J
s

n ij
ij 2

3
 ou encore   

J
sn

2
3

 1.28

Dans le cas du crit�re de Von Mises, la direction d’�coulement est donn�e par le 
d�viateur du tenseur des contraintes. Cette expression se simplifie en traction simple selon la 
direction 1 :




















2/100
02/10
001

3
2s J  signen




















2/100
02/10
001

1.29

La loi d’�coulement plastique d�duite de la r�gle de normalit� s’�crit alors :

J
s ijp

ij 
2
3

 1.30

► Crit�re de Tresca

La loi d’�coulement se d�finit par secteur dans l’espace des contraintes principales. Par 

exemple pour le cas 1 > 2 > 3 , la fonction de charge s’�crit :   yf   31 , si bien 

que, pour l’ensemble des �tats de contrainte qui v�rifient cette in�galit�, la vitesse de
d�formation plastique poss�de les m�mes composantes, le mat�riau ne se d�formant pas selon 
l’axe 2 (d�formation de type cisaillement) :

Si 1 > 2 > 3 :    



















100
000
001

 p 1.31

La d�finition de la normale pose un probl�me pour les �tats de contrainte correspondant 

aux points singuliers, ainsi en traction simple, lorsque par exemple 1 > 2 = 3 = 0, le crit�re 

s’exprimant alors indiff�remment   yf   21 ou   yf   31 . Il est alors 

classique de d�finir deux multiplicateurs plastiques, se r�f�rant chacun � une forme du crit�re. 
Si ces deux multiplicateurs sont choisis �gaux, le mod�le redonne la m�me forme que le crit�re 
de Von Mises en traction simple. 

Par contre, d�s que l’�tat de contrainte s’�loigne de l’�galit� stricte entre les composantes 2 et 

3 , c’est l’un des deux r�gimes de type cisaillement qui prend le dessus.
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Si 1 > 2 = 3 = 0 :    




































000
010
001

100
000
001

 p 1.32

► Crit�re de Drucker–Prager

La fonction de charge s’�crit     yIJf   11 , si bien que la normale n

poss�de une composante sph�rique. La d�formation plastique �valu�e avec un tel crit�re est 
accompagn�e d’une augmentation de volume quel que soit le chargement appliqu� :

  I
J
sn   1

2
3 1.33

   3ptrace 1.34

b) Mat�riaux �lastiques parfaitement plastiques

Dans cette famille, le mod�le le plus simple est le mod�le �lastique lin�aire parfaitement 
plastique, initialement d�velopp� pour d�crire, de mani�re approch�e, le comportement des 
m�taux. Cependant, l’existence d’un palier d’�coulement sur la courbe de comportement 
contrainte-d�formation de nombreux mat�riaux a sugg�r� d’�tendre ce mod�le aux b�tons, aux 
sols et aux roches. En particulier, l’application � la description du comportement des massifs 
des sols s’est r�v�l�e tr�s fructueuse et a permis d’analyser la rupture des sols dans les 
probl�mes de fondations, de stabilit� de pentes, de tunnels, des murs de sout�nement…

Dans ce cas, la fonction de charge ne d�pend que du tenseur de contrainte. Le domaine 
d’�lasticit� est fixe. Au cours de l’�coulement plastique, le point repr�sentatif de l’�tat de 
contrainte ne peut que “tourner” autour du domaine d’�lasticit� (elle correspond au cas id�al o� 
le seuil d'�coulement est une constante mat�rielle ind�pendante de la valeur de la d�formation 
plastique atteinte. L'�crouissage ou durcissement est nul).

Le multiplicateur plastique est ind�termin�; la condition de charge plastique et la 
condition de coh�rence deviennent respectivement :

Pour   0f et   0df : nfp 


 



 1.35

Au cours de l'�coulement : 0: n 1.36

Le mod�le est sans �crouissage, puisque le niveau de contrainte ne varie plus au sortir du 
domaine d’�lasticit�. Il n’y a pas d’�nergie stock�e au cours de la d�formation, et la dissipation 
en chaleur est �gale � la puissance plastique. Le mod�le est susceptible d’atteindre des 
d�formations infinies sous charge constante, conduisant � la ruine du syst�me par d�formation 
excessive.
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Figure.1.6. Comportement �lastique parfaitement plastique

► Calcul du multiplicateur plastique

Le multiplicateur plastique  est une nouvelle inconnue introduite par la loi de 
comportement. La r�gle de normalit� pr�cise son signe (positif) mais ne pr�cise pas sa valeur. 
Il n’y a pas pour autant de contradiction, la pr�sence de cette nouvelle inconnue �tant 
compens�e par l’�equation suppl�mentaire exprimant que  n’est non nul que lorsque le seuil 

est atteint, i.e.   0f .

En pratique, l’ind�termination de  pose des probl�mes analytiques et num�riques assez 
s�rieux, m�me si le bilan �quations-inconnues est �quilibr�. Nous verrons que 
l’ind�termination du multiplicateur plastique est lev�e d�s que le mat�riau pr�sente un 
�crouissage positif (qu’il soit cin�matique ou isotrope).

Le multiplicateur plastique est ind�termin� pour un mat�riau �lastique-parfaitement 
plastique charg� en vitesse de contrainte impos�e. Cela est li� au fait que, le module plastique 
�tant nul, il existe une infinit� de positions �quivalentes en d�formation plastique pour un �tat 

de contrainte admissible donn�, tel que   yJ   .

Le multiplicateur plastique va pouvoir �tre d�termin�, en combinant la loi de 
comportement �lastique �crite en termes de vitesse et la condition de coh�rence, soit :











p

C
...

:  et   0:
.
n 1.37

En rempla�ant  par sa valeur dans la deuxi�me �galit� de l’�quation 1.36, il vient:

0::::::
.....









 nCnCnCn

p

 1.38
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Si bien que                                                 
nCn

Cn
::
::

.
. 
  1.39

Dans le cas particulier de l’�lasticit� isotrope, et du crit�re de Von Mises, on obtient 
successivement les simplifications suivantes :

 jkiljlikklijijklC  
J
snij 2

3
 1.40

klijklij nCn .2 2klijklij nCn klklklijklij nCn
..

.2   1.41

..
:

3
2

 n 1.42

Sous chargement uniaxial, la vitesse de d�formation totale et la vitesse de d�formation 
plastique sont identiques, puisque le niveau de contrainte reste inchang� pendant l’�coulement. 
Ce r�sultat n’est pas g�n�ral. Lorsque le chargement s’effectue sur plusieurs composantes du 
tenseur de contrainte, il y a un d�placement du point repr�sentatif de l’�tat de contrainte sur la 
surface de charge, qui peut toutefois atteindre une position asymptotique. On peut donc par 
exemple avoir des diminutions de contrainte sur certaines composantes en pr�sence 
d’�coulement plastique.

Le multiplicateur plastique 
.
 est d�termin� � l’aide de la charge-d�charge du crit�re de 

plasticit� f. Ceci peut �tre exprim� par :

0
.
 et       0

.
f 1.43

L’�coulement plastique est caract�ris� par 
.
 > 0 et par cons�quence, f = 0. 
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1.2.2.3.   Une loi d'�crouissage

La grande vari�t� des comportements non lin�aires se manifeste en particulier dans le 
durcissement (ou l’adoucissement) observ� en relation avec le processus de d�formation 
(�crouissage, endommagement). Ces ph�nom�nes sont li�s � des r�arrangements de la structure 
intime du mat�riau conduisant � un nouvel �tat. Si le comportement plastique se r�v�le 
inchang�, c’est qu’on est en pr�sence d’un comportement parfaitement plastique, sans 
�crouissage. Le domaine d’�lasticit� sera modifi� dans le cas du comportement � �crouissage
positif (durcissement) ou n�gatif (adoucissement).

Les lois d’�crouissage sont donc les r�gles qui caract�risent l’�volution du domaine 
d’�lasticit� au cours de la d�formation in�lastique (l'�volution du seuil de plasticit� pendant 
l'�coulement).

Dans la pratique, on cherche � d�finir l'�tat de l'�crouissage en fonction d'un certain 
nombre de param�tres scalaires ou tensoriels. Notons que l'�tat de l'�crouissage n'�volue que 
lorsque les d�formations plastiques se d�veloppent. Il est donc l�gitime de rechercher un lien 
entre la r�gle d'�coulement et la r�gle d'�crouissage. Les deux mod�les d'�crouissage simples 
que l'on peut combin� pour tenir compte au mieux du comportement d'un mat�riau sont 
l'�crouissage isotrope et l'�crouissage cin�matique. La Figure. 1.7 sch�matise ces deux mod�les 
dans l'espace des contraintes principales 2D.

(a) �crouissage isotrope                           (b) �crouissage cin�matique

Figure. 1.7. Mod�le d'�crouissage
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► Ecrouissage isotrope

Ce type d'�crouissage consiste en un gonflement de la surface de charge de la m�me 
mani�re dans toutes les directions de l'espace des contraintes (Figure. 1.7a). On le traduit par la 

d�pendance de la contrainte de plastification y vis-�-vis d'un param�tre interne scalaire h

appel� param�tre d'�crouissage.

Loi de Prandtl–Reuss

C’est la loi qui est utilise le crit�re de Von Mises et une r�gle d’�crouissage isotrope. La 
fonction de charge est donc :

    0),(  pRJRf y 1.44

L’�crouissage isotrope est d�crit par la fonction R(p). l’�galit� 0),( Rf  se r�sume � :

 pRyyi     HppR  1.45

La courbe d�crite par   pRy  est donc la courbe d’�crouissage en chargement 

uniaxial monotone, la d�formation de traction pp  11 �tant �gale dans ce cas � la d�formation 

plastique cumul�e p. 

  p
ij

p
ij ddp 

3
2 1.46

Le module d’�crouissage peut �tre �valu� comme la pente � cette courbe.

 p
yyi R  

dp
dR

d
dR

d
d

H pp
yi 




EE
EH

T

T

/1
 1.47

R(p) peut �tre d�finie point par point, par une fonction puissance ou une fonction 
exponentielle. Quelle que soit la forme choisie pour R, la condition de coh�rence permet de 
trouver le multiplicateur plastique p :

0:  R
dR
df

d
df 


s’�crit         0:  Hpn  et     
H

n  :


La loi de Prandlt-Reuss permet de d�terminer la direction et l’intensit� de l’�coulement 

plastique : n
H

nnp  :
 1.48
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► Ecrouissage cin�matique

Il s'agit d'un mouvement de translation de la surface de charge dans l'espace des 
contraintes (Figure. 1.7b). Ce type d'�crouissage a principalement pour but de mod�liser l'effet 
Bauschinger qui peut �tre tr�s important lors de chargements cycliques pr�sentant de faibles 
d�formations plastiques. Il existe de nombreux mod�les d'�crouissage cin�matique, le plus 
simple a �t� propos� initialement par Milan (1938).

Mod�le de Prager :

Prager (1955) a propos� une r�gle d'�crouissage donn�e par:

  pHX 32 1.49

o� H est une constante positive. Cette r�gle est introduite dans le crit�re de Von Mises pour 
d�crire l'�crouissage cin�matique sous la forme:   

     yjiijij XsXsXf  
2
1, 1.50

L’association en parall�le de la figure 1.7a correspond au comportement illustr� en figure 
1.7b. Dans ce cas, le mod�le pr�sente de l’�crouissage. Il est dit cin�matique lin�aire, car 
d�pendant lin�airement de la valeur actuelle de la d�formation plastique. Sous cette forme, le 
mod�le est rigide–plastique. Il devient �lastoplastique si l’on rajoute un ressort en s�rie. La 

forme de la courbe dans le plan  - p est due au fait que, lors de l’�coulement plastique, la 

contrainte qui s’�tablit dans le ressort vaut X . Par ailleurs, cet �coulement ne se produit que si 

la valeur absolue de la contrainte dans le patin, soit pH  est �gale � y . Pour une 

d�formation donn�e, cette contrainte X est une contrainte interne qui caract�rise le nouvel �tat 
neutre du mat�riau.

La fonction de charge d�pend maintenant de la contrainte appliqu�e et de la contrainte 
interne. Elle s’�crit : 

  yXXf  ,

Dans ce cas, la contrainte augmente au cours de l’�coulement plastique, si bien qu’elle 
peut servir de variable de contr�le. Mais il est aussi toujours possible d’exprimer la vitesse 
d’�coulement plastique en fonction de la vitesse de d�formation totale le cas o� H = 0 

redonnant bien entendu le cas du mat�riau parfaitement plastique : 
HE

Ep



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1.3. Formulation de la matrice de rigidit� tangente

Au  cours de l'�coulement plastique, nous avons: 

0







 k
k

ij
ij

da
a
fdfdf 


1.51

Ou bien:

    0


























 da
a
fdfdf

tt

ij




1.52

Or la loi de comportement donne:

         pe ddCdCd   1.53

En introduisant la loi de la normalit�, nous pouvons �crire l'incr�ment des contraintes:

      

















 pdfdCd 


 1.54

Dans le cas des mat�riaux standard g�n�ralis�s, on peut admettre une relation entre incr�ment 
des variables d'�crouissage et celui du multiplicateur plastique sous la forme: 

    pd
a
fLda 










 , avec la matrice  L contenant les termes
ji 




2

. Ainsi, l'incr�ment du 

crit�re de plasticit� est donn� par:

      0


















































 p

t

p

t

d
a
fL

a
fdfdCfdf 





1.55

D'o�:                               
 

   
 



 d

a
fL

a
ffCf

Cf

d tt

t

p




















































 1.56

Reportons ce r�sultat dans la loi de comportement pour obtenir la matrice du comportement 

�lastoplastique  C :

     dCd  1.57
o�: 
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   
   

   































































a
fL

a
ffCf

CffC
CC tt

t



 1.58

Ainsi, la matrice de rigidit� tangente prend la forme:

      dVBCBK
eV t

t
t  . 1.59

O� la matrice  tC prend diff�rentes valeurs selon la nature du comportement au point de 

Gauss consid�r�:

Comportement �lastique:    CCd tp  0

Ecoulement plastique:    CCd tp  0

D�charge �lastique:    CCd tp  0

1. 4. Les techniques de r�solution des probl�mes non lin�aire

La non lin�arit� du ph�nom�ne rend impossible la description d'une relation directe entre 
l'�tat final des contraintes et celui des d�formations. La r�solution des probl�mes 
�lastoplastiques n�cessite une analyse incr�mentale puisque l'�tat de la structure d�pend de 
l'histoire du chargement et de l'�tat initial de la structure. Afin de pouvoir suivre la trajectoire 

du chargement, la charge totale  F est appliqu�e en un certain nombre d'incr�ments F , 

suffisamment petits pour assurer la convergence. Toutefois, ces incr�ments ne garantissent pas 
le suivi du comportement r�el, car il existe un cumul des erreurs au cours des incr�ments 
successifs. La matrice de rigidit� tangente conduit � la lin�arisation du comportement � 
l'int�rieur de chaque incr�ment, cette lin�arisation par morceaux s'�carte progressivement de la 
courbe du comportement r�el (dans ce cas, on observe une divergence monotone au cours des 
incr�ments). Il est donc indispensable d'introduire des proc�dures it�ratives garantissant 
l'�quilibre des forces internes et externes � la fin de chaque incr�ment.  
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1.4.1. R�solution structurale: m�thode de Newton-Raphson

1.4.1.1. Solution incr�mentales :

Le syst�me structural non lin�aire est donn� sous sa forme incr�mentale: 

   qqK     Fq
qd

dF











      dFdqqK  1.60

La proc�dure de r�solution consiste � appliquer la force  F par petits incr�ments F . A 

chaque par de temps    FF   o�  est un multiplicateur adimensionnel appel� "facteur de 

charge" (en g�n�ral, on prend  �gal au nombre d'incr�ments, n ).

    ii F
qd

dFq 









1

1.61

1.4.1.2. Solution it�rative:

Pour chaque incr�ment de charge, le bilan des efforts est consid�r�. A incr�ment n, on 

d�finit le r�sidu d’�quilibre   nR par la diff�rence entre les efforts appliqu� et ceux 

d�velopp�s par l’�tat de d�formation de la structure (forces internes) :

         0int  nnn FFR 1.62

O�   nF sont les forces appliqu�es � l’incr�ment n et   nFint sont les forces internes dans la 

structure au m�me incr�ment.

Figure. 1.8. Sch�ma de r�solution sans et avec it�rations.
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1.4.2. R�solution locale: int�gration de l'�coulement

Il y a plusieurs m�thodes d’int�grations qui sont notamment expos�es par Macari & al. 
Ces auteurs exposent des m�thodes implicites (Backward Euler, generalized midpoint rule and 
generalized trapezodal rule) et explicites (Foward Euler et Vermeer scheme).

Les m�thodes explicites utilisent les variables en d�but d'incr�ment. Elles n�cessitent de 
rajouter une condition de retour sur la surface de charge et �ventuellement une sous-
incr�mentation afin de maintenir la stabilit� et la pr�cision de la m�thode dans le cas de grands 
incr�ments (M. Kempeneers.) [9]. Ces m�thodes sont relativement simples � mettre en œuvre 
mais sont conditionnellement stables.

Les m�thodes implicites utilisent quant � elles les variables en fin d'incr�ment et 
consistent en une projection de la contrainte sur la surface de charge. Ces sch�mas sont 
beaucoup plus stables mais n�cessitent g�n�ralement un processus it�ratif qui peut parfois se 
r�v�ler tr�s co�teux.

La forme g�n�rale des �quations constitutives des mat�riaux �lastoplastiques est donn�e par :

pe   1.63
 k

el a,  1.64

 k
p an ,  1.65

 k
p

k Ha  , 1.66

L’�quation (1.63) exprime la d�composition de la d�formation totale en une partie 
�lastique et une partie plastique. L’�quation (1.64) est la r�ponse �lastique du mat�riau. 
L’�quation (1.65) donne l’�coulement plastique non-associ� et l’�quation (1.66) exprime 
l’�volution des param�tres d’�crouissages. 

Dans la pratique, les incr�ments de charge ne peuvent pas �tre infinit�simaux, pour des 

raisons d'efficacit� num�rique. Les incr�ments de taille finie   sont donc utilis�s � la place 

des accroissements d . Il est n�cessaire de satisfaire le crit�re � tous les points d'int�gration 
(i.e. points de gauss ou de Hammer).

Pour un point donn�, l'�tat des contraintes est actualis� � partir de l'ancien �tat de 
contrainte et de d�formation plastique ainsi que de la nouvelle d�formation (issue de 
l'incr�ment des d�placements nodaux) [2] [3]. La premi�re estimation propose une supposition 
d'un accroissement �lastique des contraintes. Si le point final se trouve � l'int�rieur du crit�re, 
le point garde un comportement �lastique o� suit une d�charge �lastique lorsque le point de 
d�part se trouve sur le crit�re. 
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Dans ce cas, le point final est correct et il n'y a pas besoin de correction. Par contre, si le 
point final se trouve � l'ext�rieur du domaine �lastique, une proc�dure d'int�gration des 
�quations d'�coulement doit �tre adopt�e.

1.4.2.1.  La m�thode explicite d’Euler:

Dans un premier temps, on cherche l'intersection de la trajectoire du chargement avec le 
crit�re de plasticit� en B, point � partir duquel l'�coulement plastique prend effet; il s'agit de 
trouver la solution de l'�quation:

       0,, 00  afaf eAB  1.67

    Ce

O� les conditions    0, 0 af A et    0, 0 af C sont v�rifier. Le d�veloppement de 

Taylor au premier ordre donne:

         
 






 dfff

t























       


 dff
t












 1.68

Les estimations successives de kkk d 1 sont obtenues par :  
  

   

















 t

k

k
k

f
fd

Figure. 1.9. M�thode  explicite d'Euler.
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En �crivant l'incr�ment de contrainte, on obtient:

      C

       nCC p 

    nCp
e   1.69

O�  Bn est le vecteur normal en B et le vecteur e est �gal �    1 (on l'appelle 

accroissement des contraintes suppos�es �lastiques). Le nouveau point correspond � une 
projection selon la normale en B de la contrainte en C.

        BP
e

BD nC  1.70

Il est recommand� de diviser  l'incr�ment BC en petits incr�ments pour pouvoir actualiser le 
vecteur normal et r�duire ainsi les erreurs. De plus, le rabattement sur le crit�re de plasticit� est 
effectu� � partir des vecteurs normaux au point courant.

 Rabattement sur le crit�re de plasticit�

La convexit� du domaine �lastique conduit � u point D en dehors du crit�re de plasticit�. 
Il est n�cessaire de ramener le point de calcul sur le crit�re, afin d'�viter toute situation 
aberrante. L'approche utilis�e consiste � conserver la d�formation totale et � introduire des 
d�formations plastiques suppl�mentaires permettant la relaxation des contraintes jusqu'au 
retour au crit�re.

      DPDDE nC  1.71

Avec                                               
  

    
DD

T
D

D
PD AnCn

f





 1.72

Si la fonction de charge n'est pas suffisamment petite en D, des relaxations successives sont 

calcul�es par les �quations ci-dessus jusqu'� ce que    Df 
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1.4.2.2.  La m�thode d’Euler implicite :

Cette m�thode est bas�e sur l'�quation :

      nCPA   1.73

Dans cette �quation,  et a sont inconnus. Dans la pratique, Ortiz et Simo en 1986 ont
appliqu� une technique dite "operator splitting" et ont r��crit (1.87) de la mani�re suivante :

           1100 nCnCA  1.74

  
    

AA
T

A

A

AnCn
f





0 1.75

Ainsi, on peut cr�er un processus it�ratif bas� sur l'annulation d'un r�sidu de contraintes d�fini 
par la diff�rence entre le champ de contraintes courant et celui de la m�thode d'Euler implicite. 

Notons enfin que le multiplicateur plastique pd est donn� par la condition de 

consistance [1.36]. Nous ne d�rivons pas son expression car il constituera l’inconnue principale 
dans le sch�ma de r�solution num�rique bas� sur un algorithme de pr�diction �lastique-
correction plastique.

Figure. 1.10. M�thode d'Euler implicite.
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2.1. Introduction

La M�canique de la Rupture s’est beaucoup d�velopp�e dans la seconde moiti� du 
vingti�me si�cle, motiv�e par une s�rie d’accidents sur des structures diverses et caus�s par des 
d�fauts non d�tect�s lors de la construction : bateaux (les Liberty ships), avions (notamment le 
Comet1), r�servoirs sous pression (de gaz notamment). Mais le domaine d’application de cette 
th�orie ne se limite pas aux structures m�talliques. Elle s’applique �galement aux roches, aux 
c�ramiques et aux polym�res (dans une certaine gamme de temp�rature). Les �chelles 
d’application sont �galement tr�s diverses puisqu’elles vont des microsyst�mes (Silicium) � la 
g�om�canique de l’�corce terrestre (cr�ation et propagation de failles).

La th�orie de la m�canique de la rupture est un moyen pour estimer la stabilit� des 
fissures qui peuvent survenir � cause des d�fauts. Elle permet de pr�voir l’�volution de la 
fissure jusqu’� la ruine de la structure.

Griffith est souvent cit� comme le premier chercheur � avoir introduit la m�canique de la 
rupture (en tant que science) en 1920, dans un milieu �lastique fissur�, d'un point de vue 
�nerg�tique. Il a ainsi mis en �vidence une variable (appel�e plus tard taux de restitution 
d'�nergie) caract�risant la rupture, et dont la valeur critique est une caract�ristique du mat�riau. 
Vinrent ensuite les premiers d�veloppements th�oriques d'analyse des champs de contraintes et 
de d�formations au voisinage d'une fissure en �lasticit�. Ces �tudes, men�es notamment par 
Sneddon en 1946, puis Irwin en 1957, ont permis de d�finir les facteurs d'intensit� de 
contraintes, caract�risant l'�tat de sollicitation de la r�gion dans laquelle la rupture se produit. 

En fonction du chargement et du mat�riau consid�r�s, si la plasticit� est absente ou reste 
tr�s confin�e, les th�ories qui permettent de traiter le probl�me consid�rent le mat�riau comme 
�lastique partout: c’est la m�canique lin�aire de la rupture. Si au contraire le milieu est 
globalement plastique, l’�tude est du ressort de la m�canique non lin�aire de la rupture, ou 
encore de l’approche locale, dans laquelle il est fait une description aussi pr�cise que possible 
de l’�tat de contrainte et de d�formation en pointe de fissure � l’aide de mod�les de 
comportement non lin�aires, qui va �tre consid�r�e dans ce chapitre. 

La m�canique de la rupture couvrant un domaine extr�mement vaste, dans ce travail nous 
�tudierons de fa�on pr�cise le cadre de "la rupture non lin�aire". Donc notre �tude sera bas�e 
sur une analyse �lastoplastique du champ des contraints sous les conditions suivantes:

 Mat�riaux homog�nes, isotropes, sous sollicitation statique;
 La zone de plasticit� doit �tre �tendue;
 L'�tude est restreinte aux fissures planes, et rectilignes.

1 Premier vol en 1949. Rupture par fatigue du fuselage � proximit� des hublots.
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2.2. Les modes de la rupture

En m�canique de la rupture, plusieurs modes de rupture sont possibles :

Le mode I (a) correspond � une ouverture des l�vres de la fissure tandis que les modes II (b) et 
III (c) prennent en compte le glissement d’une l�vre sur l’autre. On peut aussi avoir une 
combinaison de ces diff�rents modes.

Figure 2.1. Les modes de la rupture

2.3. L'�tude d'un milieu �lastoplastique fissur�e

En plasticit�, une partie de l'�nergie est dissip�e (ph�nom�ne irr�versible) et on ne peut 
donc pas toujours �valuer la fraction d'�nergie "disponible" pour la propagation. 

Deux situations se distinguent selon la valeur du rapport de la taille de la zone �ventuellement 
d�form�e plastiquement � celle de l’�prouvette ou de la structure consid�r�e.

 Plasticit� confin�e:

La concentration de contraintes en point de fissure cr�ant une plastification locale, il est 
n�cessaire que la taille de cette zone reste petite par rapport � la longueur de la fissure, de fa�on 
� ne pas trop perturber la distribution �lastique des contraintes.  Lorsque c'est le cas, on peut 
continuer � utiliser les concepts de la m�canique lin�aire de la rupture. 

 Plasticit� �tendue:

L’�tude de la rupture en situation de plasticit� �tendue, c’est-�-dire lorsque la taille de la 
zone plastique n’est plus n�gligeable devant la longueur de la fissure, constitue ce qu’on
appelle la m�canique de la rupture en comportement non lin�aire.
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Plusieurs mod�les proposent de d�terminer la taille de la zone plastique en pointe de 
fissure : modes d'Irwin, et de Dugdale qui sont d�taill�s dans (Broek-david) [5].

La m�canique �lastique plastique de la rupture (MEPR) s’applique aux mat�riaux 
ductiles lorsque le comportement reste toute fois ind�pendant du temps, comme pour la 
m�canique de la rupture lin�aire (MLR) o� le FIC est le param�tre utilis� comme crit�re de 
rupture. Deux param�tres caract�ristiques de la MEPR d�crivent le crit�re de rupture, le CTOD 
et l’int�grale -J.

Si en �lasticit� lin�aire, la singularit� est d'ordre -1/2, elle est plus faible en plasticit�, et 

vaut  1 nn , o� n est le coefficient d'�crouissage du mat�riau, est compris entre 0 et 0,2.

Figure 2.2. Courbe force–d�placement : plasticit� confin�e (a) et �tendue (b). La zone 
d�form�e plastiquement est repr�sent�e en gris.

2.3.1. D�termination de la zone plastique

Les contraintes au voisinage de la fissure : (Mode  )
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En consid�rons que la contrainte 1 et 2 , v�rifie le crit�re de Von Mises:
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2
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2
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37CH2 Notion sur la m�canique de rupture  non lin�aire

   



   


 cos121sin

2
3

.2
2 22

2
2

p
ys r

K
……DP 2.5





   


 cossin

2
31

.2
2 2

2
2

p
ys r

K …………......CP 2.6
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2.3.2. Mod�le d’Irwin

Irwin (1960) a pr�sent� un mod�le de d�termination de la zone plastique le long de l’axe 
de la fissure. 

* Hypoth�se d’un mat�riau �lastique plastique parfait.

* Hypoth�se de contraintes planes.

La zone plastique est donn�e par :
2

*
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Figure 2.3.  Champ de Contraintes au voisinage de l’extr�mit� d’une fissure selon Irwin

Irwin propose que l’aire en dessous de la courbe ys (x) soit donn�e par:

pys

r

r
x

dxKp




2
20

  2.10

Pour satisfaire l’�quilibre  la fissure doit s’allonger de pr
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La r�solution de pys

r

r
x

dxKp




2
20

  donne la longueur de fissure : 
2

1










 
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Le mod�le d’Irwin : une longueur de fissure 2 fois plus grand que la m�thode approch�e.

Figure 2.4. Premi�re  et deuxi�me �valuation de la zone plastique

2.3.3. Crack Tip Opening Displacement (CTOD) 

En �lastoplasticit�, certaine autres (Wells 1963) ont propos� d'utiliser l'ouverture de 
fissure comme param�tre de m�canique de la rupture. Le CTOD, ou �cartement de fissure δ, a 
ainsi �t� d�fini � partir des d�placements de la pointe de fissure, mesur�s � l'intersection de la 
fronti�re de la zone plastique avec les l�vres de la fissure. Il existe de nombreuses fa�ons de 
calculer δ. Par exemple, Tracey a propos� de d�finir cet �cartement � l'intersection de deux 
droites passant � 45� de l'axe et des l�vres de la fissure. L’ouverture de la fissure :

ys

K
E 


2

.
4  2.12

Il est ensuite possible de relier le CTOD au taux de restitution d'�nergie, on encore � 
l'int�gration  J en utilisant la solution asymptotique HRR (shih 1981).

  
�

ya
Jad


 . 2.13

O� da est un coefficient de proportionnalit� sans dimension, et qui d�pent fortement du 

coefficient d’�crouissage a, et peu de la limite d’�lasticit� y .
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2.4.  Facteur d’intensit� de contrainte

L’exp�rience a montr� que la progression des fissures et la r�sistance r�siduelle d’une 
structure poss�dant un d�faut sont tr�s bien gouvern�es par le facteur d’intensit� des 
contraintes K. Donnons l’expression de K dans le cas d’une plaque infinie comportant une 
fissure de longueur 2a.

Le facteur d'intensit� de contrainte K uniquement fonction du chargement   et de la 
g�om�trie, en particulier de la taille de fissure est solution d'un probl�me d'�lasticit� lin�aire.

2.4.1. Solution de Muskhelishvili

Il s’agit d’un panneau � infini �, contenant une fissure de longueur 2a selon l’axe x1, et 
sollicit� en traction uniforme selon l’axe x2. Dans la pratique, un mod�le de ce type pourra �tre 
raisonnablement utilis� d�s lors que les dimensions de la fissure seront de 10 � 20 fois plus 
faibles que celle de la plaque. Il existe une solution analytique exacte de ce probl�me, sur l’axe 
x2 = 0, en supposant un �tat de contraintes planes :
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2.4.2. Solution asymptotique de Westergaard

Le probl�me pr�c�dent peut �galement �tre abord� en introduisant la �fonction d’Airy� 

 21, xx telle que : 22,11  ; 11,22  ; 12,12  . Les �quations d’�quilibre sont alors 

automatiquement v�rifi�es. En �lasticit� lin�aire, le report de ces �galit�s dans les conditions de 

compatibilit� 22,2211,1112,122   conduit � chercher  comme solution de l’�quation 

biharmonique 0 . Ce probl�me se r�soud par la m�thode des fonctions complexes. 

Irwin a montr� que le premier terme du d�veloppement limit� est le m�me, � un facteur 
multiplicatif pr�s, pour tous les probl�mes correspondant � un mode d’ouverture donn�. On
introduit ainsi le facteur d’intensit� de contrainte en mode I, KI , tel que :

 rK
r

.2lim 220


  2.1
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2.5.  Le taux de restitution d'�nergie

Dans le cas o� l’�nergie cin�tique est n�glig�e, la puissance m�canique disponible pour 
ouvrir une fissure de surface A est �gale � la variation de l’�nergie potentielle m�canique  . 
Cette contribution m�canique est appel�e taux de restitution d’�nergie. Elle peut se d�finir quel 
que soit le type de comportement. 

a
G




 (joule/m2)         2.18

Cette �nergie sert � cr�er de nouvelles surfaces libres, ce qui implique des apports 

d’�nergie. En appelant S l’�nergie sp�cifique de rupture par unit� de surface, il est donc 

n�cessaire pour que la fissure se propage que la contribution m�canique �quilibre au moins 
l’�nergie dissip�e (th�orie de Griffith pour la rupture fragile), soit dans un milieu plan 
d’�paisseur unit� :

- propagation  si : 02  SG  2.19

- arr�t  si : SG 20  2.20              

Le taux de dissipation d’�nergie G peut �tre calcul� par �l�ments finis ou mesur� � partir 
des courbes J-Δa. G d�cro�t avec l’extension de fissure pour atteindre une valeur stationnaire 
car la plasticit� sature dans la structure

Dans le cas d’une ouverture en mode I, on peut d�finir un taux de restitution d’�nergie GI

qui, lorsqu’il atteint la valeur critique GIc (�quivalente � deux fois l’�nergie de cr�ation de 
surface libre du mat�riau), correspond � la propagation de la fissure. GIc et KIc (ainsi que GI et 
KI) sont reli�s par les �quations suivantes en d�formations planes et contraintes planes :

21 
 Ic

Ic
EGK et IcIc EGK  2.21

Lorsque l’hypoth�se de plasticit� confin�e n’est plus r�aliste, il est possible de rendre 
compte du comportement �lastoplastique du mat�riau. Pour ce faire, on attribue � celui-ci un 
comportement �lastique non lin�aire tel que ses courbes Contrainte - D�formation demeurent 
inchang�es. Dans le cadre de l’�lasticit�, il existe alors un potentiel �lastique d�rivant des 

contraintes tel que: 
ij

ij
W






 , avec W : la densit� d’�nergie �lastique.

La terminologie, taux de restitution de l’�energie, est justifi�e par le signe de G : lorsque la longueur de 
la fissure passe de (a) �  (a + da), le syst�me voit son �nergie passer de (a) `a (a + da) (nous 
omettons provisoirement la d�pendance par rapport au chargement, qui est le m�me dans les deux cas).
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2.5.1. Taux de restitution d’�nergie non lin�aire

Rice a appliqu� la th�orie de la d�formation pour analyser un solide fissur�, Il a d�montr� 
que le taux de restitution d’�nergie non lin�aire en mode I, peut �tre d�termin� � partir d’un 
int�grale de contours ind�pendants du contour d’int�gration, la valeur de cette int�grale est 
�gale au taux de restitution d’�nergie dans un mat�riau non lin�aire, les variations d’�nergie qui 

accompagnent une extension a d’une fissure dans un solide :

UWW elastiqueext  2.24

O� : U : l’�nergie d�pens�e lors de la propagation de la fissure sur la longueur a

tionplastificas�paration WWU  2.25

Wplast�fication: Energie de plastification

Ws�paration: Energie de s�paration des surfaces

Consid�rons deux cas de propagation de fissure (figure 2.5) et calculons l’�nergie n�cessaire

Propagation � d�placement impos�;

Propagation � force impos�e ; 

a) Propagation � u                                                        b) Propagation � P
Figure 2.5.  Diagrammes Force – D�placement

a) Propagation � d�placement  0x

dx
a
P

a
U

da
dUG

x

a  
















0
0

lim 2.22                                                         

b) Propagation � force  0P

dP
a
x

a
U

da
dUG

P

a  
















0
0

lim 2.23
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2.6.  Calcul du taux de restitution d’�nergie par �l�ments finis

Dans cette section, nous nous int�ressons au la mod�lisation de la rupture dans des 
mat�riaux ductiles : la propagation de la fissure. Nous nous focalisons sur l’impl�mentation 
num�rique de la rupture dans le mod�le �l�ments finis. Le probl�me pos� est le suivant : un 
crit�re de rupture est v�rifi� en un ou plusieurs points de Gauss d’un �l�ment. Cet �l�ment est 
alors consid�r� comme rompu et ne participe donc plus � la raideur globale de la structure. 

Trois grandes techniques de mod�lisation de propagation de fissure sont r�f�renc�es dans 
la litt�rature avec les �l�ments finis traditionnels :

2.6.1. M�thode de l’int�grale J

Rice introduit une int�grale de contour J (Figure 2.6), dont la valeur est �gale � la
variation d’�nergie n�cessaire � la propagation de la fissure, et est �quivalente au taux de
restitution d’�nergie G dans le cas de la plasticit� confin�e (Rice).

Figure 2.6. Contour d’int�gration pour l’int�grale J en sommet de fissure.

Ind�pendante du contour choisi, cette int�grale a pour expression :

ds
x
uTnWJ  













 2.26

avec :

  : contour arbitraire autour du sommet de fissure.




n : vecteur unitaire normal � Γ.




T : vecteur contrainte agissant sur Γ.




u : vecteur d�placement sur Γ.

Les travaux de Hutchison et Rice et Rosengren permettent de d�crirent, pour un mat�riau 
pr�sentant une loi d’�crouissage en puissance, la singularit� des champs des contraintes et des 
d�formations en sommet de fissure:
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n











00 



 2.27

avec :

 σ0 et ε0 : limites �lastiques et la d�formation.

 γ : constante caract�ristique du mat�riau.

 n : coefficient d’�crouissage.

Le rapport J/σ0 est alors reli� au � Crack Tip Opening Displacement � (CTOD) par une 
fonction de n. D’un point de vue exp�rimental, l’acc�s � la valeur de l’int�grale J se fait � partir 
de l’aire sous la courbe Contrainte–D�placement, des dimensions de l’�prouvette, et de la 
distance de propagation de la fissure.

 Cas de l’�lastique parfaitement pastique : en plasticit� parfaite, Nguyen a propos� 
un crit�re de type Griffith g�n�ralis� Js ≤ Gc o� :

  dsunnwJ p

SS 
 11 ..lim  2.28

  dsunnwI
SS 

 .,.lim 11
*  2.29

S d�signe ici la surface de discontinuit� des champs de vitesses lors de la propagation, On 

obtient les �nergies potentielles E et compl�mentaire *E partir de la densit� d’�nergie 

compl�mentaire :          pp ww   :*

A l’�tat d’�quilibre pour un champ de d�formation plastique donn�, ces deux �nergies sont �gales � la 
solution du probl�me d’�quilibre, il est imm�diat de montrer que

a
E

a
EJI SS 








*

SS IJGG  * 2.30

 Cas de l’�crouissage. : le comportement est d�fini par l’�nergie stock�e isotherme 
),( w o�  d�signe maintenant des param�tres internes. Les �quations d’�tat d�finissent les 

forces associ�es aux param�tres d’�tat








w ,       





wA

  dAJG 1,.   dAIG :,1
*
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2.6.2. M�thode d’avanc�e r�elle de fissure (RCE)

En travaillant � force impos�e, on peut calculer G en calculant l’�volution de l’�nergie 
�lastique lors d’un petit incr�ment de longueur de la fissure. G s’obtient alors par lissage de la 
quantit� : ΔW /Δa.

Dans la pratique, la m�thode consiste donc � effectuer deux ou trois calculs �lastiques 
successifs � partir d’un maillage identique, mais sur lequel on rel�che un ou plusieurs noeuds 
en fond de fissure entre les diff�rents calculs. On peut travailler avec des �l�ments quadratiques 
courant, mais il ne faut surtout pas positionner la pointe de fissure sur un noeud milieu. Il est 
pr�f�rable de r�aliser au moins deux d�terminations (3 calculs) puis d’�valuer G par 
extrapolation quand r→0.

Cette m�thode, bas�e sur un raisonnement physique, � l’avantage de bien s’adapter aux 
codes, tout en n’utilisant pas d’�l�ments sp�ciaux. Elle n�cessite cependant un maillage fin en 
pointe de fissure et est tr�s co�teuse en temps de calcul, puisqu’elle requiert au moins deux 
calculs pour une longueur de fissure donn�e.

2.6.3. M�thode de fermeture virtuelle de fissure (VCCT)

La m�thode VCCT est bas�e sur l’hypoth�se que l’�nergie lib�r�e lorsqu’une fissure se 
propage d’une distance Δa est identique � l’�nergie n�cessaire pour refermer la fissure, sous un 
m�me effort externe. Quand une fissure est avanc�e d’une distance Δa, les GI et GII peuvent 
alors �tre d�termin�s par :

    ** ..
2

1
mmjlliI wwZwwZ

a
G 


 2.31

    ** ..
2

1
mmjlliII uuXuuX

a
G 


 2.32

o� :

X : Effort de r�action (lin�ique) selon l’axe X
Z : Effort de r�action (lin�ique) selon l’axe Z
u : D�placement selon l’axe X
w: D�placement selon l’axe Z
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2.6.4.  M�thode d’avanc�e (extension) virtuelle de fissure (VCE)

Cette technique, introduite par Parks en 1974 et Hellen en 1975, permet de calculer la 
variation d’�nergie potentielle totale en introduisant une extension virtuelle de fissure δa. Le 
processus d’extension de la fissure est obtenu en d�pla�ant les points nodaux du r�seau, plut�t 
qu’en �tant les composantes de traction nodale � la pointe de la fissure et en proc�dant � une 
seconde analyse comme cela est fait dans la m�thode d’extension r�elle.

Cette m�thode est consiste � s�parer le noeud au front de fissure en deux nœuds
superpos�s, chaque nœud est attach� � un c�t� diff�rent de la fissure. Une liaison relie les deux 
noeuds et sert � mesurer les efforts de r�action entre eux. Deux nœuds suppl�mentaires sont 
plac�s de la m�me mani�re en avant du front de fissure pour mesurer les d�placements relatifs 
entre les faces de la fissure. Le principe de calcul en 2D.

Tout d’abord les efforts de r�action (RI, RII), les d�placements relatifs (UI, UII), et 
l’�nergie potentielle initiale (E0) des �l�ments qui contiennent les noeuds de pointe de fissure 
sont calcul�s. Puis, une avanc�e de la fissure est simul�e par un d�placement des deux noeuds 
(rouge et bleu) d’une distance contr�l�e par l’�nergie potentielle (E1) des m�mes �l�ments est 
recalcul�e.

Le taux de restitution d’�nergie total est ensuite d�termin� en tenant compte de la variation de 
la surface fissur�e (dA) g�n�r�e par la perturbation des noeuds :

dA
EEGt

01  2.33

La mesure des efforts de r�action et des d�placements relatifs, mesur�s dans le rep�re de la 
fissure, permet de calculer les pourcentages relatifs en mode I et II. La r�partition du Gt est 
alors possible :

  tI G
RIIUIIRIUI

RIUIG
.. 


 2.34

  tII G
RIIUIIRIUI

RIIUIIG
.. 


 2.35

On part de la formule donnant l’�nergie potentielle (cas lin�aire �lastique), Cette m�thode est 
bas�e sur la d�rivation des �quations d’�tat:

        FvvKv tt 
2
1

2.36
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Le calcul de G donne :

               
a
Fvv

a
KvFvK

a
vG tt

t












 




2
1

2
2.37

�quilibre      absence de forces sur la fissure

On obtient ainsi :     v
a
Kv

E
KG tI




2
12

     v
a
kvG

ne

i

it 










 
12

1
2.38

Le taux de restitution d’�nergie Gp :

    v
a
KvG t

p 


2
1

2.39

Cette m�thode a l’avantage de n’utiliser qu’un seul maillage, par contre elle n�cessite un 
d�veloppement de code de d�rivation des matrices de rigidit�.
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2.7.  Le comportement des massifs rocheux � la rupture

Pendant leur vie, les ouvrages sont soumis � divers types des sollicitations ext�rieures 
monotones ou non monotones. La loi de comportement utilis�e pour mod�liser les roches et les 
sols, doit ainsi �tre en mesure de d�crire le caract�re non lin�aire du comportement des roches, 
soumis � ces sollicitations.

Dans la pratique, diverses approches sont utilis�es pour mod�liser le comportement des 
roches dans les �tudes g�otechniques. Cependant, dans le cas g�n�ral, des mod�les capables de 
d�crire le comportement de sol ind�pendamment d’un chemin de sollicitation particulier 
doivent �tre utilis�s. Une grande partie de ces mod�les est bas�e sur la th�orie de l’�lasticit� et 
de la plasticit�. Les plus simples correspondent � des mod�les de comportement �lastiques 
lin�aires (isotropes ou anisotropes) ou �lastoplastique parfait (�lasticit� lin�aire associ�e � un 
crit�re de plasticit� et � un potentiel plastique)

Dans cette partie, nous nous int�resserons aux propri�t�s physiques et g�om�triques des 
roches puis nous �tudierons leur comportement � la rupture. 

2.7.1. Caract�ristiques et repr�sentations g�om�triques des discontinuit�s des massifs 
rocheux

Les caract�ristiques sp�cifiques des massifs rocheux sont en grande partie li�es � la pr�sence 
des discontinuit�s; � leurs caract�ristiques g�om�triques (orientation, densit�, persistance…).

2.7.1.1. Diff�rents type de discontinuit�s

On distingue les discontinuit�s majeures (d'extension importante)

 faille 

 discordance

 contact veine
De discontinuit�s mineures 

 joints de stratifications;

 joints de schistosit�;

 diaclases;

 fractures;

 clivages.
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2.7.1.2. Propri�t�s des discontinuit�s

Outre leur nature; les discontinuit�s vont pouvoir �tre identifi�es par un certain nombre 
de caract�ristiques (qualitatives, propri�t�s physiques et m�caniques)

 orientation;

 distance ou espacement;

 persistance, extension ou �tendue;

 ouverture et continuit� de l'ouverture;

 remplissage (et nature du remplissage) ou absence de remplissage;

 pr�sence d'eau;

 nature et �tat des �pontes (i.e. des parties de la roche de part et d'autre de la 
discontinuit�);

 morphologie des �pontes : ondulation et rugosit�;

 r�sistance m�canique et autres propri�t�s m�caniques.

Toutes ces caract�ristiques vont Influences les propri�t�s du massif rocheux.

Des discontinuit�s ayant des caract�ristiques proches et une orientation semblable et dont on 
peut penser qu'elles ont �t� g�n�r�es au cours d'un m�me �v�nement tectonique pourront �tre 
regroup�es au sein d'une m�me "famille".

2.7.2.  Comportement plastique des sols

D’apr�s les essais r�alis�s sur des mat�riaux, lorsque la sollicitation d�passe un certain 
seuil, des d�formations irr�versibles ou plastiques apparaissent et la courbe chargement–
d�chargement (au cours d’un cycle) est diff�rente de la courbe de chargement initial (Fig. 2.7).

Figure 2.7.   Courbe chargement-d�chargement



49CH2 Notion sur la m�canique de rupture  non lin�aire

Historiquement, l’existence de d�formations plastiques ou permanentes a �t� mise en
�vidence par Coulomb, qui publia en 1784 un m�moire intitul� Recherches th�oriques et
exp�rimentales sur la force de torsion et sur l’�lasticit� des fils de m�tal (cit� par Mestat,
1993). Ce type de comportement macroscopique est caract�ristique de la plupart des mat�riaux 
(m�taux, b�tons, sols et roches). Au niveau microscopique, l’origine des d�formations 
permanentes d�pend du mat�riau. Dans le cas des sols, celles-ci proviennent de la modification 
de l’assemblage des grains ou des particules solides.

L’introduction du terme � d�formation plastique � n�cessite celui de la d�termination 

d’un seuil de contrainte (seuil ) � partir duquel les d�formations irr�versibles apparaissent. En

adoptant le concept de d�formation plastique dans les calculs, la d�formation observ�e est
d�sormais appel�e � d�formation totale � et peut �tre d�compos�e en :

 d�formation �lastique,

 d�formation plastique.

L’expression de la d�formation totale s’�crit alors :

totale �lastique plastique 2.39

En pratique, il est difficile de mesurer les d�formations plastiques. Leur quantification est 
r�alis�e par la relation indirecte suivante :

plastique totale �lastique             2.40

avec :

 totale : la d�formation totale mesur�e directement lors de l’essai,

 �lastique : la d�formation �lastique calcul�e � partir de la d�finition des modules.

Dans le cas du comportement �lastique lin�aire :

G

seuil
elastique   2.41

Dans le cas du comportement �lastique non-lin�aire :

 
seuil

pG
delastique



 


0
,, 2.42

G(,,p) est l’expression de la d�pendance du module en fonction de la pression de
confinement (p), du niveau de d�formation de cisaillement () ou de la contrainte tangentielle
().
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2.7.3.  Lois de comportement des roches

La configuration exprimable de r�f�rence est l'essai de compression simple, essai le plus 
couramment utilis� par l'�tude du comportement m�canique des roches. Il permet de d�finir la 
d�formabilit� de la matrice rocheuse et surtout d'estimer la r�sistance maximale de celle-ci. 

L'allure g�n�rale de la courbe contrainte-d�formation conduit � distinguer le comportement de 
la roche avant et apr�s un pic de r�sistance.

Le comportement des roches est complexe et il est courant de d�crire leur comportement 
comme �lastique-plastique avec trois phases quand le chargement est augmente 
progressivement.

 Une phase �lastique initiale ou la d�formation est r�versible;

 Une phase interm�diaire de plasticit� "restreinte" ou les d�formations reste limit�es;

 Une phase de plasticit� "illimit�e" 

Aucun mod�le math�matique ne peut compl�tement d�crire le comportement complexe des 
roches, des simplifications sont n�cessaires pour pouvoir effectuer des calculs pratiques.

Les mod�les rh�ologiques utilis�s pour d�crire les comportements m�caniques � l’�chelle 
macroscopique peuvent �tre grossi�rement class�s en deux cat�gories: ceux adapt�s au 
comportement de mat�riaux � ductiles �, et ceux au comportement de mat�riaux � fragiles �. 
Dans la premi�re cat�gorie, on trouve essentiellement les roches tendres, mais aussi les sols 
(sableux ou argileux), soumises � de fortes contraintes.  Dans la deuxi�me cat�gorie, on trouve 
essentiellement les roches dures, mais aussi certaines roches tendres et argiles fortement 
surconsolid�es, soumises � de faibles contraintes.

 
Pic de r�sistance Pic de r�sistance

Lib�ration brutale de 
l'�nergie de chargement

Dissipation  progressive                                          
de l'�nergie sous forme      
de d�formation

(a)  (b)                     

Figure 2.8.   Courbe contrainte-d�formation pour des roches fragile (a) et ductile (b)
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Le mode de rupture par cisaillement est privil�gi� lorsque l'�nergie durant le chargement 
peut �tre dissip�e sous forme de d�formations ou de d�placement. C'est ce qu'il se produit dans 
les roches initialement fissur�es, poreuses ou plastique, qui sont d�formables et pr�sentent un 
comportement ductile.

 Comportement caract�ristique des roches

Le comportement de l'�chantillon divis� en six phases. Chaque phase ainsi d�finie est 
plus ou moins apparente ou �tendu selon le type de roche, elle d�pend des caract�ristiques 
intrins�ques de la roche.

 Phase 1: Serrage

Cette phase concerne les tr�s faibles niveaux de contrainte et s'accompagne d'une 
compacte de l'�chantillon. Cette phase est dite "serrage" car elle traduit la fermeture initiale 
�lastique ou in�lastique des fissures pr�existantes du mat�riau, ce dernier devenant  de plus en 
plus rigide quant les l�ves des fissures vient en contact mutuellement.

 Phase 2: phase initiale

D�passant rarement 40% de la r�sistance � la rupture, cette phase correspond � la partie 
lin�aire de la courbe contrainte-d�formation axiale. La contrainte est sup�rieure � la pression 
de fermeture des fissures. Le comportement de l'�chantillon test� est encore celui d'une roche 
vierge. C'est le domaine dans lequel le comportement est "quasi-�lastique".

 Phase 3: phase d'endommagement

Le niveau de contraintes correspondant � cette phase se situe g�n�ralement entre 30 et 
60% de la r�sistance � la rupture. Cette phase marque l'initiation et la propagation de la 
fissuration. Pour certains auteurs, � ce stade, la propagation est souvent qualifi�e de "stable" 
car si le chargement reste constant, aucune �volution signification des d�formations n'est 
observ�e. A ce niveau de d�formation, la courbe contrainte-d�formation axiale est encore 
lin�aire.

 Phase 4: intensification de la fissuration

Auteur de 50-55% de la r�sistance � la rupture, une augmentation importante de l'activit� 
de fissuration est fr�quemment enregistr�e (augmentation du nombre et de la longueur des 
nouvelles fissures). La pression de confinement d'un essai triaxial a un effet stabilisateur sur le 
d�veloppement de ces fissures: elle s'oppose et inhibe leur croissance.
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 Phase 5: Coalescence des fissures

La coalescence des fissures s'amorce et de nouvelles fissures s'associent aux anciennes. 
Cette phase se situe entre 70 et 90% de la r�sistance � la rupture.

 Phase 6: propagation instable de la microfissuration

Cette phase d�bute � un niveau de contrainte qui varie de 70% de la r�sistance. Cette 
phase est associ�e au d�veloppement, usuellement qualifi� de "instable" de la fissuration et � 
une augmentation de la dilatance. La notion d'instabilit� traduit le fait que, sous un chargement 
constant, les d�formations de la roche se poursuivent pour mener � la rupture.
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3.1  Introduction

Dans ce chapitre nous exposons la strat�gie num�rique adopt�e ainsi que les moyens 
utilis�s pour impl�menter la m�thode de calcul des fissurations des mat�riaux ductiles 
pr�sent�e dans les deux chapitres pr�c�dents. Cette impl�mentation s’appuie sur le code de 
calcul par �l�ments finis mixte. Sachant que l'interface d'un mat�riau pr�sente une partie 
coh�rente et une partie fissur�e.

Nous avons utilis�e un programme pour l’analyse de plusieurs exemples des mat�riaux 
ductiles fissur�e. Le programme a �t� d�velopp� par le docteur Hamoudi Bouzerd [1], notre 
intervention r�side dans l’ajout de certaines subroutines et principalement l’introduction d’une 
m�thode non lin�aire mat�rielle qui est la m�thode d’int�gration d’�coulement (m�thode 
d’Euler explicite) [2] [6].

H. Bouzerd a propos� un �l�ment fini d’interface mixte RMQ-7 pour r�soudre les
probl�mes interface.

La complexit� des probl�mes de m�canique a pouss� les ing�nieurs � penser � concevoir 
des programmes informatiques de plus en plus puissants et rapide, pour r�pondre � leurs 
besoins, qui ne cessent de se d�velopper et aux probl�mes qui s’impose de jour en jour. Le 
code CASMIC est parmi les programmes qui ont �volu�s et ont fini � ce niveau pour r�soudre 
des probl�mes m�caniques. Le code CASMIC est un outil de calcul bas� sur la m�thode des 
�l�ments finis disposant d’un langage jouant le r�le d’interface de communication, qui est le 
langage Fortran.

Quatre  programmes constituent le noyau du CASMIC, Il s’agissait :

Programme : maillage.for

Programme : donn�e.for

Programme : elemh.for

Programme de visualisation des r�sultats : bifis.for

L'apparition de la m�thode des �l�ments finis a permis d'�tudier la m�canique de la 
rupture d'un point de vue num�rique, proposant ainsi des solutions plus pr�cises � des 
probl�mes plus complexes. Apparurent alors une multitude de m�thode permettant de calculer 
les facteurs de contraintes, le taux de restitution d'�nergie. Parmi ces nombreuses m�thodes, les 
plus facilement. 
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Les principales hypothèses de travail sont les suivantes :

• La limite d’élasticité y ;

• Règle d’écrouissage isotrope (Loi de Prandtl Reuss);

• Le critère de plasticité de Von Mises, la fonction de charge:    pRJaf y   ),(

• Le type du problème à étudier : contrainte plane ;

• Matériaux standards généralisés (plasticité associée).

Matériau  isotrope, on introduit donc classiquement le module de Young E et le coefficient de 
Poisson  . Les propriétés élastiques (modules élastiques) étant supposées raisonnablement non 
modifiées par le très faible taux de plastification subit par le matériau.
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Rappelons, dans un premier temps, les équations du modèle élastoplastique.   
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3.1

3.2. Le principe variationnel en �lastoplastique

 Le principe � deux champs de Hellinger-Reissner

L'idée de base de ce principe apparaît pour la première fois dans les travaux de Hellinger. 
Ses travaux seront repris plus tard, tout d'abord par Prange et finalement par Reissner qui 
donne sa forme définitive à ce principe variationnel.

Bien qu'historiquement antérieure, la fonctionnelle à deux champs de Hellinger-Reissner peut
se déduire de celle de Fraeijs de Veubeke-Hu-Washizu en imposant les relations constitutives 
comme conditions essentielles. Elle s'écrit :

         
udtdNuudufuu TTT

z

TTHR

u

, 3.2
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La densit� d'�nergie compl�mentaire:        1

2
1  CW TT

Comme pr�c�demment, les conditions de compatibilit� et d'�quilibre naturelles sont obtenues
respectivement par la variation des contraintes et des d�placements.

Le principe de Hellinger-Reissner permet d'introduire une discr�tisation fonctionnelle � la 

fois sur le champ de d�placements et sur le champ de contraintes dans . Cela permet de 

r�partir le poids de l'approximation � la fois sur la satisfaction des conditions d'�quilibre et de 
compatibilit�.

Ce principe est � la base des m�thodes d'�l�ments finis de type mixte. Ces m�thodes ont �t� 
introduites initialement par Hermann en 1967. Il pr�sente pour la premi�re fois dans cette 
r�f�rence un �l�ment de plaque triangulaire d�rivant du principe de Hellinger-Reissner.

Depuis lors, de nombreux �l�ments finis de type mixte ont �t� d�velopp�s pour d'autres types
de probl�mes. 

 Principe des incr�ments des contraintes � deux champs

En partant de la forme incr�mentale de la fonctionnelle de Hellinger-Reissner (3.1), on 
relaxe la condition de consistance plastique (1.40) au moyen d'un multiplicateur de Lagrange. 
En faisant varier cette fonctionnelle par rapport aux incr�ments de contraintes, il appara�t que 
ce multiplicateur de Lagrange est �quivalent au multiplicateur plastique . On obtient ainsi la 
fonctionnelle � deux champs :
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De cette fonctionnelle, on tire le principe variationnel � deux champs des incr�ments de

contraintes: Parmi tous les
.
 SA (statique admissible) et 0

.
 , la solution est telle que

02

.
J

On montre en effet tr�s facilement que la variation de cette fonctionnelle par rapport aux
incr�ments de contraintes conduit � l'�quation des travaux virtuels et que la variation par
rapport au multiplicateur plastique restitue la condition de consistance.
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3.3.  Structure g�n�rale du mod�le (calcul �lastoplastique)

3.3.1. Calcul �lastique :

- D�terminer la matrice  du comportement �lastique et la matrice de rigidit� �lastique:

 


























100

01
01

1 2

EC ,               dvBCBK T

- Calculer les degr�s de libert� �lastiques selon la formule suivant :      FKu 1, 

(sauvegarder dans un fichier sol). Le champ des contraintes �lastiques des �l�ments 
travers�s par la fissure (sauvegarder dans le fichier 12).

1 3 5 8

6 9

2 4       7         10

Exemple : 10 �l�ments travers�s par la fissure

3.3.2. Calcul plastique : 

3.3.2.1. La fronti�re �lastique initiale (la limite d’�lasticit� initiale) yyi  

*   Choix d'un point de d�part " point A" (� l'int�rieur de la surface)

- Le point "A" au fond de la fissure : 

y A 2i i = 1, 2

iu i = 1, 2

x

Figure 3.1.El�ment RMQ-7
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- Calcul des contraintes d�viatoriques As12 , As22

 IIs A
ij

A
ij 31  avec       AAI 22111  

  A
ji

A
ijA sssJ )2/3(

- D�termination du crit�re de plasticit� (Von Mises) tel que : 

    0 yAA sJf 

- Calcul de la direction d'�coulement An .

 
 A

A
ijA

A sJ
sfn

2
3










*   D�termination du pr�dicteur �lastique  (post-�lastique) "point C"

Le nouvel �tat de contrainte est donn� par une pr�diction �lastique diminu�e d’une 
relaxation plastique. La pr�diction �lastique est donn�e par :

    Ce

D�terminer les contraintes � partir des contraintes �lastiques du fichier 12.

     eAC  

Choix de l’incr�ment de la d�formation totale 

Si ce pr�dicteur se trouve � l'int�rieur de la surface de charge, le mat�riau demeure dans 
le domaine �lastique au cours du chargement. Dans ce cas, il n'y a pas besoin d'int�grer les 

relations constitutives et les contraintes effectives sont donn�es par :    AC  

      0)(  eAC ff 

Si le pr�dicteur �lastique est en dehors de la surface de charge, il faut alors utiliser une 
proc�dure d'int�gration num�rique des �quations constitutives qui divise la correction de 
d�formation totale en une partie �lastique et une partie plastique. Nous avons utilis�e une 
technique explicite.

      0)(  eAC ff 
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*   D�termination du point de premi�re plastification  "point B" (sur la surface)

On cherche l’intersection de la trajectoire du chargement avec le crit�re de plasticit� au
point B, � partir duquel l’�coulement plastique pend effet, il s’agit de trouver la solution de 
l’�quation :

      0)(  eAB ff   10  

 eB   donc    BAB  

  B
ji

B
ijB sssJ )2/3(

Calcul du crit�re de plasticit� :    0)(  yBB Jf    yBJ  

Calcul de la direction d'�coulement Bn .

 
J
sBfn

B
ij

B 2
3






 y

B
ijs
2

3


La matrice du comportement �lastoplastique  C

         
     hnCn

CnnCCC
B

t
B

t
BB

B


  





















a
fL

a
fh

t

- D�termination de la matrice de rigidit� �lastoplastique (tangent)       dvBCBK T , et 

d�terminer les degr�s de libert� �lastoplastique selon la formule suivant : 

     FKu
1

,


 (sauvegarder dans un fichier sol).

On d�termine alors  en �crivant la stationnarit� de f : df = 0.

0:
3
2

  AB n

* Calcul  de l'�coulement plastique  " point D"

La r�solution du syst�me d’�quations (1) peut se faire en extrayant soit la correction de 
multiplicateur plastique  .

      DBD ff  

Avec : 

         
B

e
D

e
BD

fCCC 












 )(
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Donc :
         B

ee
BD nC 

  yiDD Jaf  ),(

*  Calcul la d�formation plastique: np
p  

Cas N�1:

Si    0Df  et    0Ddf   Comportement �lastique

      dVBCBK
eV

t

Cas N�2:

Si   0Df  et    0Ddf   �coulement plastique  (il faut v�rifier) 

      dVBCBK
eV

t

Cas N�3:

Si   0Df  et    0Ddf   il faut faire un rabattement

      DPDDE nC 

Avec          
  

   
DD

T
D

D
PD HnCN

f







      dVBCBK
eV

t

3.3.2.2. La fronti�re �lastique actuelle (la limite d’�lasticit� actuelle) p
yiyi H 1

D�charger et charger avec un changement de la limite �lastique initiale.

- D�terminer la limite d’�lasticit� actuelle 1yi

 pRyiyi   1   pHpR 

H est une caract�ristique du mat�riau (module d’�crouissage), H=0 (comportement �lastique 
parfaitement plastique).
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- D�terminer le crit�re de plasticit� avec �crouissage isotrope (Loi de Prandtl Reuss) tel que : 

    0),( 1  yisJRf 

- D�termination des contraintes et les d�formations plastiques � partir des donn�es �lastiques 

du fichier sol,  calculer la matrice de rigidit�       dvBCBK T , et d�terminer les degr�s 

de libert� plastique selon la formule suivant :      FKu
1

,


 Et continue de la m�me 

mani�re jusqu’� le nombre des incr�ments consid�rer p
nn H  1

3.3.3. L’�valuation du taux de restitution d’�nergie

l’utilisation de l’�l�ment RMQ-7, associ� aux hypoth�ses que la structure est constitu�e de 
mat�riaux de comportement �lastique parfaitement plastique, permet de n’introduire qu’un seul 
maillage pour le calcul du taux de restitution d’�nergie

en effet le nœud d�placement interm�diaire de l’�l�ment RMQ-7 est associ�e � la pointe de 

fissure, et par cons�quent la longueur de fissure � a � peut �tre augment�e d’une quantit� a en 

agissant � l’int�rieur strict de l’�l�ment de fissure par translation du nœud pointe de fissure 
sans perturber le reste du maillage 

a est petite par rapport aux dimensions de l’�l�ment de fissure donc : v(a) = v(a+a)

   
a

aaaG

 



L’�nergie de d�formation s’�crit :

pe  ou          ep

    



ne

i
i

t
i

ep vKv
12

1

L’expression du taux de restitution d’�nergie Gp devient :

         



ne

i
i

t
ip vaKaaKv

a
G

12
1




Lors du calcul num�rique le chois de la variation de la longueur de fissure a est d’une 

importance capitale le rapport a/a et nous avons constat� une bonne stabilit� entre 1/100 

et1/1000.
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Remarque : la matrice du comportement (�lastique, tangent) et les ddl sont calcul�s dans le 
programme Bifis.for. La matrice de rigidit� (�lastique, tangent) et le taux de restitution 
d’�nergie sont calcul�s dans le programme elemh.for.

3.4. Crit�res d’arr�t :

La boucle de calcul continue jusqu’� ce que la norme du r�sidu soit inf�rieure � une 
valeur de limite. Trois r�sidus sont donc normalement � v�rifier afin de garantir la convergence 
: r�sidu l’�quation d’�coulement, r�sidu sur le crit�re et r�sidu sur la loi d’�crouissage. Pour 
contr�ler les pr�cisions d’int�gration de la loi d’�crouissage, de la loi d’�coulement et du 
crit�re, il est donc n�cessaire d’introduire trois crit�res. 

Ortiz se limite � un seul crit�re d’arr�t de Newton d�fini � partir du r�sidu sur le crit�re. 
Dans Abaqus, ajoute un crit�re sur la loi d’�coulement non pas d�fini � partir de la norme du 
r�sidu, mais � partir de la norme de la correction de l’incr�ment de d�formation plastique.

Ce crit�re d’arr�t � deux cons�quences : le r�sidu doit �tre faible pour que la correction reste
petite. Dans Abaqus calculant exactement la loi d’�crouissage n’introduit pas de r�sidu sur 
celle-ci (il serait automatiquement nul). Notons que dans le cas d’une prise en compte du 
r�sidu de la loi d’�crouissage, l’actualisation de la variable d’�crouissage � partir de la 
correction n’�tant pas � r�sidu nul, implique un r�sidu non nul dans le cas non-lin�aire.

La convergence, dans Abaqus garantit donc le respect d’une pr�cision donn�e : le crit�re, 
la loi d’�crouissage, la loi d’�coulement et la stabilisation du sch�ma (l’amplitude de la 
correction devant rester petite). Ceci peut �tre exprim� sous la forme suivante :

1TOLf  et     2TOLp 

TOL1 est fix�e par Viet-Dung LE [14] � 10-7*limite �lastique. TOL2 = 10-7*limite 
�lastique/module d’Young, o� TOL1 et TOL2 sont des valeurs petites par rapport � la quantit� 
consid�r�e.

Dans ce travail nous avons fix� le TOL1 � 10-6*limite �lastique.
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3.5. L’algorithme �lastoplastique avec �crouissage isotrope

E ,  , H , dc, af , y , F

�crouissage isotrope     (Loi de Prandtl Reuss)

Incr�ment i    i = 1 , 2.…. n

H : est une  constante

Crit�re de plasticit� (Von Mises)

   FK
u e

e

e
1
















      dvBCBK
Te 

    1TOLsJf yBB  

    0  tt hndf

    ijji sssJ :2/3

Calcul �lastique
� point A � 

� l’int�rieure de 
la surface

Sauvegarder dans le fichier sol

Donn�es mat�rielles (don.for)

La limite �lastique initiale yi

)( pRyyi  , 0)(  PHpR 

   IIsI ijij 3/, 13322111  

  0 yA Jf 

Calcul plastique
� point B �

La premi�re sur 
la surface

Choix de 

    0 yCC sJf 

Pr�dicteur
�lastique 

� point C � 
    Ce

eAC  
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It�ration i = 1 , 2.…. n
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3.6. Conclusion

Ce chapitre a pr�sent� la technique d’int�gration num�rique des mod�les �lastoplastique
avec �crouissage isotrope. Les �quations constitutives de ce type de mod�le ainsi que leurs 
expressions discr�tis�es sont tout d’abord pr�sent�es. On  limite l’�tude � des probl�mes 
d'�volution statique dans l'hypoth�se des petites perturbations. Nous verrons cependant que le 
comportement plastique d�pend du chemin de chargement (contrainte), c'est-�-dire de l'histoire 
des d�formations plastiques. 

Nous rappelons tout d'abord bri�vement les concepts et relations fondamentaux li�s � la 
th�orie de la plasticit� en petites perturbations. La m�thode de r�solution de probl�mes non-
lin�aire par un processus incr�mental.

Nous utilisons ici une approche �nerg�tique de la m�canique de la rupture 
�lastoplastique. On d�finit un param�tre, appel� � GP , qui est un taux de restitution d’�nergie, 
valide dans le cadre de l’�lastoplasticit� incr�mentale. 
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4.1.  Exemple d’application 

Dans ce travail, on consid�re une plaque pr� entaille, sollicit� � la traction (mode I), 
provoquant une ouverture de la fissure. La plaque a �t� discr�tis�e par �l�ments finis. La 
simulation est faite � l’aide du code de calcul CASMIC, en appliquant une proc�dure de calcul 
en respectant les �tapes de calcul d�crites par le code et les r�sultats sont ensuite valid�es par 
des r�sultats bibliographiques [13]. 

Les caract�ristiques de la plaque (figure 4.1) selon le mod�le choisi sont les suivantes:

 La charge appliqu�e est : 60N, 120N, 160N, 200N,  240N, 280N ,320N et 360N.

 Dimensions de la plaque:

- Largeur : 10 mm ; 

- Longueur : 30 mm.

 Dimensions de la fissure :

- Longueur af = 5 mm. 

 Module de Young : E = 230 GPa.

 Coefficient de poisson  = 0.293.

 Limite �lastique : y = 670 MPa. 

 Le rapport 01001 aa donc : dc= 1000.

 Le comportement est �lastique parfaitement plastique.

 Conditions aux limites :

 CL1 = bloque suivant X DP1,  AP2, CP4, BP4;

 CL2= bloque UY P4 ;

 CL3 = bloque  d�placements u1 et u2,   rotations u12 AB;

 CL4 = bloque  contraintes 1 et 2    P1P3 , P2P3 ;

 CLTotale = CL1, CL2 , CL3 et CL4.
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F

D                                     C               

30 mm

P1, P2 P3                    P4
5 mm

A                         B

10 mm               

Figure. 4.1. D�finition de la plaque et du chargement

 Construction du maillage de la plaque: nous utilisons l’�l�ment RMQ-7 (figure 3.1).

P1 30 mm

P3 P4
P2

10 mm               

Figure. 4.2. Maillage N�01 : 70 �l�ments (5 colonne, 14 ligne), 205 nœuds.
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Figure. 4.3. Maillage N�02 : 270 �l�ments (9 colonne, 30 ligne), 733 nœuds.

Le champ de contrainte normale au nœud (au fond de la fissure) 391  
A

A

















12

22

11







335                                 413

336         360
376    391

y                                                                              414
337        361

338                                            415
x

Figure 4.4.  El�ments de point de fissure

Le comportement de la plaque est �lastique parfaitement plastique selon les hypoth�ses 
donn�es dans F.Wang et al. Le mod�le math�matique est choisi, conform�ment aux 
comportements de la plaque avec les propri�t�s du mat�riau n�cessaires, (E module de Young, 
limite d’�lasticit�, coefficient de poisson ν).
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4.2.  Commentaires des r�sultats

La courbe du taux de restitution d’�nergie �lastoplastique en fonction de la charge 
pr�sent�e sur la figure 4.5, croit progressivement. Les r�sultats trouv�s sont proches de ceux 
calcul�s par F.Wang et al. (Tableau n� 1).  

CHARGE (N) 60 120 160 200 240 280 320 360

Int�grale-J  (N/mm) TR6 

et Q8 selon Wang 103

0.1767 0,7042 1.3297 2,0893 2.7680 3,8164 5.1006 6.1521

Int�grale –J   

Selon Moussaoui 103

0,1785 0,7143 1,2700 1,9844 2,8575 3,88948 5,0801 6,4295

G (N/mm) �lastique

RMQ-7 calcul�e

0.0338 0.1355 0.2345 0.3665 0.5278 0.7184 0.9383 1.1876

G (N/mm) �lastoplastique
RMQ-7 calcul�e 103

0.1739 0.6956 1.2367 1.9323 2.7825 3.7874 4.9468 6.2608

Erreur (%) 1.610 1.236 7.520 8.125 0.521 0.765 3.109 1.736

Tableau N� 1. Les valeurs du taux de restitution d’�nergie (G).

Figure 4.5.  Courbe du taux de restitution d’�nergie �lastique et �lastoplastique 
en fonction de la charge calcul�e.
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CHARGE (N) 60 120 160 200 240 280 320 360

Contrainte 

�lastique (MPa) 
















228.5
593.1
00.0


















457.10
186.3
00.0


















15.14
32.4

00.0


















49.17
40.5

00.0


















91.20
37.6

00.0


















40.24
43.7

00.0


















88.27
49.8

00.0


















84.31
72.9

00.0

Contrainte

totale (MPa) 
















906.62
31.169

00.0


















81.125
63.338

00.0


















74.167
51.451

00.0


















6870.209
39.564

00.0


















62.251
27.677

00.0


















56.293
15.790

00.0


















49.335
03.903

00.0


















43.377
9.1015

00.0

Tableau N� 2. Les valeurs des contraintes �lastique et plastique au voisinage

de la pointe de la fissure ( ).

Pour chacun des mod�les, on retrouve la courbe caract�ristique de l'�volution du 
d�placement en fonction de la charge en r�gime �lastoplastique.

CHARGE (N) 60 120 160 200 240 280 320 360

D�placement totale u1
(mm) 10-2

-0.264 -0.529 -0.705 -0.882 -1.058 -1.235 -1.411 -1.588

Tableau N� 3. Les valeurs des d�placements plastique de la pointe de la fissure ( ).

Figure 4.6. L’�volution du d�placement total du point A.
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La figure 4.7 montre l'évolution de la déformation totale du point P3 dans la direction de 
la charge avec une augmentation des contraintes. La pièce commence à se plastifier à partir 

d'incrément de déformation totale :  = 3 310 .

eq : Scalaire permettant de comparer un état de déformation triaxial à un état de déformation

uniaxial équivalent.    jiijeq ee)2/3( avec    ije : déformation déviatorique.

(F = 360N)
A

(à l’intérieur de la surface)
B

(sur le critère)

Contrainte normale 

















254.31
625.9
00.0

















087.265
19.733

00.0

Déformation 310


















354.0
0418.0

0122.0

















354.3
201.4
231.1

Contrainte équivalente eq 43.436 670.00

Déformation équivalente eq 310
0.448 5.59

Tableau n°4. Les contraintes (déformations) normales et équivalente 

Figure 4.7 Variation de la contrainte σ22 en fonction de la déformation au fond de la fissure.

La matrice du comportement élastique :   C (MPa)

 

















44.8894000.000.0
00.057.251599674.73718
00.0674.7371857.251599

C
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La matrice du comportement �lastoplastique :   C (MPa)

 



















104.8888263.3341449.810
63.334122.6020971.120136

449.81071.12013691.243833
C

Le champ de d�formation plastique au point B est :  np
p 



















0402.0
004.2
002.1

p 10-3

La boucle du calcul continue jusqu’� ce que le crit�re de plasticit� au point B (point de 

premi�re plastification) soit inf�rieur � : 46
1 107.610   yTOL 

1
41067.3 TOLf   L’�coulement plastique pend effet, la valeur de  est : 

 1761.00  

Pour d�terminer la zone de plastification (taille de la zone) � fond de fissure on v�rifier le 
crit�re de plastification (Von Mises) � tout les point, nous avons trouv� :

Nœud de 
contrainte

Le crit�re f Nœud de 
contrainte

Le crit�re f  

311 5.25 10-2 (NV) 392 3.8910-3 (NV)
314 5.25 10-2 (NV) 436 1.045 10-4

359 4.42 10-4 437 6.36 10-4

360 -670 (NV) 438 5.28 10-4

361 -670 (NV) 466 4.68 10-3 (NV)

362 5.67 10-4 467 6.3610-4

390 4.54 10-4 468 1.1210-3 (NV)

391 3.67 10-4

Tableau n�5. V�rification du crit�re de plasticit� Von Mises.

Le crit�re de plasticit� au  nœud N�311, N�314, N�360, N�361, N�392, N�466 et  
N�468 (figure 4.9) : non v�rifier donc la zone de plasticit� reste confin�e dans une zone de 
faible taille par rapport aux dimensions des fissures.

On peut d�terminer aussi la zone de plastique en fonction de la d�formation �quivalente 
au sens de Von Mises (tableau N�5 et figure.4.9). 
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Nœud de 
contrainte

D�formation �quivalente  
au sens de Von Mises 

Nœud de 
contrainte

D�formation �quivalente au 
sens de Von Mises

311 9.15 10-3 392 3.1510-3

314 7. 13 10-3 436 1.70 10-2

359 8.43 10-3 437 1.39 10-2

360 0.00 438 1.29 10-3

361 0.00 466 1.84 10-2

362 1.21 10-2 467 4.27 10-3

390 9.85 10-2 468 1.6210-2

391 5.59 10-3

Tableau n�6. Les d�formations �quivalentes. 

La zone de plasticit� reste confin�e dans une zone de faible taille par rapport aux 
dimensions des fissures.

Les deux figures suivantes repr�sentent la zone plastique du mod�le compar� et 
calcul�e (en visualisant les d�formations �quivalentes).

Figure 4.8. Forme de la zone plastique au voisinage de la pointe de la fissure d’exemple trait�.
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Figure 4.9. Forme de la zone plastique au voisinage de la pointe de la fissure calcul�e.





77Conclusion et perspectives

Conclusions et perspectives

L’objectif de cette �tude est d’appr�hender la nocivit� des fissures dans les mat�riaux 
ductiles soumis � une traction (la rupture non lin�aire). L’�tude, men�e dans le domaine
�lastique parfaitement plastique avec le crit�re de Von Mises sur un mod�le de simulation 
ayant une faible �paisseur, bidimensionnel.

Durant l’�tude, un programme de calcul a �t� �labor� sur le code CASMIC, bas� sur la 
m�thode des �l�ments finis mixtes. Le programme a �t� d�velopp� par Hamoudi Bouzerd, 
notre intervention r�side dans l’ajout de certaines subroutines et principalement l’introduction 
d’une m�thode non lin�aire mat�rielle qui est la m�thode d’int�gration d’�coulement
(m�thode explicite d’Euler).

La m�thode explicite d’Euler poss�de des avantages �conomiques parce que la matrice 
de rigidit� est calcul�e uniquement une seule fois. Son inconv�nient principal est qu’elle 
requiert usuellement un large nombre d’it�rations. 

Le taux de restitution d’�nergie qui est l’objet de notre �tude, est utilis� comme un 
param�tre caract�ristique de l’�tat de contrainte et de d�formation au voisinage de l’extr�mit� 
d’une fissure. Lors de la simulation, les valeurs calcul�es en fonction de la charge montrent une 
croissance du taux d’�nergie plastique Gp durant l’augmentation de la charge et une zone 
plastique se d�veloppe � l’extr�mit� de la fissure d�termin�e par le crit�re de Von Mises, les 
contraintes autour de la fissure sont augment�es.

Les r�sultats obtenus, compos�s avec ceux donn�s par la litt�rature concernant le taux de 
restitution d’�nergie sont en bonne concordance. La zone plastique pr�dit par le pr�sent mod�le 
apparait plus confin�e que celle pr�sent�e dans le mod�le de comparaison bas� sur les travaux 
de Wang.

Les raisons de cette diff�rence peuvent trouver leurs r�sume dans le type d’�l�ment 

utilis� (RMQ-7) qui renvie en arri�re plan les contraintes 11 et ne gardent comme contraintes 

actives que celle de l’interface, � savoir 12 et 22 .

Divers d�veloppements sont envisageables dans le futur, � savoir :

 Premi�rement prise en compte de l’�crouissage isotrope ou cin�matique et am�liorer la
convergence de la m�thode ou encore d'int�grer d'autres crit�res que celui de Von Mises.

 Une seconde perspective serait d'�tendre l'approche d’�coulement plastique � d'autres 
types de calcul tels que la non-lin�arit� g�om�trique, de la dynamique, de la thermique.

 Enfin une troisi�me direction de recherches serait d'�tendre la rupture ductile  en grande 
d�formations.
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