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Introduction génerale

Introduction Générale
e Définition

Le traitement d’images est un sous-ensemble du traitement du signal dédié aux images
de toutes sortes, et aux donnees derivées comme la vidéo. Dans le contexte de la vision
artificielle, le traitement d'images se place apres les étapes d'acquisition par camera ou
scanners, et de numérisation par échantillonnage et quantification. On classe généralement
les opérateurs de traitement d’images en différentes familles. Ce classement se fait, en
fonction des informations qu'ils acceptent en entrée et qu'ils fournissent en sortie, et en
fonction des transformations qu'ils font subir aux données. Ainsi, par exemple on
distingue : Les opérateurs manipulant une image a I’entrée et délivrant une image en sortie
comme les opérateurs de filtrage, les opérateurs qui transforment 1’image en un ensemble
d’informations comme les opérateurs de segmentation, et les opérateurs qui transforment

un ensemble d’information en une image comme les opérateurs de synthése d’images.

e Objectif du traitement d’images

Etant donné que, le traitement d’images est une discipline de l'informatique et des
mathématiques appliquées, qui étudie les images numériques et leurs transformations.
Alors, D’objectif visé est d'améliorer la qualit¢ visuelle des images, et d'en extraire de
I'information utile. Le traitement d’images, assure les transformations de celles-cCi, et
constitue la partie de calcul permettant d'aller vers une interprétation des images traitées. A
titre d’exemple, dans la branche de la vision artificielle et contréle industriel, le traitement
d’images vise la reconnaissance de formes et la détection d’objets. Dans le domaine de
médecine et d’astronomie, le traitement d’image vise [’analyse des textures et

segmentation des objets.

e Approches basées sur la dérivation entiére

Dans le contexte de traitement d’images, plusieurs approches ont été proposées et
appliquées, en mettant en ceuvres divers outils mathématiques. Entre autres, les approches
des méthodes utilisant les opérateurs différentiels basés sur le calcul d’ordre entier et
d’ordre fractionnaire. Les opérateurs classiques basés sur le calcul d’ordre entier sont

appliquées depuis longtemps, a des fins de filtrage et segmentation des images.
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Ces approches classiques présentent un ensemble de méthodes, qui ont eu
historiguement une grande importance. Certaines approches sont encore régulierement
employées dans des applications en reconnaissances de formes, dans les opérations de
filtrage et restauration au cours des traitements préalables. Dans les opérations de
segmentation des contours, on distingue les détecteurs de gradient par filtrage qui reposent
sur une recherche d’un extremum d’une dérivée premiére. Pour s’affranchir des bruits,
celle-ci étant calculée généralement par un filtrage passe-haut suivi d’un filtrage passe-bas.
Ces approches ont recu une base théorique dans [1, 2, 3]. En termes de dérivation du
second ordre, des détecteurs de passage par zéro du Laplacien ont été proposés en 1976
dans [4]. Ces méthodes tirent en outre profit du fait que, les zéro de la dérivée seconde
constituent un réseau de lignes fermées correspondant aux lignes des extremums du
gradient. Néanmoins, 1’inconvénient de ces filtres est la sensibilité aux bruits et nécessitent
un pré-filtrage. Il existe aussi les détecteurs de gradient par masques [5] qui sont des filtres
de dérivation du premier ordre plus empiriques, proposées a partir d’estimateurs locaux de
I’image et de ses dérivées. Ces dérivées sont obtenues a I’aide des masques appliquées sur
des fenétres bidimensionnels. On note que, la somme des coefficients de ces filtres est
nulle, et les masques les plus utilisés sont ceux de Sobel, Robert, Gradient et Prewitt. Les
équations aux dérivées partielles comme 1’équation de diffusion de la chaleur [6], est un
exemple classique qui apparait depuis longtemps, dans le cadre de I’analyse multi-échelles
[7]. Ces équations sont également essentielles dans le cadre des problémes variationnels,
ou I’on cherche une représentation associée a 1’image qui minimise une certaine énergie.
La descente du gradient associée a cette énergie fait alors apparaitre une équation aux
dérivées partielles dont la résolution fournit une solution au probléme d’optimisation
considéré [8, 9, 10, 11]. L’équation de diffusion isotrope peut étre transformée en une
équation de diffusion anisotrope par I’introduction d’une fonction décroissante. Ce fait,
résout a la fois le probléme d’analyse et le probléme de restauration des contours qui
dépend d’un seuil sur le contraste. Comme exemple, dans I’article [12] les auteurs ont
développé une équation de diffusion anisotrope qui permet d’améliorer la qualité de la
continuité des contours. Le filtrage par des équations de diffusion isotrope dans le cas
continu est équivalent au filtrage gaussien [13, 14], dont I’inconvénient est de rendre les
contours trés flous. Alors, pour préserver les contours, on préfére le filtrage par les
équations de diffusion anisotrope [15]. Une approche tres différente des méthodes
antérieures de détection des contours a été proposé dans [16,17], appelée contours actifs. Il

s’agit d’une méthode semi-itérative dans laquelle 1’opérateur place au voisinage de la
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forme a détecter, une ligne initiale de contour qui sera amenée a se déformer sous 1’action
de plusieurs forces. L’écriture formelle du probléme passe par la définition paramétrique
du contour en fonction de I’abscisse curviligne. Enfin, malgré le développement de ces

méthodes, elles restent imputables a certains inconvénients.

e Approches baseées sur la dérivation fractionnaire

Récemment, le calcul fractionnaire est largement utilisé dans le domaine des sciences
physiques et les sciences de 1’ingénieur [18, 19]. Son avantage est largement démontré
dans plusieurs applications [20, 21]. Ces succes ont motivés les chercheurs a appliquer les
dérivés fractionnaires dans le traitement numérique des signaux [22, 23]. Il existe des
travaux qui ont été réalises en utilisant directement la forme numérique de la dérivation
d’ordre fractionnaire définie par Grinwald—Letnikov (G-L) [24]. Et d’autres, basés sur la
numérisation de la version analogique de la dérivée d’ordre fractionnaire définie par
Riemann-Liouville (R-L) [25].

Alors, plusieurs auteurs ont développé des opérateurs fractionnaires sous forme de
masques de convolution [26, 27, 28, 29, 30], applicable a des fins de filtrage et
segmentation de I’image. Dans [31, 32, 33], les auteurs présentent des méthodes
fractionnaires pour la détection des contours. Dans [34], I’auteur applique un opeérateur
différentiel amélioré pour le rehaussement des images. Dans [35], ’auteur s’appuie sur la
définition de Riemann-Liouville, et développe un algorithme en appliquant le modéle pour
le rehaussement des textures et des contours de I’image. Dans [36], on applique la
différentiation d’ordre fractionnaire basée sur la définition de Griinwald—Letnikov, pour le
rehaussement du contraste.

Dans le cas des équations différentielles d’ordre fractionnaire, une équation de diffusion
anisotrope d’ordre fractionnaire est présentée dans [37] appliquée au dé-bruitage de
I’image. Une autre équation de diffusion de la lumiere présentée dans [38], est utilisée pour
le rehaussement des images astronomiques. La dérivation fractionnaire des signaux basse
fréquences est non nulle [30, 33, 35], alors, la différentiation d’ordre fractionnaire non
seulement préserve d’une maniére non linéaire les contours de I’image lissée, mais aussi
maintient les détails de haute fréquence des contours, ou le niveau de gris change
considérablement. Il préserve aussi les déetails de hautes fréquences de la texture dans les
régions ou le niveau de gris change légérement. Actuellement, la dérivation d’ordre
fractionnaire constitue un défi majeur devant la derivation entiere classique, a cause de ses

avantages dans le traitement des images.
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e Motivation de la these

Dans les algorithmes de segmentation des contours, on commence souvent par un
filtrage préalable appelé lissage en utilisant en générale un noyau Gaussien. L’objectif de
cette opération est de minimiser les effets du bruit sur la qualité de la segmentation de
I’image. Cette méme opération est utilisée dans des algorithmes de segmentation multi-
échelle des contours. Pour le contrdle du lissage et la sélection spatiale de 1’échelle, on
agit généralement sur la variance du noyau Gaussien. En fait, I’opération de lissage
provoque la délocalisation des contours, et consomme un temps de calcul que 1’on peut
économisez surtout en temps réel. Alors, dans le contexte de cette thése, on se propose de
contribuer a la résolution de tels problémes en cherchant 1’outil adéquat. Pour cela, nous
allons expliciter dans le contexte de cette these, notre méthode de construction des
opérateurs dérivatifs basés sur le calcul d’ordre fractionnaire. Ces opérateurs ne sont
autres que des masques de convolution de genre soustractif ou additif choisis selon
I’application visée. Pour la synthése de ces masques, on a mis en ceuvre la définition de
Grinwald-Letnikov. On va montrer dans cette thése que I’utilisation deS masques
fractionnaire soustractifs dans la segmentation des contours ne nécessite pas I’opération de
lissage au préalable. En plus, la segmentation multi-échelle peut étre accomplie tout
simplement par la variation du facteur fractionnaire de dérivation. Aussi, nous allons

montrer 1’application des masques fractionnaires additifs a I’opération de filtrage.

e Structure de la these

Au début de la thése, on commence par une introduction générale sur 1’objective du
traitement d’images et les différentes approches appliquées. Dans le premier chapitre, on
présente un état de I’art sur 1’application de la dérivation entiere au traitement d’images.
Alors, nous introduisons en premier lieu, le principe de synthése des masques gradient et
Laplacien par la méthode des éléments finis. En deuxiéme lieu, nous passons en revue
I’utilisation des équations différenticlles en général. Dans le deuxiéme chapitre, nous
présentons un état de I’art sur 1’application de la dérivation fractionnaire au traitement
d’images en commencant par un historique de définitions sur la dérivation d’ordre
fractionnaire, et quelques rappels sur le filtrage spatial et fréquentiel. Ensuite, nous passons
en revue la synthese de quelques masques d’ordre fractionnaire et leur utilisation au dé-
bruitage, rehaussement et segmentation de textures et contours. Enfin, terminons par

I’utilisation des équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire.
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Dans le troisieme chapitre, nous allons présenter notre contribution au traitement
d’images en explicitant la méthode suivie de construction des opérateurs de convolution
d’ordre fractionnaire. Ensuite, nous passons aux différentes applications au traitement des
images telles que : de filtrage, la détection des contours par 1’approche du gradient, la
détection multi-échelles des contours, et enfin la détection des contours par 1’approche du

Laplacien.
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Chapitre 1

Traitement d’images basé sur la dérivation entiere

1.1 Introduction

La détection des contours et la segmentation des images, sont probablement les
domaines qui ont regu la plus grande attention, de la part de la communauté de traitement
des images. Ceci est en grande partie dd, & la nature tres intuitive du contour, qui apparait
trés naturellement comme I’indice visuel idéal, dans la plus grande partie des situations.
Trés schématiquement, les contours sont les lieux de variations significatives de
I'information niveaux de gris. Dans cette approche, on suppose que I’image est une
mosaique de régions parfaitement homogénes. C’est a dire que, les contours recherchés
sont de type créneaux. De plus, la transition étant stricte, un contour doit étre une chaine de
pixels d’épaisseur 1. Cette restriction sur la nature du contour a été imposée dans un
premier temps pour des raisons de formalisation mathématique. Il est possible de
construire des processus capables d’extraire d’autres types de contours, comme par
exemple des vallées ou des toits. Cependant, il n’existe pas a I’heure actuelle de processus
complet et général, qui pourrait extraire tous les types des contours.

La notion de contour étant reliée a celle de variation, il est évident qu’une telle
définition nous amene tout naturellement vers une évaluation de la variation en chaque
pixel. Dans cette évaluation, on met en ceuvre généralement les méthodes dérivatives. Une
variation existera si le gradient est localement maximum, ou si la dérivée seconde
(Laplacien) présente un passage par zero. Les principaux algorithmes connus (Sobel,
Prewitt, Kirsh, Canny, Dériche, ...) se focalisent sur ce premier aspect du contour. Il existe
moins de travaux sur la formalisation de la deuxieme partie qui consiste a passer d'une
mesure locale de variations a des chaines de points d’épaisseur égale a I’unité. C’est
pourtant cette deuxiéme partie qui fait souvent la différence, et la qualité visuelle d’un
résultat. Les méthodes dérivatives s’appuient sur la constatation que les contours d'image
sont traduits généralement par les transitions rapides de I’image, et que les variations lentes
seront éliminées par dérivation. Les contours des objets dans des images de dimensions
guelconques, correspondent le plus souvent aux extrema locaux du gradient, ou aux zéro

du Laplacien de la fonction de niveaux de gris.
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La détection des contours dans les images a débuté de fagon extrémement empirique
par des opérateurs locaux. Elle se faisait soit par estimation du gradient, soit par
convolution de I’image par des masques caractéristiques des contours comme dans
Haralick et Shapiro [15]. Dans les années 80, des approches plus systématiques ont été
mises en place par Marr et Hildreth [4], puis Canny [39] pour obtenir des contours plus
significatifs. Ces travaux ont abouti a une bonne compréhension de ce qu’il faut faire pour
détecter les contours, mais la définition méme des contours demeure tres vague, ce qui
rend ces techniques encore peu efficaces sur un probléme concret.

De plus, on a pu montrer que le probléme de détection des contours est généralement
mal posé au sens de la résolution des systémes. Les seuls modéles des contours utilisables
sont ceux des contours idéalisés sous forme de marche d’escaliers, rampe ou toit. Les seuls
modeles des contours utilisables sont ceux des contours idéalisés qui sont bien loin de la
réalité. Méme si de trés gros progres ont été accomplis dans ce domaine, les techniques
empiriques utilisant les opérateurs différentiels classiques d’estimation du gradient et du

Laplacien restent souvent encore employées.
1.2 Définitions

1.2.1 Filtrage d’une image

Le filtrage est une opération qui consiste a réduire le bruit contenu dans une image. Il
est considéré comme une transformation de I’image. 1l existe deux grandes catégories de
méthodes :

1- Les méthodes du domaine spatial
Ces méthodes se référant a I’image elle-méme, et sont basées sur la manipulation

directe des pixels.

2- Les méthodes du domaine fréquentiel

Ces méthodes sont basées sur la modification de la Transformée de Fourier de 1’image.

3- Filtres linéaires exprimés sous forme de convolution
Ces méthodes utilisent des masques comme noyaux de convolution. Ceux-ci peuvent

étre séparables en deux composantes horizontale et verticale ou sous forme compacte.

4- Filtres non linéaires
Dans une opération de filtrage en domaine spatial, le pixel est souvent considéré comme

un individu statistique, et on cherche son identité grace a son voisinage.
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1.2.2 Filtrage spatial linéaire

Le filtrage spatial linéaire est essentiellement une opération de convolution d’une

fonction d’intensité f(x,y), avec une fonction h(x,y) appelée réponse impulsionnelle du

filtre.
g, y) = h(x,y) = f(x,y) (1.1)
glx,y) = f f h(u,v)f(x —u,y — v)dudv (1.2)
Dans le cas discret,
+H/2 +H/2
gy = ) > h@vfE-wy-v) (13)

u=—H/2v=-H/2

Ou H correspond a la dimension de I’opérateur de filtrage.

1.2.3 Filtrage frequentiel

Le filtrage fréquentiel consiste a appliquer a 1’image une transformation du domaine
spatial au domaine fréquentiel ou le traitement aura lieu, et de faire ’opération inverse a la
fin de ce traitement. Les transformations en question s’appelle, Transformations de Fourier

directe (TF) et inverse (TF~1) d’une image f(x, y), et sont données respectivement par :

o o

F(u,v) = f ff(x,y)e‘j(”x‘“”y)dxdx (1.4)

—00 —O00

1 [ [ .
f(x,y)=mf fF(u,v)e“(“x”y)dudv (1.5)

Dans le cas discret, la Transformée de Fourier Discréete directe (TFD) et son inverse

(TFD~1) sont données respectivement par :
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+ o0 + oo

F(QW) = Z Z f(m,n)e/(@m+¥n) (1.6)

m=—0oo nNn=—0oo

412

T T
1 .
f(m,n) = — f f F(Q,W)et/O@m+¥n)q0 4y (1.7)
-7
Pour une image filtrée, la convolution dans le domaine spatial est équivalente a un
produit dans le domaine fréquentiel et vice versa, on a donc:
G=F(@)=Fhxf)=H.F
(1.8)
g=F YHF)
Ou F est ’opérateur de la TF.

1.2.4 Les filtres séparables

Un filtre a réponse impulsionnelle h(x,y) séparable selon x et y est un filtre pour

lequel :

h(x,y) = hy(x) * hy(y) (1.9)
Ce qui se traduit en filtrage par :
9(x,y) = hy(x) * (hy(x) * f(x,¥)) (1.10)
Et pour les dérivées :
ag(x,y) dhy(x)
Fr gx,y) = ( % hy,(¥))
(1.11)
dgx,y) _ dhy, (y)
5y = 900 * (5 ()
Ag(x,y) = f(x,¥) * (Ahy () hy (¥) + Ahy (¥)hy (%)) (1.12)

On note que les principaux intéréts des filtres séparables sont :



Chapitre 1 : Traitement d’images basé sur la dérivation entiere

1. Ramener le probléme du filtrage d’un signal bidimensionnel a celui du filtrage d’un
signal monodimensionnel.

2. Réduire le temps de calcul de maniere que pour une convolution par un masque de
filtrage de dimension H, la complexité est de 2H au lieu de H?.

3. Possibilité¢ d’implémenter les filtres récursivement.

1.3 Approximation des dérivees par les différences finies

Dans le contexte de traitement d’images numériques, les dérivées partielles d’une
fonction f(x,y) sont généralement exprimées par les différences finies. Certes, cette
représentation permet d’implémenter les opérateurs dérivatifs sous forme de masques de
convolution communément utilisables en traitement d’images. L’utilisation des masques
est largement discutée et réalisé par plusieurs auteurs comme Young et al. [40],
Shrivakshan et chandrascar [41], Kalpana et al. [42], Al-Amri [43], Maini et Aggarwal
[44], et Bergounioux [45]. Supposons que nous pouvons approximer une fonction f autour

d’un point x par son développement de Taylor comme suit :

MO €O NN A €9
n!

TR + R, (x) (1.13)

flx+h)=f(x)+
Avec lim,_,, R,(x) = 0, h est un accroissement de x .

1.3.1 Dérivation du premier ordre

Le développement de Taylor d’ordre 1 s’écrit :

f(x+h) =f(x)+hf'(x) + 0(h?) (1.14)

Ou 0(h?) veut dire que le plus grand terme que nous avons négligé est au mieux de

l’ordre de h?. Alors, dans ce cas on peut écrire :

f'(x) = lim ik h,)l S (1.15)

Cette relation s’appelle la différence anticipée. Maintenant si on remplace h par —h

nous obtenons la différence rétrograde qui s’écrit comme sulit :

10
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f@ - f&—h)
B h

f'(x) = ,lllz)r(l) (1.16)
En combinant les deux relations précédentes de la différence anticipée et rétrograde, on
obtient la différence dite centrale suivante :
_fx+h)—f(x—h)

f'(x)= Ilziir(l) = o (1.17)

En supposant que le plan d’image est forme d’une grille de points (i,j) de pas h = 1.
Alors, Les différences décrites précedemment peuvent étre étendues a deux dimensions et
sont décrites par les approximations correspondantes ci-apres.

Les différences anticipées :

(SL=fi=ra+1)-rGp

{ (1.18)
0

L= =1+ -1

Les différences retrogrades :

(of . ... . .
a_fi _f(L'])_f(L_l'])
(1.19)
L= f =i - £ -1
oy i~ '] ']
Les différences centrales :
of _p _fGH1)—fG=1))
ax 't 2
I (1.20)

@1_._f@j+n—f@j—n
ay_f]_ 2

Alors, ce qui permet d’implémenter les dérivées partielles de deux maniéres différentes,

selon le type de la différence choisie. Dans le cas des différences anticipées on a les deux

composantes M, et My suivantes :

11
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My=[-1 1]=M! (1.21)
Et pour les différences centraleson a :

M, =

N =

[-1 0 1]=M; (1.22)

L’indexation des positions des pixels est représentée en Figure 1.1 ou (i, j) représentent

les positions horizontale et verticale respectivement.

i-1j-1| ij—-1 |i+1,j—1

i—1,j ij i+1,)

i—1j+1| ij+1 |i+1,j+1

Figure 1.1 : Indexation des positions des pixels.

1.3.2 Dérivation du second ordre

Le développement de Taylor d’ordre 2 pour +h s’écrit :

fle+h) =f)+hf'(x) +h2f"(h) + 0(h%)
(1.23)
f(x—h) = f(x) = hf'(x) + K*f"(h) + 0(h%)

Ou O(h3) veut dire que le plus grand terme que nous avons négligé est au mieux de
l’ordre de h3.

Alors, En combinant les deux developpements de Taylor dans la relation (1.23)
précédente, on en déduit I’approximation par différences finies des dérivées du deuxieme
ordre suivantes :

12
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o°f 1 .. . . . .
S =fi=5lf—L) —2f@)) fG+1))]
(1.24)
|9%f 1 ... . .
(557 = fy =3V @I =D =2/@) fGj+ D]
La dérivée seconde peut étre implémentée par les composantes suivantes :
1
My=501 -2 1]= M; (1.25)

1.4 Utilisation de la dérivation entiére en traitement d’images

1.4.1 Approche du gradient

La premiére approche possible pour détecter les variations locales de la fonction f (x, y)
représentant I’intensité, est d’utiliser une transformation du type gradient équivalente a la
dérivée d’ordre 1 de cette fonction. Un contour est détecté par un maximum de la dérivée

directionnelle dans la direction @ du gradient. C’est-a-dire, par le maximum de la fonction :

g(®) = Vf(x,y).% (1.26)

OU Vf(x,y) est le vecteur gradient, et Z représente un vecteur unitaire dans la direction
du gradient tels que :

- of (x,y)/0x
Vilx,y) = (1.27)
of (x,y)/0y
Et,
L_Vf
T=—— (1.28)
|Vf|
Onadonc:
oy =2 SCT Y — cos@)L g; Y 4 sin@) L é’;y ) (1.29)

Dans le plan de I’image, le gradient est donc caractérisé par un module Wf | et une

direction d’angle @, qui sont donnés par :

13
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= |afGayng  af (n )y’
1= (20 (1)
Et,
@ = arctan <6f(g);, y)/afg;, y)> (1.31)

=1}

v

Figure 1.2 : Direction du gradient.

Si on dénote par H,, la matrice de la dérivée horizontale, par H, la matrice de la dérivee
verticale et par Hy la matrice de la dérivée arbitraire angulaire. Notons que la direction du

gradient maximise la dérivée directionnelle. Alors, d’aprés Young et al. [40] ona:

[Hy] = cos@.[H, ] +sin@.[H, ] (1.32)

Dans le cas discret, on approxime le gradient d’une image par différences finies. Le
resultat final de ces calculs dépend fortement du choix de H, et H,,. Les filtres dérivatifs de

base sont donnés par les deux équations ci-apres, alors que, le choix entre ces filtres est

motivé par leur comportement en phase et en fréquence.

Hd=[H] =01 -1 (1.33)

HJ=[H] =01 0 -1] (1.34)

14
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Dans le domaine de Fourier, ces deux filtres différent significativement par leurs
amplitudes et leurs phases. Dans I’intervalle des fréquences 0 «<  « m, les amplitudes et

les fréquences de ces filtres sont donnés respectivement par :

F
Al =01 —1]eHWI = 2|sin(Yy)|, o) = (n— )/2 (1.35)

M =[1 0 —1]% [H®Q) = _2lsin(@)], ¢(Q) = /2 (1.36)

Le filtre donné par la premiere équation ci-dessus conserve les hautes fréquences
(Q = m) et cause le déphasage, tandis que le filtre donné par la deuxiéme supprime les
hautes fréquences et ne cause pas le déphasage. Les contours sont déterminés par les

maxima locaux du module gradient.

Image originale Opérateur [1  —1] Opérateur [1 0 —1]

Figure 1.3 : Effet des opérateurs dérivatifs du premier ordre.
1.4.2 Approche du Laplacien

Elle consiste a déterminer les passages par zéro du Laplacien. La dérivée d’ordre 2
d’une fonction peut étre générée comme une description scalaire du Laplacien Af(x,y)

d’une image définie par :

2p O O _
Vif = 5 * 357 = (RN + (H,8f) (1.37)

Ou H, et H, sont respectivement, les dérivées secondes horizontale et verticale du
filtre dont un exemple de base est donné par :
t
Hd=[H] =01 -2 1] (1.38)

Dans le domaine fréquentiel nous avons pour le filtre Laplacien :

Vif = & w? + v¥)F(u,v) (1.39)

15
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Alors, la fonction de transfert Laplacien correspondante a la parabole est comme suit:
H(u,v) = —(u? + v?) (1.40)

Et le spectre de fréquence de ce filtre est :

F
[h]=[1 -2 1] H(Q)=-2(1—-cosQ) (1.41)
Le Laplacien est caractérisée par son invariance aux rotations de I’image, et par sa

sensibilité au bruit accrue par rapport au gradient.

]
ﬂ v

G

Image originale Réponse du Laplacien

Figure 1.4 : Application de 1’opérateur Laplacien.

1.5 Synthése et utilisation des opérateurs dérivatifs d’ordre

entier en traitement d’images

La synthése des opérateurs dérivatifs d’ordre entier que I’on appelle couramment
masques de convolution, est basée sur I’expression de ces opérateurs par les différences
finies. Cette représentation n’est autre qu’une discrétisation des opérateurs dérivatifs pour

la compatibilité d’applications aux images numériques.

1.5.1 Opérateurs dérivatifs du premier ordre

Ces opérateurs sont des masques obtenus par dérivation du premier ordre, et qui sont
utilisés géenéralement pour la détection des contours par I’approche gradient. Ces masques
sont séparables en deux composantes suivant les directions horizontale et verticale. Cette
propriété de séparabilité simplifie largement le calcul des composantes du vecteur gradient
d’une maniére séparée. Il existe plusieurs types ayant chacun ses avantages et ses

inconvénients.
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Parmi ces masques on distingue :

e Opérateur de Robert

L’opérateur de Robert est le plus simple obtenu par simple différentiation dans les
directions diagonales. La détection des contours dans une image se fait par simple
convolution avec les composantes M, et M,, montrées en Figure 1.6.

Cet opérateur est capable d’atténuer les faibles bruits, néanmoins les bords détectés

sont un peu gras. Ce qui fait que les points des contours sont ma localisés. Notons que les

différences sont calculées a la position supérieure gauche du masque.

Image originale Réponse de Robert

Figure 1.5 : Application de I’opérateur de Robert.

0 1 1 0

-1 0 0 -1

Figure 1.6 : Composantes du masque de Robert.

e Opérateur de Sobel

L’opérateur de Sobel est plus utilisé dans la détection des contours. Il est étendu sur un
voisinage de 3x3. Cet opérateur possede le pouvoir non seulement de détecter les contours,
mais aussi de restreindre les bruits. Pour le calcul du gradient Kanopoulos et al. [46],

considérons 1’arrangement des pixels autour de la position centrale (i,j) du masque
représenté dans la Figure 1.7 suivante :

a a, a,
az @) as
Qg as ay

Figure 1.7 : Arrangement des pixels d’un voisinage 3x3.
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Les dérivées partielles sont calculés par :

M, = (a, + cas+a,) — (ay, + ca,+ag)
(1.42)
M, (ag + cas+ay) — (ag + ca;+ay)

Ou c est une constante représentant un poids donné aux pixels voisins de la position
centrale. Pour obtenir les masques de Sobel, on pose (¢ = 2), alors, ce qui donne les

composantes du masque selon les directions horizontale et verticale suivantes :

-1 0 1 1) -2 | -1
M, 210 2 M, 0 0 0
110 1 1 2 1

Figure 1.8 : Composantes du masque de Sobel.

Image originale Réponse de Sobel

Figure 1.9 : Application de 1’opérateur de Sobel.

e Opérateur de Prewitt
L’opérateur de Prewitt a presque le méme effet que 1’opérateur de Sobel, seulement les
contours sont un peu plus larges. Il partage la méme équation avec le masque de Sobel

mais avec (c = 1) ce qui donne alors, les composantes horizontale et verticale suivantes :

-1 70 |1 ERIENEE
M, |-1 |0 |1 M, | 0/[O0]O
-1 |0 1 1 1 1

Figure 1.10 : Composantes du masque de Prewitt.
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Image originale Réponse de Prewitt

Figure 1.11 : Application de I’opérateur de Prewitt.

e Opérateur de Kirsh
Ils sont des opérateurs a huit masques directionnels correspondants chacun a une

configuration préféerentielle obtenue par permutation de 1 a 8 des coefficients. Le gradient

et I’orientation retenus seront ceux qui correspondent au masque ayant permis d’obtenir le

maximum du gradient donné par :

max;= g|M; * f| (1.43)

5 5 5
-3 0| -3
3| -3 | -3

Image originale Réponse de Kirsh

Figure 1.13 : Application de I’opérateur de Kirsh.

e Opérateur de Robinson
Ils sont des opérateurs a huit masques directionnels correspondants chacun a une

configuration préférentielle, ils sont obtenus par rotation des coefficients de 1 a 8 (comme

dans le cas de Kirsh, le gradient et I’orientation retenus seront ceux qui correspondent au

masque ayant permis d’obtenir le maximum du gradient).
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Image originale Réponse de Robinson
Figure 1.14 : Application de I’opérateur de Robinson.

1 1 1
1]-2]1
-1 ]-1 ] -1

Figure 1.15 : Masque de base type Robinson.

1.5.2 Opérateurs derivatifs du second ordre

Les opérateurs du second ordre sont des masques obtenus par dérivation du second
ordre, et qui sont utilisés généralement pour la détection des contours par I’approche
Laplacien. Comme le Laplacien est un scalaire, la séparabilité de ces masques n’est pas
donc nécessaire. Alors, le calcul du Laplacien se fait par simple convolution avec le
masque. Les opérateurs Laplaciens ne sont pas nombreux que dans le cas des opérateurs

gradients. Parmi les masques les plus utilisés on distingue :

e Opérateur Laplacien discret

L’opérateur Laplacien est trés sensible aux bruits Maini et Aggrawal [44], donc, il
nécessite un lissage au préalable, ce qui influe sur la localisation des contours qui
apparaissent plus larges. Les deux composantes horizontale et verticale de 1’opérateur
Laplacien obtenues par différences finies sont données dans la Figure suivante:

ol 0| o0 ol 110
M, 1|21 1 M,, 0| -21]0
ol 0| o0 ol 1] 0

Figure 1.16 : Composantes du masque Laplacien.
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Enfin, pour les opérations de convolution, on préfére combiner ces deux masques dans
une forme compacte en mettant en ceuvre un voisinage de quatre ou huit pixels. Ainsi, par

superposition de M, et M, dans les deux directions horizontale et verticale, on obtient le
masque Laplacien 4-connexes, et par superposition M, et M, dans les quatre directions

(horizontale, verticale, et deux diagonales) on obtient un masque Laplacien 8-connexes.

ST 7o 1 [ 171

1 -4 |1 18] 1
T 1o 111
4-connexes 8-connexes

Figure 1.17 : Masques de type Laplacien

Image originale Laplacien 4-connexes Laplacien 8-connexes

Figure 1.18 : Application de I’opérateur Laplacien

e Opérateur Laplacien de Robinson
Le masque de Robinson type Laplacien permet de détecter les contours par passage par

zéro de ’image obtenue par convolution avec le masque suivant :

1 -2 1
-2 4 -2
1 -2 1

Figure 1.19 : Masque Laplacien de Robinson.
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Image originale Réponse Laplacien de Robinson

Figure 1.20 : Application de 1I’opérateur Laplacien de Robinson.

1.6 Utilisation des filtres optimaux en traitement d’images

Les méthodes dérivatives présenté auparavant consistent a évoluer 1’image par des
masques de dimension modifiée. Ces approches sont donc dépendantes de la taille des
objets traités, et elles sont aussi connues par la sensibilité aux bruits. Il y’a des approches
récentes qui tiennent compte des critéres d’optimalité de la détection des contours utilisant

des filtres de lissage optimaux.

1.6.1 Criteres de Canny

C’est une approche optimale présentée par Canny [39] trés intéressante qui mérite d’étre

présentée ici. Soit un signal monodimensionnel I(x) représentant un saut d’amplitude A,

noyé dans un bruit gaussien n(x) de moyenne nulle et de variance n3 :
I'x) = Au_;(x) + n(x) (1.44)

Ou u_, désigne la fonction de Heaviside. Soit O(x,), la sortie au point x, de la

convolution du signal I(x) avec un opérateur de détection f(x) :

+ oo

0(xgy) = f 1) f(x — xg)dx (1.45)

—00

Le probléme est de trouver f(x) de maniére que ©(x,) soit maximum sous les 3 critéres de
performance suivants :

e Critére de bonne détection :

Il revient a chercher fonction f(x) antisymétrique qui maximise le rapport signal sur

bruit suivant :
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A f_ooof(x)dx

no‘/f::fz(X)dx

e Critere de Bonne Localisation :

Y =

(1.46)

Ce critére correspond a la minimisation de la variance 2 de la position de passage par

Zéro, ce qui revient a maximiser la localisation A définie comme I’inverse de o2 :

Ao AFO (147)

1 /f_*j £2(x)dx

e Critére de non multiplicité des réponses :

Ce critére correspond a la limitation du nombre de maxima locaux détectés en réponse

a un seul contour. Alors, soit la contrainte d’égalité suivante notée X,y

Xay = 2T f;‘;‘; J7@)dx (1.48)
SO [ (x)dx

Trouver la fonctionf (x) qui maximise le produit ZA en fixant le troisieme critére a une

constante k, revient alors a trouver la solution de 1’équation différentielle suivante :
2f(x) =224 f"(x) + 22,f""n(x) + A3 =0 (1.49)
Qui admet comme solution :
f(x) = a;e* sin(wx) + a,e™ cos(wx) +
ase~* sin(wx) + a,e™** cos(wx) (1.50)

Cherchant f(x) comme filtre (RIF) définie sur I’intervalle [- W, +W] et présentant une

pente a I’origine, Canny [39] a impose les conditions initiales suivantes :

f(0)=0,f(W)=0,f'(0) =S,f'(W) =0 (1.51)
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Ceci permet de calculer les coefficients de a; a ay, en plus, f(x) étant impaire ce

qui permet d’étendre la solution aux x négatifs avec f(x) = —f(—x).

Image originale Réponse de Canny
Figure 1.21 : Application du filtre optimal de Canny.

1.6.2 Filtre de Deriche

Dans son approche Deriche [47] utilise les critéeres de Canny pour dériver un filtre
optimal récursif (RII). 1l en résulte une équation différentielle admettant comme solution

I’opérateur suivant :

flx) = %e‘“"” sin(wx) (1.52)

En évaluant les différentes intégrales intervenant dans le calcul des indices de

performances de cet opérateur, on obtient les résultats suivants :

A =2a,% =+2a/(a? + w?) (1.53)

2a
A = g k= (a? + w?)/(5a2 + w?) (1.54)

En posant @« = ma, on obtient les trois cas suivants :

1) m>» 1L,A=V2a,% =2/a ,ZA =2,k = 0.44
2) m=1L,A=2a, =1/a ,5A =2,k =058 (1.55)
3) m=v3,A=+2a,X=./3/2a ,5A=+3,k=05

Le cas 3 montre que pour une valeur identique de k, I’indice de performance de
I’opérateur de Deriche est prés de 90% meilleure que la dérivée premiere d’une
Gaussienne. Le cas 2 montre que pour une valeur identique de k, I’opérateur de Deriche

présente un indice de performance amélioré prés de 25% a 1’opérateur de Canny.
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Le cas 1 présente le meilleur indice et correspond a la limite de 1’opérateur de Deriche
pour w — 0. Il est facile de vérifier que cette limite correspond a 1’opérateur g(x) donné

par :
g(x) = Sxe~=l (1.56)

Cet Opérateur est la solution de 1I’équation différentielle au cas ou le discriminant de

son équation caracteéristique est nulle.

'v

Image originale Réponse de Deriche
Figure 1.22 : Application du filtre optimal de Deriche.

1.6.3 Filtre de Shen-Castan

L’approche développée par Shen-Castan d’aprés Deriche [47] consiste en 1’élaboration
d’un filtre passe-bas optimal pour la détection des contours. Le formalisme mathématique
s’inspire de celui de Canny [39]. Un modele de saut d’amplitude bruité est considéré, et un
critére a optimiser est alors dérivé. 1l en ressort un filtre linéaire optimal de lissage sous
forme d’un filtre exponentiel symétrique :

s(x) = ae*H! (1.57)

Qu’il se propose de mettre en ceuvre comme suit :

yym)=xn—-1)+e*y;(n—1) pourn=1,... M
(1.58)
yn)=y(n+1)+e*yn+1) pour n=M,..,1

Etant donné une image, elle est d’abord filtrée par un opérateur de lissage exponentiel.
Le résultat obtenu est soustrait de 1’image originale pour approximer le Laplacien. Une
image binaire est alors produite en mettant a 1 les valeurs positives et a 0 le reste des
données. Les frontiéres des zones positives et négatives forment les points des contours
candidats. Une suppression des points isolés ainsi que toutes les taches ayant une surface

inférieure a un seuil donné est alors effectué.
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Pour distinguer les vrais points des contours des points de bruit, on fait un seuillage sur
le gradient dont le calcul se fait d’une maniére adaptative. On calcule pour chaque passage
par zéro dans I’image originale, les moyennes de niveaux du gris correspondant aux zones
let 0 de I’image binaire. Le gradient adaptatif est alors égal a la différence entre ces deux

moyennes.

1.6.4 Filtre Gaussien

Est une approche de Marr et Hildreth [4] pour la détection des contours qui consiste en
un filtrage préalable de I’image f(x,y) par I’opérateur isotrope Gaussien G, (x,y) dans le
but d’éliminer le bruit qui se produit au cours du filtrage Laplacien.

1 x% + y?
Go(":)’) = 27_[0_2 e<_ 20_2

(1.59)

Du fait de la linéarité de la convolution, alors, en appliquant en un premier lieu le
Laplacien a la fonction Gaussienne, on obtient un masque LoG (Laplacian of Gaussian), et
en deuxiéme lieu, on achéve la convolution avec I’image originale f(x,y). Ensuite, on
cherche le passage par zéro dans 1’image obtenue par convolution de 1’image originale par

I’opérateur Laplacien d’une Gaussienne.

Image originale Réponse de I’opérateur LoG
Figure 1.23 : Application de 1’opérateur LoG.

LoG(x,y) = V*(Gs(x,y)) (1.60)

L’image des contours h(x,y) est obtenue par accomplissement de la convolution comme

suit :

h(x,y) = LoG(x,y) * f(x,y) (1.61)
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1.7 Utilisation des Equations aux dérivées partielles d’ordre

entier en traitement d’images

On assiste depuis longtemps & une demande accrue au niveau des applications pour des
algorithmes efficaces et performants d'amélioration, de restauration, d'analyse multi-
échelle, etc. Les équations aux dérivées partielles (EDP) représentent un outil dont
I'introduction en traitement des images date de quelques années seulement. Les EDP
permettent d'aborder des problémes non-linéaires, d'obtenir dans de nombreux cas des
résultats d'existence et d'unicité de la solution, et voire des schémas de résolutions
numériques tres efficaces comme dans Aujol [48] et dans Deriche et Faugeras [49]. Pour
résoudre le probléme de restauration, deux méthodes sont largement utilisées. Une
méthode variationnelle basée sur la minimisation d’une fonctionnelle d’énergie, et une
autre méthode basée sur 1’utilisation des équations aux dérivées partielles de diffusion
isotrope et anisotrope.

1.7.1 Equation de diffusion isotrope

Une approche classique developpée dans le domaine de la restauration des images
utilise une opération de convolution linéaire faite par Deriche et Faugeras [49]. C’est une
opération de lissage effectuée afin de réduire I'effet du bruit considéré comme étant un
signal haute fréquence.

u(,y,t) = j GOc— 3,y =1, Due(d, A, () € 2 (1.62)
Q

OU, uy(x, y) est une fonction de R? dans R définie sur le rectangle 2 = (0, a)x(0. b).
Les valeurs de la fonction u, représentent les valeurs en niveau de gris de I’image originale
bruitée, u(x, y, t) représente I’'image restaurée, et t est un parameétre d’échelle qui contrdle
I’importance du lissage de I’opérateur G(x, y, t).

Un exemple d’opérateur souvent utilisé pour ses performances, ses propriétés de

séparabilité et d’isotropie est 1’opérateur Gaussien donné par :

G(xy,0) = ~exp (-~ x2+y2) (1.63)

4t

Dans [50] koenderink a remarqué le premier qu’une opération de convolution d’une
image par un opérateur gaussien de variance o2 = 2t, peut étre réécrite sous la forme d’un
processus de diffusion de I’intensité image autour des pixels voisins durant un temps t, et

qui est en relation directe avec la variance spatiale 2.
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Cette équation de diffusion est connue sous le nom d’équation de la chaleur, et peut étre
mise sous forme d’une EDP parabolique linéaire comme suit :

Ju
57 (o7 = Uex (1,7, 8) + 11y (x,7,1) (1.64)

u(x,y, O) =Up (x,y)

On note que cette équation de diffusion peut étre réécrite sous la forme divergence

suivante :

{3_1: (x,,t) = div(V(u(x,y,t))) (1.65)

u(x,)’»o) =Up (x,y)

On note aussi que ce processus de diffusion peut se mettre en ceuvre dans le domaine
spectral comme dans Faugeras [51] et Faugeras-Keriven [52], ou a I’aide de schémas
numérique Alvarez et Mazorra [53], mettant en ceuvre de maniére récursive 1’équation de
diffusion. Une autre mise en ceuvre récursive de 1’opération de convolution avec
I’opérateur Gaussien et ses dérivées a été décrite dans Deriche [54]. L’EDP parabolique
linéaire (1.64) permet une diffusion isotrope, qui s’opére d’une manicre identique dans
toutes les directions, et ne posséde aucune direction privilégiée. Malgré les proporitées
caractérisant 1’équation de la chaleur, Aubert et Komprobst [55] telles que : échelle ,
translation, isometry et invariance au décalage du niveau de gris, celle-ci présente des
inconvénients dans les taches de restauration. En effet, dans les régions homogenes, ceci
modifie bien I’effet du bruit, tandis que dans les régions présentant des discontinuités en

niveau du gris, celles-ci seront aussi lissées et on perd I’information sur les contours.

o= oc=5 o=20

Figure 1.24 : Effet d’un lissage progressive par EDP de la chaleur.
1.7.2 Equation de diffusion anisotrope

Pour resoudre les probléemes de diffusion isotrope Perona et Malik ont proposé dans [56,
57] une diffusion conditionelle, telle que dans les zones de faible gradient la diffusion est
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forte, tandis que dans les zone a fort gradient la diffusion est faible. Ce mode de diffusion
est formalisé par :

{% (x,y,t) = div(c(|Vu(x, y, t)|)Vu(x, y, t)) (1.66)
U(X,y,O) = uo(x»y)

Ou, div et V designent les opérateurs de divergence et de gradient par rapport aux

variables spatiales, ¢ est une fonction decroissante par exemple :

c(|Vul) = e~ (vul/i)* (1.67)

Ou encore,
(IVul) = ! 1.68
AVHD = (vul/i)? (1.68)

Qui présente la méme approximation au premier ordre que la précédente. Alors, le

systéme d’équations (1.66) peut se réécrire sous la forme suivante :

ou c'(vuh)_ .
— =cAu+Vu.Vc = cAu + ———Vu HVu (1.69)
Jt |Vu|

u(X»J’» O) = uo(x:y)

Ou H est le Hessien de u.

On peut remarquer que si ¢ est constante, alors la derivée est nulle et cette équation se
reduit a une simple équation de diffusion isotrope decrite dans le paragraphe précedent. En
effet, cette méthode présente encore des inconvénients dont le premier est d’ordre pratique
et manque d’efficacité dans les zones ou le bruit présente de grosses continuités. Le
deuxieme est d’ordre theorique pour les fonctions c¢ utilisées 1’équation (1.69) n’admet pas
de solutions. En effet, pour obtenir au méme temps I’existence et 1’unicité de la solution, il
a été montré dans Catté et al. [58] que la fonction ¢(|Vu|) doit respecter la condition que
le terme |Vu|c(|Vul) soit no décroissant. Si cette condition n’est pas respectée, on peut
avoir des solutions instables conduisant a des résultats différentes si de petits changements
affectent 1’image originale. Une solution pour résoudre les inconvénients associés au
modele de Perona et Malik est de travailler avec une version régularisée de I’EDP (1.69)
impliquant le gradient c(|VG, * ul) au lieu de c(|Vul).
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Cette approche independament proposée dans Catte et al [58], Nitzberg et Shiota [59]
rend le probleme bien posé et permet de prouver 1’existence et 1’unicité pour la nouvelle
EDP obtenue. Toutefois, la stabilité n’est pas encore garantie pour les valeurs de o proches
de 0.

Une amélioration de cette idée de diffusion anisotrope prenant en compte les remarques
précedentes a été proposé par Alvarez et al. [60], qui ont étudié une classe d’EDP
parabolique non linéaire qui généralise I’idée de diffusion anisotrope initialement proposée

par Perona et Malik. Le schéma propose est un schéma issu de 1’équation suivante :

2 = 019G, = ul)Vuldiv (T 170
_— = * .
% g - * ul|)|Vuldiv T2 ( )

u(x,y, 0) = uO(xry)

Ou g est une fonction décroissante de la variable |Vu| qui tend vers 0 quant |Vu| tend

vers ’infinie.

Vu

On remarquant que le terme |Vu|div (ﬁ) correspond a la dérivée seconde de u dans la

direction ortogonale au gradient Vu. L’équation précédente peut étre interpretée comme un
lissage anisotrope conditionnel, mais seulement le long des courbes de niveaux de 1’image
u(x,y,t). Le terme impliquant la fonction g(|Vu|) permet de controler la vitesse de
diffusion. Dans les zones de faible gradient, ce terme est grand et permet une diffusion
anisotrope le long de la direction orthogonale au gradient, alors que dans les regions ou le
gradient est fort, la ponderation est faible et annule la diffusion, d’ou le nom de la diffusion
selective.

Afin d’éviter de diffuser de maniére isotrope dans les régions ou il n’ya que du bruit,
Alvarez et al. dans [60] proposent une version plus fine en prouvant I’existence et I’unicité

de la solution, alors, le modele proposé est:

u (Vu
= = 919G, * uD)((1 — h(I17uD)du + h(I7uD)|Vuldiv (W) (1.71)

u(x’ylo) = uo(X»J’)

Ou h(|Vu|) est une fonction lisse non décroissante tellle que : A(|Vu|) = 0 si |Vu| <
e, et h(|Vu|) = 1 si |Vu| = 2e.

Il a été introduit un terme dans 1’équation (1.71) qui force la solution u(x, y, t) proche

de I’image initiale uy(x, y) telle que :
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g—ltl(x, v, t) —div(c(|Vu(x, y, )| )Vu(x,y,t)) =uy —u (1.72)
u(x»y, 0) = uo(x,)’)

A titre d’exemple, la Figure 1.25 illustre les résultats de simulation concernant le
filtrage isotropique (par 1’equation de la chaleur) et anisotropique (par la méthode de
Perona et Malik).

Image originale Equation de la chaleur Perona-Malik
Figure 1.25 : Effet du filtrage isotrope et anisotrope sur une image.

1.8 Approches variationelles en traitement d’images

Le débruitage est ’'un des objectifs majeurs du traitement d’images. L’approche
variationelle consiste a reconstruire une image optimale nette u, a partir de la version u,

dégradée par le bruit 5. Le probléeme revient donc a minimiser une fonctionnelle d’energie.

1.8.1 Modeéle variationnel

Une image bruitée peut étre modelée mathématiquement selon [61] par :
Uy =R*xu+n (1.73)

ou R représente un opérateur linéaire continue de L?(Q)xL?(Q), permettant le passage
de I’image non bruitée u a I’image bruitée u,, n: £ — R est un bruit Gaussien (& moyenne
nulle et variance ¢2), Q est le domaine de 1’image. Une approche classique pour résoudre
ce probléme, est connu par la méthode des moindres carrés, qui consiste a minimiser une
fonctionnelle. Alors, une approximation a u peut étre obtenu en résolvant le probléme

suivant Aubert et Kornprobst [55] :
igffﬂ |lug — Rul?dx (1.74)

Cependant, I’opérateur R n’est pas nécessairement inversible, et méme lorsqu’il est
inversible, la restauration de u par déconvolution est inéfficace a cause du terme de bruit. I
s’agit d’un probléme inverse mal posé€. Pour résoudre cette difficulté, une certaine une

certaine forme de régularisation raisonnable est nécessaire.
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1.8.2 Régularisation

Pour résoudre le probléeme mal posé de minimisation, dans [62] Levine a ajouté un

terme de régularisation a 1’énergie tel que :

F(u) = [ lug — Rul?dx + A [, |Vul? (1.75)

Ou le deuxieme terme est un terme de lissage qui produit la régularisation de la
solution. Le premier terme est connu sous le nom de terme de fidélité, A est une constante
réelle positive qui maintient un compromis entre le lissage et la fidelite.

L’¢équation d’Euler-Lagrange caractérise la solution unique suivante :
R*Ru—R'uy —AAu =0 (1.76)

Avec les conditions aux limites de Neumann,
Jdu
on =0 (1.77)
Ou R* est I’adjointe de R, N est la normale a dN. Ce type de régularisation est dit
régularisation H* ( H* — regularization). Comme 1’opérateur Laplacien posséde la
propriété d’un lissage isotrope fort et ne préserve pas les bords, Aubert et Kornprobst [55],
la solution de (1.76) n’est pas bon candidat pour le probléme de la restauration. Rudin et al.
[63] introduisent la régularisation a variation bornée BV (Bounded-Variation) qui définit
le terme de lissage comme un BV semi-norme. Pour les fonctions lissées, il est exprimé

par :

Af, 1vul (1.78)

La minimisation de (1.78) est une problématique pour les forts gradients. Choisir le
terme de régularisation adéquat est important pour la qualité de la solution . Dans Cimrak
et Melicher [64], 1es auteurs proposent un terme de régularization plus général qui évite
I’effet de bords dus a la régularisation H* et BV. Ainsi, ce terme de régularisation peut étre

formulé comme suit :

AJ, @(Vul)dx (1.79)

On peut avoir plusieurs choix de @, cependant, ces choix peuvent satisfaire certaines
propriétés telles que, la convexité et ’accroissement linéaire, mais 1’image reconstruite est

formée par des régions homogénes séparée par des contours aigus.
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1.8.3 Contours actifs

L’approche des contours actifs appelés ‘Snakes’ proposée par Kass et al. [16], (voir
aussi Blake et isard [65]), est une méthode variationelle semi-itérative utilisée pour la
segmentation des contours. Elle consiste a placer dans I’image un ensemble de points
formant une courbe initialisée par 1’utilisateur prés des frontiéres de 1’objet a détecter. La
courbe est ensuite déplacée et déformée sous I’effet de plusieurs forces. Le déplacement est
dd a un processus itératif cherchant a minimiser une fonctionnelle d’énergie. Les contours

actifs sont modélisés par la courbe paramétrique suivante :

v(s) = [x(s),v(s)]t, se€][0, 1] (1.80)

Ou s est I’abscisse curviligne.

La fonctionnelle d’énergie totale est décrite par :

Etotate = j[Einterne (v(s)) + Eimage(v(s)) + Eexterne(v(s))]ds (1.82)
Avec : ’

din 2 220\2
Einterne = a(s) (d_:) + B(s) <d_5'127> (1.83)

Ou a,B sont respectivement les coefficients d’élasticité et de rigidité de la courbe.

Eimage- €St généralement liée au gradient ou au niveau du gris.
Eoyterne : est fixée par Iutilisateur.

Donc, le probleme variationnel consiste a minimiser 1’énergie totale suivante :

Erorte = Iy [a(5) (&) + B(5) (&2) v as (L84)

Le contour initial & un point est décrit par :

k k k1t — -1 k-1 _ k-1
{V [f, k]t = A +yD (VT = g, (VE D) (185)
gy = —IVfW)|?
Ou K est la variable temps discret du processus itératif, y est I’inertie, A est une matrice en

fonction de a et 8, I est la matrice identité.
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Figure 1.26 : Evolution d’un contour actif.

1.9 Concept d’échelle spatiale

En général, I’'image contient des structures a large variété¢ d’échelles. A premicre vue,
I’échelle de la structure décrivant I’information désirée n’est pas claire, ce qui oblige
d’avoir une représentation de 1’image a des échelles mpltiples. En outre, en comparant les
structures obtenues pour différentes échelles, on peut avoir une hiérarchie de structures qui
facilitent 1’interprétation ultérieure de I’image. Selon Joachim Weickert [66], 1’échelle
d’espace est une représentation de I’image a différentes échelles continues, en incorporant
I’image f dans une famille {T;f|t > 0} de versions graduellement simplifiées. Pour t = 0,
la représentation échelle-espace donne I’image originale f, et le filtrage peut étre
partitionné en une séquence de banques de filtres. La transformation ne doit pas créer des
artifacts en passant d’une petite échelle a une grande échelles, comme aussi ne doit pas

avoir des structures additionnelles causées par le filtrage.

Tof =f

Tt+Sf = Tt(TSf) VS, t> O

(1.86)

Historiquement, le premier et le meilleure échelle-espace investi est 1’échelle-espace
Gaussien, qui est obtenu a travers la convolution de I’image avec un noyau Gaussian en
variant la variance par un filtrage de diffusion linéaire. Dans [67] lijima considere
I’observation que la transformation ® qui depend d’un paramétre d’échelle o, et qui

transforme 1’image originale a une version confuse ®[f(x"), x, o] par la relation suivante :

D[f(x"),x, 0] = fQ){f(x’),x,x’,a}dx' (1.87)

La transformation précédents doit satisfaire les cing conditions suivantes :
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1- Linéarité par rapport a la multiplication

D[Af(x'),x,0] = AD[f(x"),x, 7]
2- Invariance a la translation
D[f(x' —a),x, 0] =D[f(x"),x —a,d]
3- Invariance d’échelle

DIAf (x' /1), x,0] = ®[f(x'),x/A, 0], ¢ =0c'(0,1)

4- Propriété du semi groupe généralisée

(D[(I)[f(x"),x',al],x, 0-2] = CID[f(x"),x, U3]r

o3 = 03(0y,07)
5- Préservation de positivité
D[f(x"),x,0] >0 Vf(x') >0, Vo >0

Sous ces conditions, lijima [67] a dérivé la relation suivante :

1 —(x — x)?
BlfG) %01 = 5= [ fGexp (OCT“> dx’

(1.88)

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

Donc, ®[f(x"),x,a] est juste la convolution entre f et une Gaussienne avec une

variance d’ordre ov/2. La Figure 1.27 suivante illustre I’effet de léchelle d’espace sur le

rehaussement par diffusion anisotropique en variant le facteur d’échelle.

Image originale Echelle réduite Echelle moyenne Echelle accentuée

Figure 1.27 : Effet d’échelle spatiale sur une image.
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1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de 1’art concernant I’application de la
dérivation entiére du premier et du second ordre en traitement d’images. Pour la
segmentation des contours, nous avons présenté les approches usuelles du gradient et du
Laplacien. Les masques utilisés comme opérateurs de convolution sont construits en
utilisant I’approximation par les différences finis de la dérivée. Notons que, 1’utilisation
des filtres optimaux en traitement d’images est motivée par leurs bons critéres de
performances. En outre, les équations différentielles et 1’approche variationnelle marquent
aussi un outil mathématique tres puissant dans le domaine du traitement d’images. A titre
d’exemple, I’équation de la chaleur et 1’équation de diffusion de la lumiere permettent

d’effectuer les opérations du lissage en jouant sur un parametre d’échelle spatiale.
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Chapitre 2

Traitement d’images bas¢ sur la dérivation

fractionnaire

2.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est apparu il y’a trois siecles. Cependant, a 1’époque il n’était pas
considéré comme matiére d’impact dans la science de 1’ingénieur. Le calcul fractionnaire
est un domaine de la mathématique qui généralise la dérivation et 1’intégration d’un ordre
entier a un ordre non entier a (réel ou complexe) appelée facteur fractionnaire.
Couramment, 1’opération d’intégration ou de dérivation est appelée indifferemment
dérivation fractionnaire, mais, le signe du facteur fractionnaire est seul déterminant de
I’opération. Si le facteur fractionnaire est négatif, on est présence d’une intégration. Dans

le cas contraire en est en présence d’une dérivation.

Derniérement, les ingénieurs et physiciens ont découvert 1’utilité pratique du calcul
fractionnaire dont les applications submergent de jour en jour plusieurs domaines. Les
avantages du calcul fractionnaire ont été largement démontrés par plusieurs applications
dans le domaine de la science et de I’ingénierie Sabatier et al. [68], Dalir et Bashour [69].
Ces succes ont motivé les chercheurs a appliquer les dérivées fractionnaires au traitement
numérique de I’image. Zhang et al. [70] ont développé un algorithme basé sur la définition
de Riemann-Liouville qui a été appliqué au rehaussement de textures et contours. Sejdic et
al. [71] ont essayé I’utilisation de la Transformée de Fourier fractionnaire en traitement du
signal. Pesquet-Popescu et véhel [72] ont développés un modéle fractal stochastique en
traitement d’image. Pu et al. [73] ont appliqués la différenciation fractionnaire pour la
segmentation des textures. Dans [74, 75] Gao et al. ont applique la différentiation

fractionnaire pour le rehaussement de I’image en couleur. Wang et al. [76] ont proposé et

implémenté un filtre fractionnaire déphaseur de 90 degrés. Ce filtre est basé sur la

définition de Grinwald-Letnikov coté gauche (Left-Handed) et cdté droit (Right-Handed).
Bien que certaines issues mathématiques restent non résolues, la plus part des difficultés
ont été surmontées, et la plus part des problemes mathématiques principaux ont été résolus
a un point ou plusieurs outils mathématiques pour le calcul d’ordre entier et fractionnaire

sont identiques. En fait, il existe plusieurs définitions conduisant a des résultats différents
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Podlubny [77], Tsao et al. [78], Bagley [79], causant ainsi 1’instabilité¢ des systémes. En
faisant face a ces problemes, dans [80] Ortigueira et al. assume 1’une des stratégies

suivantes :

e choisir une formulation, a priori, sur la base de préférence personnel.

e decider de travailler dans un espace fonctionnel ou toutes les définitions donnent le
méme résultat Carpinteri [81].

e choisir les formulations ou des outils communs qui assurent la généralisation des

résultats
2.2 Définitions

Dans cette section nous allons considérer I’historique des différentes définitions du

calcul fractionnaire Dalir et Bashour [69].
2.2.1 Euler (1730)

Euler a généralisé la formule :

anxm

dxm

=mim—-1).(m—n+1)x™™" (2.1)

Par usage des propriétés de la fonction Gamma suivante :

I(m+1)=m(m-1).(m—n+DI'(m—n+1) (2.2)
On obtient :
d*x™ _ T(m+1) g
dx® ~ T(m-n+1) x (2'3)

La fonction Gamma est définie comme suit :
I'(z) = j e ‘t?"dt,Re(z) > 0 (2.4)
0

2.2.2 J. B. J. Fourier (1820-1822)
Par la représentation intégrale :
fG) = = [, f(2)dz [, cos(px — pz) dp (2.5)

Il a écrit :
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e Y

2.2.3 N. H. Abel (1823-1826)

xs'(mdn

Abel considéra la représentation intégrale fo o Y (x) pour une valeur arbitraire de

a, alors il écrit :

—_1 V™
S(x) T rl-a) dx—@ (2'7)

2.2.4 Liouville (1832-1855)

I.  Dans sa premiere définition, suivant la représentation exponentielle de la fonction

. - . dmeax N
f(x) =X ocne®™ il généralisa la formule = a™e aceque:
avf(x)
v Yin=o Cnane™* (2.8)

Il.  Le second type de sa définition était I’intégrale fractionnaire
R
d(x)dx* = —f d(x + a)atda 2.9
DT Jy *9)

g n 1~ p=1
f d(x)dx =mf0 O(x — a) at da (2.10)

En substituant T = x + a et T = x — a respectivement dans les formules précédentes, il
obtint :

u 1 00
- — -1
f d(x)dx (—1)”F(#)Jx (t—x)" 'd(r)dr (2.11)
p 1 (*
[T — k-1
J d(x)dx* = ) J_oo(x D d(1) dr (2.12)
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IIl. Latroisieme définition inclut les dérivées fractionnaires,

d“F(x) (=1)* 7 plp—1)
FrTI— (F(x)+IF(x+h)+-~-+ . F(x+2h)—---> (2.13)
d'F(x) 1 7 plp—1)
Tk —ﬁ<F(x)+IF(x—h)+---+ 12 F(x—2h)—---> (2.14)
2.2.5 G. F. B. Riemmann (1847-1876)
Sa définition de I’intégrale fractionnaire est
1 X
D7'f(x) = ﬁf (x =)V ()dt + P (b) (2.15)

2.2.6 N. Ya. Sonin (1869), A. V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), N.
Nekrasove (1888), K. Nishimoto (1987)

Is considérent la formule de I’intégrale de Cauchy,

Mgy = J _f@
(@) = Gy dt (2.16)
Et ils substituérent n par v pour obtenir,
vy TO+D 7 f©
DYf(z) = Sl fc G—o) dt (2.17)

2.2.7 Riemann-Liouville

Dans le calcul fractionnaire, cette définition est la plus populaire qui combine les deux

définitions précédentes.

a 1 d\" t f(dr
ath(t)_F(n—a)(E) LW (n—-1<a<n) (2.18)

2.2.8 Grinwald-Letnikov
[ .
DEFEO) = limhe " (=) (7) fe = jh) 219)
j=0
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2.2.9 M. Caputo (1967)
La seconde définition populaire est :Tapez une équation ici.

t fM()dr
(6! —_ n) a (t _ T)a+1—n’

aDEf(6) =5 (n—1<a<n) (2.20)

2.2.10 K. S. Miller. B. Ross (1993)
IIs utilisérent 1I’opérateur différentiel D comme,
DEf(t) = D¥D% .. D% f(t), a=(ay,ay, .., a,) (2.21)

Ou, D% est les definitions de Riemann-Liouville ou de Caputo.
2.3 Filtrage linéaire par dérivation d’ordre fractionnaire

Le principe général du filtrage linéaire reste applicable ici, seulement I’ordre de la
dérivation est généralisée a un ordre fractionnaire. Pour le filtrage spacial, la formule de la
dérivation d’ordre fractionnaire appliquée a I’image constitue une convolution de 1’image
elle-méme, avec les coefficients binomiaux généralisés. Ces coefficients constituent, les
coefficients de la réponse impusionnelle du filtre d’ordre fractionnaire. En plus, dans le cas
2D cette réponse impulsionnelle est séparables dans les directions horizontale et verticale.
Ce qui permet de simplifier I’opération de filtrage. Dans le domaine fréquentiel, I’image
est transformée selon le cas, en utilisant la Transformée de Laplace ou la Transformée de
Fourier, toutes les deux sont d’ordre fractionnaire. Aprés traitement, la Transformée

inverse est alors accomplie.
2.3.1 Filtrage spatial par convolution

Comme une image f (x, y) peut étre considérée comme une fonction a deux dimentions
réelle et bornée, alors, ’approximation de griinwald-Letnikov peut étre étendue selon

Nakib [82 ] en deux dimensions de la forme suivante :

b1, = (51) (35) £
~ h%zwm ZWZJ p(k, Df (x — kh,y — Ih) (2.22)

k—|M/2] I-|N/2]
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Ou h est le pas d’échantillonnage, M, N sont les dimensions de 1’image f considérée,

MxN la taille du masque, et [x] représente la partie entiere de x.

p(k, 1) = wi(a)xw;(a) sont les éléments de la matrice P,\(f‘) (p(k, 1))o<k<m calculée en
oslsM
utilisant :

wola) =1

. +(1k))+_1§¥ — wi(a), k=012...,.M—-1 (2.23)

w1 (@) =

L’expression de la dérivée d’ordre fractionnaire peut étre vue comme un produit d’une

convolution 2D d’une image f avec un filtre 2D P telle que:

g(x,y) = D*f (x,y)®PL (x,y) (2.24)

2.3.2 Filtrage frequentiel par Transformée de Fourier d’ordre

fractionnaire

La Transformée de Fourier d’ordre fractionnaire est une généralisation de la
Transformée de Fourier (FT : Fourier Transform). Cette transformation représente une
distribution dans I’espace temps-fréquence, lui offrant une grande utilité pratique. A cause
de ses avantages, la Transformée de Fourier d’ordre fractionnaire emerge plusieurs
domaines comme, le domaine de I’optique, de la mécanique quantique, et le traitement du
signal en général. Actuellement, les applications dans le domaine du traitement d’images,
comme le débruitage, la compression, le criptage, etc..., commencent a progresser de jour

en jour.

La transformation de Fourier d’ordre fractionnaire p (FRFT : Fractional Fourier
Transform), est un opérateur linéaire provoquant la rotation du signal d’un angle arbitraire
a =pr/2. En d’autres termes, c’est une représentation d’un signal le long de I’axe

fréquentiel u formant un angle a avec 1’axe temporel t.
La FRFT d’un signal analogique f(t) est de la forme Narayanan et Prabhu [83]:
FPIEO] = [ Kp(wf(Ddt,0 < |p| < 2 (2.25)

Ou K, (t,u) est le noyau de de la transformation équivaut a :
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— t2+u? ot
( ﬂexp(’ 7 cota—gmg ), sia#nm
K,(t,u) = 4 2n (2.26)
Ld(t —u), sia=2nm
6(t+u), sia=2n+1)m

L’inverse de la FRFT d’ordre p c’est la FRFT d’ordre - p.
fx) =FPFP(f(0))] (2.27)

2.3.3 Transformée de Fourier d’ordre fractionnaire discréte

La Transformée de Fourier discréte (DFT :Discrete Fourier Transform) F(k) d’un
signal discret f(n) de (N + 1) échantillons est donnée par la somme centrée Pan et al. [84]
suivante :

N/2 ok N N
Fk) = z fae ", —Z<ksz (2.28)
n=-N/2

En se basant sur la définition précédente, alors, la Ttransformée de Fourier d’ordre
fractionnaire discrete DFRFT ( Discrete Fractional Fourier Transform) d’ordre « est de la
forme :

N/2

P = Y fae T, -

n=-N/2

(2.29)

Maintenant, étant donné un signal f(n,,n,) de dimension (N + 1)x(N + 1), —% <

N ‘
n,n; <, alors, nous avons la DFRFT en 2D est donnée par :

N/2 N/2
277.'77.1

a _ —j—akl—jﬂakz
F%(ky, ky) = f(ny,ny)e N N (2.30)
ny=—N/2ny=—N/2

2.3.4 Implémentation de la DFRFT

Tellement la Transformée de Fourier d’ordre fractionnaire discréte a une grande utilité

pratique, ce qui nous pousse a introduire le principe de son implémentation. Alors, pour
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I’implémnetation Il existe plusieurs méthodes dans la litérature. Dans ce paragraphe, nous
allons présenter la méthode des vecteurs propres basée sur la décomposition de la matrice
de transformation de la Transformee de Fourier discréte Lin [85].

Pour cela, considéraons la DFT classique a N échantillons suivante :

X (k) —iN_l Y k=04, N—1 2.31
= \/N x(n) e ) - )Ly ey ( " )
n=0

<1 . .
Ou 7= est un facteur de normalisation.

La Transformeée de Fourier discrete précedente peut étre écrite sous la forme matricielle
suivante :
XF = FNX (232)

Ou x et Xy sont deux vecteurs colonnes Nx1, et soi Fy la matrice de transformation
NxN, qui transforme le vecteur x du domaine spatial, au vecteur Xy du domaine
fréquentiel. La matrice Fy étant symetrique, d’aprés la théorie des matrices, elle est

diagonisable et peut se décomposer comme suit:
Fy = UDUT (2.33)

Ou U est une matrice orthogonale, et D une matrice diagonale formée par les valeurs

propres de Fy donnée par :

1 1 1 1
.2 .2 .2
1 e—lﬁnl e—]an e—]W”(N—l)
21 2m 2m
—j=r2 —j5r4 —j5F2(N-1)
Fy = 1 e ].N e J.N e ]N. (2.34)

1 e TAN-D R N-12 o TR N-DN-1)|

La matrice Fy étant symetrique, d’aprés la théorie des matrices, elle est
orthogonalement diagonisable et dans ce cas, nous pouvons calculer la matrice de

tranformation fractionnaire Fy de la maniére suivante :

Fg = up*u’ (2.35)
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Sachant que les valeurs propres de la TFD sont : {+1,—1,+j,—j} et le

s multiplicitées, on

peut écrire :
T
Ip* o 0 0 [U;
o __ ( lz)a 0 0 UZ
Fy = [Uy, Uy, U3, Uy] 0 (e 0 |U§i (2.36)
0 0 0 1% [yz]

Pour la construction des vecteurs U; (i = 1,2,3,4), soit la matrice S qui commute avec F

(FS =SF), et w =2m/N telleque:

(2 1 0 0 1
1 2cos(w) 1 0 0
= 0 1 2cos(Qw) - 0 0
0 0 0 .+ 2cos[(N - 2)w] 1
|1 0 0 1 2 cos[(N

Dans ce cas, les vecteurs sont calculés comme suit :

U, est construit par les vecteurs propres v de S qui satisfont Fv = v,
U, est construit par les vecteurs propres v de S qui satisfont Fv = —v,
Uj; est construit par les vecteurs propres v de S qui satisfont Fv = —jv,
U, est construit par les vecteurs propres v de S qui satisfont Fv = jv.

Enfin, la DFRFT sera de la forme :

2.3.5 Méthode d’application de la DFRFT

(2.37)

- Dw]]

(2.38)

Un exemple type d’utilisation de la DFRFT est le filtrage par rotation du signal. Si les

composantes du signal bruité interactent dans le domaine temps-fréequence, il est difficile

d’isoler le bruit du signal par la FT classique. Cependant, il est possible d’utiliser des
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rotations a I’aide de la FRFT, esuite, séparer les composantes signal et bruit, tellement leur
distributions de Wigner sont disjointes, en appliquant un filtre pass-haut ou pass-bas.

La Figure 2.1 ci-dessous, représente la distribution de Wigner d’un signal bruité, il faut
3 rotations successives des axes 1, 2, et 3 pour éliminer Iénergie se trouvant dans le coté de
I’axe indiqué par la fleche. Dans chaque rotation 1’axe concerné est ramené dans la
position verticale (parall¢le a I’axe des temps t, et perpendiculaire a 1’axe des fréquences
u), aprées quoi un filtre passe-bas est appliqué pour éliminer 1’énergie du bruit se trouvant

du c6té indiqué par la fléche.

v

Figure 2.1 : Filtrage par rotation a 1’aide de la FRFT.

2.4 Synthese et application des opérateurs dérivatifs d’ordre

fractionnaire

Dans cette section nous allons décrire quelques méthodes utilisées pour la construction
des opérateurs d’ordre fractionnaire, ainsi que leurs application en traitements d’images

pour les opérations de débruitage, de rehaussement, et de segmentation des contours, etc...
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En général, la méthode de synthése des opérateurs est basée, soit sur 1’utilisation de la
définition discréte de Gruwald-Letnikov directement, soit sur I’utilisation des définitions
analogiques comme celle de Riemmann-Liouville que I’on discrétise par des méthodes
appropriées. Le principe de la construction des masques d’ordre fractionnaire et assez

simple, néanmoins ¢a nécessite un calcul volumineux.
2.4.1 Débruitage de ’image par intégration d’ordre fractionnaire

Dans [86] Hamid and Rabha ont proposé un masque utilisant I’intégration d’ordre
fractionnaire a deux parametres. L’utilisation de cet opérateur préserve la texture et les
contours de I’image traitée. La construction de ce masque est basée sur ’opérateur de

I’intégrale d’ordre fractionnaire généralisée de Srivastava-Owa [87].

La derivée fractionnaire d’ordre a d’une fonction f(z) est définie par :

1 d (7 f(Ddr
rA-a)ydz), z-9°

DEf(z) = dé,(0<a<1) (2.39)

Ou, f(z) est une fonction analytique dans la région continue du plan complexe z de ¢
contenant I’origine et la multiplicité (z — &)™ levée en considérant log(z — &) soit réel

quant (z —¢) > 0.
L’intégrale fractionnaire d’ordre @ d’une fonction f(z) est definie par :

1

I7f(2) )

f f)(z—-§*1dE, (a>0) (2.40)
0

Dans [88] Ibrahim a dérivé une formule pour I’intégrale d’ordre fractionnaire
généralisée pour un ordre a. Considérant pour un entier naturel n € N = {1,2, ... } et le réel

u l’intégrale nfois de la forme,

z & En-1
1% f(7) = f giag, [ etde, . f E1F (£,)dén 2.41)
0 0 0

En utilisant la formule des integrales itérées de Cauchy, il en résulte,
z & 1 z
[Ctas, [ er@as =5 [ @ -pmeroe @)
0 0 p+1J

En répétant le resonnement précédent (n — 1) fois on aura :

47



Chapitre 2 : Traitement d’images basé sur la dérivation fractionnaire

1 1-n rz
[f @) =% | e = gy g ag (243)

Ce qui implique 1’opérateur fractionnaire type,

(u+ 1)

'@ =

f (g guryat gy d 2.44)
0

Ou a et u# —1, cette relation est maintenant appliquée pour la construction de
I’opérateur de la forme intégrale d’ordre fractionnaire généralisée. Pour accomplir
I’opération d’intégration d’une fonction analytique s(z), on considére v < 0, alors la

relation précédente peut étre réecrite comme suit :

+1 _ 1+v rz
sy =& Fl()_(f; 2 jo )z - OFs(z = )dE (245)

L’intégrale précedente peut étre discrétisée sur I’intervalle [0, z], et dans ce cas, elle peut

étre mise sous la forme d’une somme d’intégrales de N parties égales comme suit :

s =

+1 _ 1+ N1 k+Dz/N (L, _
(2" D +1) Zf (z—-0)¥s(z—-1) i (2.46)
k=0 "k

L(=v) 2/N (grrtyv+t

En outre, ’intégrale a I’intérieur de la somme précédente peut étre développée de la

maniére suitante :

j“‘“)”N (2= 05z =) . it Sieea) (G + DI — k)
kz/N (gutyv+i B —2v(u+1)

((kzl\-ll- Z)u+1>-v ) <<%>u+1>‘1’] 47

En fait, I’intégrale précédente est monodimentionnelle, mais pour I’application en

X

traitement d’images numériques, cette expression est étendue en deux dimensions. Alors,
pour les deux variables sur la direction négative des coordonées z et w, on a obtenu les

valeurs suivantes :

@1~ 1)+ 1) @M~ 1)+ 1)
SN B E Y Y@y

Lts(z_,w) =
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N-1
X Z (U + DFF — kD (ke + DR ™ — () sz —kow)  (2.48)
k=1

Et

@ =D+ @ =D+

I*s(z,w.) = EIE) s(z,w) + (—2)T(—v)

N-1

X Z ((k + DF — kD) (ke + DED™Y — (kD) Vs(zw — k) 2.49)
k=1

Alors que, pour les deux variables sur la direction positive des coordonnées z et w, on a

obtenu les valeurs suivantes :

@t -1+ 1) @t - D+ 1)
—2T—y YT G

s(z,,w) =

X Z (G + DF — kD (ke + DR ™ — () sz + kw)  (2.50)
k=1
Et

@~ D)+ 1) @M1~ 1)+ 1)
SN R V@

I*s(z,w,) =

X Z((k + DR DY (ke + DR — ) sz w + k) (2.51)
k=1

Les valeurs non nulles des termes correspondants dans la formule précédente sont :

@M D+ 1)
Vo= Zorn

(L=0,v<0

(@0 = DREVERD — 1mVERDY (28 1) (4 + 1)
= 2V)T(-v) ’

L2

(3u+1 _ 2u+1)(3(—v)(u+1) _ 2—v(u+1))(2u+1 _ 1)(‘11 + 1)1/
- @Ir(-v)

Y, , (2.52)
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(nu+1 _ (n _ 1)u+1)(n(1—v)(u+1) _ (n _ 1)(1—v)(u+1))(2u+1 _ 1)(/1 + l)v

Y1 = V)T (—v) ’

Ces valeurs y,, vont étre utilisées comme coefficients du masque d’intégration d’ordre
fractionaire généralisée. En fait, ce masque est I’ensemble de huit composantes dont
chacune est caractérisee par une direction 6 prenant ses valeurs dans I’ensemble des angles
{180°, 0°, 90°, 270°, 45°, 315°, 335°, 225°}.

L’amplitude Gg (i, j) pour chaque filtre est calculée par la relation,

16
Golif) = )" an(i) * fo () (2:53)

n=1
Ou n = 1,...,m représente la position du pixel dans chague masque, fy(n) represente
les coefficients du filtre d’intégration d’ordre fractionnaire suivant la direction 6, et

a, (i, j) représente la valeur du gris du pixel dans la position (i, j).

Yn-1| - Y2 21 Yo Yo L2} 12 | Yot
(a) (b)
lpn—l lpo
Yy
V2 25
¥ ’
IIJO l)[)n—l
(©) (d)
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Figure 2.3 : Débruitage par integration d’ordre fractionnaire a deux paramétres d’une

2.4.2 Rehaussement de texture basé sur une définition de G-L améliorée

Le rehaussement de texture joue un grand rdle dans I’identification des objets des
régions d’intérét dans une image. Dans le but de rehausser I’information de texture et
dépasser les limitations des opérateurs dérivatifs classiques, Garg et Singh [89] proposérent

un masque basé sur une version de la dérivée d’ordre fractionnaire améliorée de

l1bn—1
Y,
Y1
Yo
(e)
Yo
Y1
)
Yn-1
9

lpn—l
125
Py
Yo
)
Yo
Yy
P2
Pn—1
(h)

Figure 2.2 : Masques fractionnaires de (a) a (h) dans les 8 directions de 6.

Image originale

Image bruitée

Image débruité

image avec bruit Gaussien de variance 0.05.

Griunwald-Letnikov.
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Etant donné un signal s(t), alors, la dérivée fractionnaire d’ordre v de ce signal peut

étre définie par I’approximation suivante :

n-—1
DY — h™" F'(m—v)
LT r(=v) &aT(m+1)
m=0

s(t —mh) (2.54)

Ou, T est la fonction Gamma, s(t) € [a,t],a <t,a € R,t e R,v € R,m € Z, quand

v>0,m>[v] ([v]estlapartie entiére de v).

En introduisant des valeurs de s(t) a I’extérieur des nceuds, alors I’équation précédente

peut prendre la forme suivante :

py = S Im =) (t+Vh h) 2.55
EETEn LTm+n T2 ™ (255)
m=0
En plus, supposons m = 0,+2,+4,... , et considérons les trois nceuds s(t + h —

mh),s(t — mh),s(t — h — mh).
Alors, I’interpolation de 3 points de Lagrange implique :

(& —-t+mh)(é —t—h+mh)

s(§) = e s(t + h —mh)
—(f_t_h+mhf)f—t+h+mh)s(t—mh)
JEotohm@mtrmh) (2.56)

2h?

En remplacant & =t + (vh/2) — mh on obtient,

(t+Vh h)~ L (t + h —mh)
S 2 m =4 8 S m
2
+<1—Vz>s(t—mh)

v h—mh 2.5
+<§—Z>S(t— —m) (7)

Combinons les équations précédentes on obtient enfin,
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v
R~V n-1 I‘(m _ V) Sm + Z (sm—l - Sm+1) +

2
— v
F=v) m=0 F(m+1) ) (Sm—1— 25m + Sm+1)

aV
T s = (2.58)

C’est I’expression de la dérivée fractionnaire de G-L améliorée Yi-Fei et al. [90].
Les trois points d’interpolations sont :

Sy = S(t —mh)
Sm—1 = S(t + h —mh) 2.59
Sm+1 = S(t —h —mh)

La convolution d’une image f(x,y) avec un masque pareil w(s,t) est donnée sous la
forme Gan et Yang [ 91] :

a

b
glx,y) = Z z w(s, t)f(x+s,y+t) (2.60)

s=—at=-b

Si le masque est sous forme d’une matrice T de dimension mxm ayant m couches (m

m w 3m 1w 5m 31

étant impaire), alors, il y’a 8 directions respectives de T qui sont: 0 78 28 1 et

%T. et pour v € (0.1), il s’ensuit que :

1 [r(i—v+1) 4 [G=v) (1 _ V_z) 4 [G=v-1) (_ L "_2)] (2.61)

e TN il 4 (i-1)! 4 8

OU T; est la valeur de la i*™ couche du masque, v € R*, de maniére & avoir une somme

nulle des coefficients on a :

n
T0=—1*Z8*i*Ti (2.62)
i=1

En fait, le résultat de la convolution avec le masque T provogue un amencissement des
contours. Alors, pour le rehaussement de I’image, on ajoute I’image originale a I’image des
contours obtenue en utilisant T. Dans ce cas, on est obligé de passer du masque T au

masque R comme dans Gan et Yang [91] ce qui donne alors,

2 o (2.63)
Ou, y est le facteur d’intensité, quant v €(0.1) et a partir de 2.62 et 2.63 on aura,
R =vT;, (i>0)
n
Ry=1-) 8xixRy, (i = 0) (2.64)
i=1
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Un masque basé sur la forme de Griinwald-Letnikov amélioré est donnée en Figure 2.4.

Ri | Ry | Ry
Ry | Ry | Ry
Ri | Ry | Ry

Image originale image obtenue avec v = 0

Figure 2.5 : Effet d’un masque basé sur la définition de G-L améliorée.

2.4.3 Rehaussement de texture par différentiation d’ordre fractionnaire

de riesz

Le rehaussement de la texture est I’un des grands intéréts dans le traitement de I’image,
et joue un réle majeur en imageric médicale Yu et al. [92]. La qualit¢ de 1’image et
spécialement la texture a une grande signification dans les diagnostics cliniques des
maladies. L’utilisation des opérateurs fractionnaires dans le rehaussement des textures
permet de maintenir les détails inhérents aux contours de basses fréquences dans les
régions lissées, comme permet aussi de rehausser les contours de hautes fréquences d’une
maniére non linéaire dans les régions ou 1’échelle du gris change considérablement. Pour
cela, on applique I’opérateur de différentiation d’ordre fractionnaire du second ordre de
Riesz pour améliorer le rehaussement en augmentant le rapport signal/bruit. L’analyse
théorique de cet opérateur peut étre formulée comme suit :

La derivée fractionnaire de Riesz dYu(t)/d|t|V d’ordre v (0 < v < 2) pour un intervalle

infini —oo < t < ) Yu etal. [93] est définie par :

avu(t) v v
g = o (5 + agr) @ (2.65)

54



Chapitre 2 : Traitement d’images basé sur la dérivation fractionnaire

Ol ¢, = [2cos(mv/2)]"tavecv #1,p—1<v<p <2pourp€N.

Ce qui permet d’écrire les deux relations suivantes :

out)y 1 0P [ u(®de

atv ['(p —v)otp g (t— E)vti-p (2.66)
ovu(t)  (-1)P a7 [ u(®)dé
307 T(p—v)orr J € (2.67)

La derivée fractionnaire de Riesz est approximee en utilisant le schéma de la différence

d’ordre fractionnaire centrée donnée par Ortigueira [94] :

u®) 1 i (—DFT(v + 1)

- u(t — kh) + 0(h?) (2.68)
olel” e r(F—k+1)r(3+k+1)

ci, les auteurs définissent deux algorithmes basés sur 1’opérateur fractionnaire de
Riesz : I’algorithme FCD-1 pour 0 < v < 1et I’algorithme FCD-2 pour 1 < v < 2.

e Premierement : pour 0 < v < 1 I’équation précédente peut étre exprimeée par :

avu(t)
alelv ~ 72 COS(m//Z) hY [Z wiu(t — kh) + kZOO wru(t — kh)] (2.69)
ou,
( _  Ta-v/2)
@0 = TUrA +v/2)r (=)
(2.70)
_ (—D)XT(v/2)M(1 —v/2) ~
l‘”" T TW/2—-k+DI(v/2+k+ 1)r(_v)'k = 41,42, ..

Pour une image s(x,y), la différence fractionnaire centrée peut étre étendue en deux
dimensions. Un exemple de cette extension aprés trancation de n + 1 divisions sur 1’axe
des x positifs est donnée par :

dVs(x,y) 1

n
e = — 2 cos(v/2) Y Z wrs(x —kh,y),0<v<1 (2.71)
k=0
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La convolution de I’'image S(x,y) avec les composantes du masque FCD-1 de
dimension (2m + 1)x(2m + 1) dans les 8 directions peuvent étre obtenue en utilisant les
relations suivantes :

( N Q@

S,(x,y) = Z Z Wi, )sCe + Ly + ), 1 = 1,2,3,4

i=M; j=P;
N Q

15,60 y) = Z Z 275W,(, DsCx + 1,y + /) (2.72)

i=M; j=P;

v
(+(1-272) W(00)s(x,¥),1 = 5678

Ou,
(My=Mg=M; =P3 =Ps=P;=—2m
M3=M4=P1=P2=—m
M; =Ms=Mg =Ny =Ng=N; =P, =Ps =Pg=Q3=Q5=07;=0
N3 =N, =Q,=Q,=m
N, = N5 = Ng = Q4 = Qs = Q5 = 2m 2.73)
Alors,
8 S (x,
s(x,y) = Li=151( }i)z o7t
4 [Z;Cl=0 Csk +Zz=12 ZCSk + Cso]
Ou, Cgy, sont les coefficients du masque qui se calculent par :
e 1 k=012 2.75
sk = zcos(rrv/z)hvwk. =012, ..,n (2.75)

e Deuxiemement : pour 1 < v < 2 on définit les coefficients du masque FCD-2 par :

_ 1 (v—1Dr-v/2)
boo = - 2cos(nmv/2) RV T(1 +v/2)T(2—v) (2.76)
Cop = 1 (—D*v( - Drv/2)r(1 —v/2) 277

~2cos(mv/2) RV T(v/2 —k+ DT(w/2 + k + T2 —v)

Pourk =1.23...,n

La Figure 2.6 illustre les résultats du filtrage par application de I’algorithme FCD-1

d’ordre fractionnaire 0.5 avec un masque de 3x3.
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Image originale Image bruitée Réponse du filtre FCD-1

Figure 2.6 : Filtrage avec I’algorithme FCD-1 d’ordre 0.5.
2.4.4 Segmentation robuste par dérivation d’ordre fractionnaire

Dans VijayaSaradhi et al. [95] les auteurs proposent un masque pour la segmentation
des vaisseaux sanguins dans la rétine oculaire. C’est un masque basé sur la dérivation
d’ordre fractionnaire qui permet la détection des contours. La base de départ est
I’utilisation de la définition de la différentiation d’ordre fractionnaire qui se trouve dans

I’article Soares et al. [96].

Soit une fonction y(x) et un intervalle d’échantillonnage Ax. Alors, la formulation

directe de la différentiation fractionnaire avec un index r s’exprime par :

d’y(x)_ 1
dx  (Ax)'

(r-1
2!

<y(x) —ry(x + Ax) + ! y(x + 2Ax) — - ),r ER (2.78)

Alors que la formulation inverse de la différentiation fractionnaire s’exprime par :

dyx) 1
dx  (Ax)'

(y(x) - + D

y(x — 2Ax) — ~->,r ER (2.79)

Les masques images pour différents indexes r sont obtenus en utilisant la méthode
expliquée dans Soares et al. [96]. L’amplitude du gradient est calculée au centre du masque
en combinant les deux formulations de différentiation directe et inverse. Pour un masque
de dimension 5x5, huit directions angulaires de a — a a h — h sont obtenues. La Figure 2.7
montre les directions suivant lesquelles la différentiation directe et inverse étant effectuée,
ainsi que les intervalles d’échantillonnage suivant ces directions. Les différentes étapes

pour le calcul des coefficients du masque de dimension 5x5 sont énumérées ci-apres.

1. Calculer les intervalles d’échantillonnage spatial notés Tg, Ty, T, Tg, T, Tf, Ty, €t
Ty, pour chaque direction de a — a @ h — h en utilisant les équations suivantes :
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(2.80)

Calculer les coefficients de I’opérateur gradient a;, i = 0.1.2 en utilisant

I’expression suivante :

()

(2.81)

Calculer I’ensemble des coefficients de 1’opérateur de détection des contours en

utilisant les coefficients suivants :

a; a; a; a;
Ai_T—J,Bi_T—J,Ci_T—g, i =TT
a; a; a; a;
Ei:T_er,l_Tfr’Gl T_gr: i T_;;
Xx=h
2
Pi = _r
X=a X
9 h_ al p | c
. . 3
c | bjaj|h|"g Ty

Les 8 directions

Echantillonnage dans les 8 directions

Figure 2.7 : Masque différentiateur d’ordre fractionnaire.
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G, H, A, B, G,
F, G, Ay Cy D,
E, E, P Ey E,
D, C, Ay Gy Fy
C, B, A H; Gy

Image originale Résultat de segmentation

Figure 2.9 : Effet de segmentation robuste par dérivation d’ordre fractionnaire avec

r = 0.98.
2.4.5 Détection des contours par différentiation d’ordre fractionnaire

La détection des contours est une tache essentielle en traitement d’image et de la vision
par ordinateur. Classiquement, cette tache s’achéve par la méthode du gradient ou du
Laplacien. En effet, ces méthodes ont des effets secondaires tels que 1’élargissement des
bords et la sensibilité aux bruits qui se répercutent sur la qualité du contour. Alors, dans
Mathieu et al. [32], on a introduit un détecteur (CRONE : Contour Robuste d’Ordre Non
Entier) base sur la différentiation fractionnaire qui se caractérise par la sélectivité et la
robustesse aux bruits. Dans ce travail les auteurs appliquent la dérivée fractionnaire a une

transition de type parabolique, et en particulier, comparer 1’abscisse de son maximum a
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I’abscisse du point d’inflexion de cette transition en Figure 2.10. Cette transition de type

parabolique est déecrite analytiquement par :

f(x)=0 pour x <0
f(x) = ax? pour 0 <x < x,

f(x) = —ax? + 4axyx — 2ax? pour x, < x < 2x,
\f(x) = 2ax2 pour x > 2x, (2.85)
A f(x) |
|
[
|
i
[
I X
0 ! >
I
|
4 £ x) |
|
|
|
|
|
| .-K
0 =

Figure 2.10 : Transition de type parabolique.

La dérivée d’ordre n de cette transition parabolique au point x = x, est donnée par :

[P, = e (2.86)

T T(-n+2)"0

Notons que dans le cas ou n € [0,1[, I’abscisse du maximum de la dérivée fractionnaire ne
correspond pas a celle du point d’inflexion, et le décalage entre ces deux abscisses reste
inférieur a x,. Alors que dans le cas ou € ]1,2[ , ’abscisse du maximum de la dérivée
fractionnaire correspond bien a celle du point d’inflexion, et la sélectivité dans la détection
augmente. En appliquant le formalisme de Cauchy, le calcul de la dérivée fractionnaire

d’ordre n d’une fonction f(x) est donné par Erdelyi [97,98]:
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( ™) =0 pour x <0

2a
f™(x) = mx‘"” pour 0 < x < x
— 2a
(n) — a _ -n+2 -n+2
3 fe) I'(—n+ 3) (¥ = xo) + ['(—n+3) x
—4a 2a
(n) — _ -n+2 -n+2
G e S R s £
2a
\ +m(x —2x0) ™2 pour x = 2x,

2.4.6 Stratégie pour I’augmentation de la sélectivité

La direction de la sélectivit¢é d’un point d’inflexion Sy,

pour x, < x < 2x,

(2.87)

peut étre définie comme

I’inverse de la largeur de bande Ax, évalué a N% de la reponse maximale du détecteur

Figure 2.11. Le principe est d’améliorer la sélectivité de detection du point d’inflexion. La

stratégie pour cette amélioration consiste a schématiser un opérateur ou la réponse a un

échelon parabolique présente un point de rebroussement qui se traduit par une pente

infinie, de part et d’autre de 1’abscisse du point d’inflexion.

. - 1

N7 Ax
i
| max

max} - -
(1-NY%)max.
(1-N%)max }

0 * 0

(2.88)

Figure 2.11 : Augmentation de la sélectivité par création d’un point de rebroussement.

2.4.7 Méthode de réalisation du détecteur CRONE

On a vu que, lorsque I’ordre de la dérivation fractionnaire est compris entre 0 et 1, alors,

I’abscisse du maximum de cette derniére ne coincide pas avec celle du point d’inflexion.
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Alors, on s’intéresse a réaliser le détecteur CRONE uniquement quand 1’ordre de
dérivation est entre 1 et 2. Car dans ce cas, on montre que 1’abscisse du maximum de la
dérivée correspond a I’abscisse du point d’inflexion de la transition parabolique. En plus,
la pente calculée avec x croissant est infinie a droite du point d’inflexion, elle I’est aussi a

gauche du point d’inflexion lorsque elle est calculée avec x décroissant.

Pour I’implémentation du détecteur CRONE, on soustrait la dérivée calculée avec x
décroissant a la dérivée calculée avec x croissant pour créer ainsi un point de

rebroussement. Alors dans ce cas, 1’opérateur spatial caractérisant le détecteur CRONE

;- 7 n sz . .
désignée par ° s’écrit comme suit :

PRF() =P f () — P2 f () (2.89)

ou, 25 et 2 désignent la dérivée fractionnaire calculée avec x croissant et x
décroissant respectivement. Le résultat obtenu forme un masque centré de dimension
(2m + 1), qui peut étre étendu & deux dimensions dont les composantes horizontale et

verticale sont données ci-dessous.

[+a, ..+ a,0,—a; ... — ay] (2.90)

[+am, ...+ ag,0,—ay ... — a,]” (2.91)

Les performances du détecteur CRONE sont exprimées en termes de la sélectivité et de la

robustesse aux bruits.

Image originale Résultat du détecteur CRONE

Figure 2.12 : Effet d’un détecteur CRONE pour n = 0.8.
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2.5 Application des équations aux dérivées partielles d’ordre

fractionnaire

Le filtrage de I’image au moyen des €quations différentielles d’ordre fractionnaire est
pour la premiere fois considéré en traitement d’images. Parall¢llement a 1’utilisation des
équations aux dérivées partielles d’ordre entier, on utilse les mémes équations mais la

différentiation est faite d’ordre fractionnaire.

2.5.1. Equation de diffusion de la chaleur d’ordre fractionnaire

Dans le filtrage d’image par diffusion d’ordre fractionnaire est considéré en premier lieu
par Cuesta et Finat [99], ou une généralisation de 1’équation de la chaleur a été mise en

ceuvre comme suit :

(0fu(t,x) = Au(t,x), (t,x) € [0,T]xQ (2.92)
! u(0,x) = uy(x), X€E QN

4 0;u(0,x) =0, X€E N

Lg—:;(t,x) — 0, (%) € [0,T]x00

Ou, df est la dérivée fractionnaire par rapport au temps d’ordre 1 < a < 2 au sens de

Riemann-Liouville. En intégrant membre a membre 1’expression précédente, on obtient :

u(t,x) = up(x) + %fot(t —5)* 1Au(s,x)ds (2.93)

Aussi, avec les conditions aux limites homogénes de Neumann, 1’équation précédente

peut se mettre sous la forme compacte suivante :

u(t,x) = up(x) + 0" *Au(t,x) (2.94)

ou, a7 f pour B >0, est I’intégrale fractionnaire d’ordre B € R* au sens de Riemann-

Liouville.

Soit g: [0, +0) — IR, cet intégrale est définie comme intégrale de convolution et s’écrit :
t
a7 Pg(t) = J kg(t —s)g(s)ds, t=0 (2.95)
0
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Ou, kg(t) = tP~1/T(B), pour t > 0 Kilbas [100].

Maintenant la définition de la dérivée fractionnaire d’ordre § = 0 est

m

d
P g(t) = dt—ma/”‘mg(t), t>0 (2.96)

OUmeNmMm—-1<p<m.

Dans le cas ou a =1 le systtme d’équations précédent (2.92) représente une
interpolation linéaire de 1’équation (parabolique) de la chaleur, et une interpolation linéaire

de I’équation (hyperbolique) de ’onde dans le cas ou a = 2.

e Discrétisation spatiale

Considérons maintenant la discrétisation spatiale du Laplacien figurant dans 1’équation
différentielle (2.92). On adopte le schéma de la différence centralisée avec une maille de
dimension h > 0. De telle maniére que, pour une image de dimension MxM, A se
transforme en une matrice penta-diagonale A, de dimensions M?xM?, et u(t,x) est
transformé en une fonction de valeurs vectorielles u(t) de dimension M?2?x1, et qui
représente le vecteur d’arrangement des pixels image au temps t. Cette approche consiste a
remplacer ’ordre de dérivation a de I’équation (2.92) par plusieurs valeurs pour chaque
pixel de I’image. Cette approche correspond a 1’évaluation matricielle de 1’équation

linéaire de Voltera.

u(®) =uo + [ Kt —s)u(s)ds, 0<t<T (2.97)

Ou u, est un arrangement vectoriel de données initiales (image bruitée), et le noyau de

convolution est défini par :

K(t) = I(t). Ay (2.98)
ou,
t(xl
I'(al +1) 0 0
ta'Z
I(t) = 0 el 0 2.99
() = T'(a2+ 1) (2.99)
‘ ‘ ) Lap
0 -
F'(aM? +1).

Et, @ < a; <2, pourj = 1,2,..., M?, K est une évaluation matricielle de fonction.
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e Discrétisation temporelle
Dans le cas de la discrétisation d’une fonction sectorielle on adopte la méthode de
Lubich-Ostermann [101]. Soit une fonction complexe G définie dans un secteur, s’il existe
0<60<2m,c €R,etu, M > 0 de telle sorte que G est analytique dans ce secteur.
So={A€C:larg(A—c)| <m— 6} (2.100)
Et

G| < A E Sy (2.101)

M
1A

En vertu de ces deux considérations, la Transformée inverse de Laplace de G peut étre

donnée par la formule,

g() = %j e*G(1)dA (2.102)

Ou y est un chemin complexe reliant — ico & +ico.

La Transformée de Laplace de K existe comme une fonction de valeurs matricielles, si

K désigne cette Transformée, alors I’inverse sera de la forme :
1 -
k(t) = — f eMK(1)da (2.103)
2mi
Y

Ouy(r) =a+ri,-o <r<+ow,pour a € R*.

e Quadrature de convolution
Pour le calcul de I’intégrale on utilise la quadrature de convolution inverse d’Euler. Soit

7 > 0 le pas temporel de la discrétisation. L’intégrale de convolution sera :
t

f K(t — s)u(s)ds

0

L

t
1

j 7 J At=SIR (D) dAu(s)ds = — J K)Y (A, t)dA (3.104)

0

Ou (4,t) est la solution standard de 1’équation différentiel ordinaire :

y' (@) =2y@®) +ul), 0<t<T, y(0)=0 (2.105)
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La quadrature de convolution inverse d’Euler est obtenue comme suit :

tn

f K(t, — s)u(s) ds ~ %f K()Y,(1)dA (2.106)
¥

0

Ou t, = nt, Y,(4) étant I’approximation de Y (4,t,), dans ce cas la convolution de

quadrature sera ainsi :

tn

f K(t, — s)u(s) ds = En i QY u(t;) (2.107)
j=

0

Ou les les pondérations Q]@ sont définies en fonction des coéfficients du polynome

caractéristique inverse d’Euler p(z)/8(z) =z/(z—1) évalue a ¢ =1/z. En fait, ces

coefficients deviennent a :

+00
~(1- .
K( - () = Z Q¢ (2.108)
j=0
Qui s’expriment explicitement par :
a1
() o 0
az
Q" =1¢ 9 (1) . 9 Apj=01.2,.. (2.109)
. . . . 5
0 0 <“"f’)
J

Les résultats de simulation donnés par les auteurs sont illustrés en Figure 2.13. 1l s’agit

du filtrage de I’image ‘Lady’ bruitée avec un bruit Gaussien de variance ¢ = 25.

Image originale Image bruitée Perona-Malik ED Fractionnaire

Figure 2.13 : Résultats du filtrage par la méthode de Perona-Malik et la méthode de

I’équation de diffusion d’ordre fractionnaire.
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2.5.2 Equation de diffusion de la lumiére d’ordre fractionnaire

Dans [38 ] Blackledge a généralisé I’opérateur de diffusion de la lumicre,

2_ .0
V-0 (2.110)

Ayant la forme fractionnaire figurant dans Hilfer [102, 103]

V2 — gl — (2.111)

Ou,q € [1,2] etD? = 1/aq est la diffusivité fractionnaire.

La solution de I’equation différentielle fractionnaire de ce type, requicre 1’application
du calcul fractionnaire comme a déja été formulé dans les travaux de Oldham et spanier
[104], Miller et Ross [105], Dold et Eckmann [106], Samko et al. [107], et Kiryakova
[108].

Considérons 1’équation de diffusion fractionnaire a deux dimentions pour 1’intensité de

la lumiere I(x, y, t), dans le plan image localisé au plan z définie comme suit :

94
V2I(r,t) —of ﬁl(r, t) = Iy(r,t) (2.112)

Ou, r = Xx + Yy, r = |r|, et I,(r, t) la fonction source bidimentionnelle. En utilisant
I’opérateur de Fourier pour la dérivée fractionnaire, on peut transformer cette équation et la

mettre sous la forme :

(V2 + Qd)I(r,w) = Io(r,w) (2.113)

Ou,
( (o]
I(r,w) = jl(r,t)exp(—iwt)dt

— 00
oo

< I (r,0) = f I, (r,)exp(—i wt)dt (2.114)
L Q2 = —iwo, Qq = +i(iwc)?/?
La fonction de Green solution de cette équation dans un domaine infini est,
I(r, o) = g(r,w) ®, I (r,w) (2.115)
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Ou g resulte de la fonction de Green donnée par Evans et al.[109] (pour |qu| > 1 et

en ignorant le facteur d’échelle).

g(r,w) = exp(iflyr) (2.116)

qu

Pour Q, = i(iwo)?/?, I'inverse de Fourier donne la fonction de Green (obtenu en

écrivant la fonction exponentielle sous forme d’une série) dependante du temps suivante :

1 1 q q = —1)"1 2n+1 3nq 3nq
G(r,t) = ———— — ro464(t) +2Lr 7o A6 4 () (2117)
r 1.4 (n+ 1)!
g4t 4 n=1
La solution de I(r, t) est donnée par :
I(r,t) = G(r,t) ®,Q; I,(r,t) (2.118)

Ou, @, représente la convolution intégrale sur le temps t. En particulier, notons que
o — 0 alors,

1
- (2.119)

G(l‘, t) = — q . q
JrodtiTa

Alors, pour Iy(r,t) = Io(x,y)6(t) on peut considérer une solution a 1’équation de
diffusion fractionnaire bidimentionnelle de la forme :

1
I(x,y) = W@)Z Iy(x,y) (2.120)

(x% +

Image originale Déconvolution

Figure 2.14 : Effet de la déconvolution basée sur la diffusion d’ordre fractionnaire.
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2.5.3 Equation de diffusion anisotrope

Dans Bai et Xiang [37], les auteurs proposent des équations de diffusion anisotrope
d’ordre fractioinnaire faisant partie des équations d’une fonctionnelle de cout d’Euler-
Lagrange. Les pseudo-equations différentielles menent a une interpolation naturelle, entre
les équations de Perona-Malik [57] et les équations de diffusion anisotropes du quatrieme
ordre dans You et Kaveh [110]. Dans ce travail, les auteurs mettent en ceuvre la
Transformée de Fourier d’ordre fractionnaire pour le calcul des différences d’ordre
fractionnaire. Au départ, considérons le schéma de la diffusion anisotrope classique
formulé par Perona-Malik [57] dans lequel le processus de lissage est réalisé par les

équations différentielles :

= = div(c(I7ul?)Vw) (2.121)

Ou c(.) représente le coefficient de diffusion

Cette équation est associée a la fonctionnelle d’énergie :

E(u)=Jf(\7u)d!2 (2.122)
0
Ou Q est le support de I'image, et f(.) =0 une fonction décroissante associée au
coefficient de diffusion tel que :
f'(s)

c(s) = 75 (2.123)

La diffusion anisotrope est maintenant vue comme un processus dissipatif d’énergie qui
demande le minimum de fonctionnelle d’énergie. Considérons la fonctionnelle définie dans

I’espace continue des images sur le support (0 suivante :

E(u) = f F(IDuDdQ (2.124)
Q

Ou, D, denote I’opérateur d’ordre fractionnaire défini par :

Dyu = (Dgxu, Dayu)

’ 2.125
|Dau| = Daxz + Da:y2 ( )
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On peut calculer les équations d’Euler-Lagrange de ce probléme d’optimisation de la

maniére suivante :

Prenons une fonction de test n € C* (), et définissons 1’équation suivante :

®(a) = f f(Dyju + aD,n|)dxdy (2.126)
Q

Nous obtenons

d
@' = _f f(Dqu + aDgn|) dxdy| 4=0 =
da ),

f (Dix (c(IDul*)Dax ) + (Diy (c(IDgut]*) D) Indxdy (2.127)
Q

Pour tout n € C*(€), ou Dy, est ’adjointe de D, de meme Dy, est I’adjointe de Dy,

Alors, I’équation d’Euler-Lagrange est :
D (c(IDguI*) D) + Dy (¢ (I1Dg1t*) D) = 0 (2.128)

Notons que, dans notre Euler-Lagrange équation pour un inconnu u € H2#(Q), nous
allons premierement prolonger u a Eu € H?>*(R?) par ’opérateur de prolongation E quand
travaillant avec la Transformée de Fourier 4 de u et alors imposons D, u.7 = 0 sur d<, ou
7 est le vecteur unitaire normal & Q. Quand @ = 1 on trouve léquation de Perona-Malik,
quand a = 2 on trouve 1I’équation de diffusion du quatriéme ordre, quand 1 < a < 2, ceci
meéne a une interpolation naturelle entre les deux, auquelle nous nous interessons dans cette

section.

Image originale Filtre fractionnaire Perona-Malik

Figure 2.15 : Débruitage d’une image par un filtre de diffusion anisotrope d’ordre
fractionnaire et par un filtre anisotrope d’ordre non fractionnaire par la méthode de Perona-
Malik.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de 1’art concernant 1’application de la
dérivation d’ordre fractionnaire au traitement d’images, tout en commencant par quelques
définitions. Dans le cas du filtrage, nous avons présenté quelques méthodes spatiales et
fréquentielles. Les opérateurs d’ordre fractionnaire utilisés comme masques de
convolution, sont construits en utilisant les approximations numériques de la dérivation
d’ordre fractionnaire. Ces opérateurs sont appliqués dans le domaine du filtrage, de la
segmentation des contours, et le rehaussement des textures. Les équations différentielles
d’ordre fractionnaire qui sont obtenues en discrétisant les équations différentielles
classiques telles que, 1’équation de la chaleur d’ordre fractionnaire et 1’équation de la
diffusion de la lumiére d’ordre fractionnaire sont aussi appliquées dans le domaine de

traitement d’images.
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Chapitre 3

Contribution au traitement d’images base sur la

dérivation fractionnaire

3.1 Introduction

Dans la plus part des techniques développées a ce jour, plusieurs opérateurs locaux de
dérivation du premier ordre et du second ordre sont utilisés. lls sont alors suivis
respectivement d’une recherche des maxima locaux et des passages par zéro. Toutefois, ces
opérateurs ne donnent souvent pas, a eux seuls, de bons résultats sur une image réelle ou les
changements d’intensité sont rarement nets et abrupts. Une opération de seuillage et un suivi de
contours sont en effet nécessaires pour éliminer le bruit et affiner les contours a une épaisseur d’un
pixel. Depuis quelques années, on assiste cependant a de nouvelles approches en extraction des
contours qui procedent par optimisation des critéres [39, 47, 48] prenant en compte un modéle
prédéfini du contour a détecter. Ces approches qui permettent une meilleure formulation du
probléme se sont avérées nettement plus performantes que les toutes premieres techniques
proposées. Une alternative a I’approche classique est basée sur la différentiation d’ordre
fractionnaire qui semble un outil récent utilisé dans le traitement du signal [18, 19] et dont

plusieurs travaux sont deja entrepris dans la segmentation de I’image en particulier [29], [95].
3.1.1 Plan de la contribution

Au cours de cette contribution, dans un premier temps, nous allons exposer d’une
maniere assez détaillée la méthode suivie concernant la construction d’un opérateur
d’ordre fractionnaire. Cet opérateur est tres souvent appelé masque de convolution dans le
contexte du traitement d’images. Pour ce fait, notre approche sera basée sur 1’utilisation de

la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire discréte formulée par Grinwald-Letnikov.

Dans un deuxiéme temps, nous allons donner quelques exemples d’applications au
traitement d’images en utilisant I’opérateur approprié. Parmi ces applications nous citons :
le filtrage, la détection des contours par I’approche dérivative d’ordre fractionnaire du
premier et du second ordre, et enfin la segmentation multi-échelles des contours. Pour
fonder I’évaluation de notre contribution, nous avons instauré une stratégie de comparaison
en implémentons en parallele les algorithmes classiques nécessaires pour chaque cas

d’application. Alors, pour comparer les applications du filtrage basé sur 1’approche des
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masques fractionnaires, nous avons implémenté en parallele le filtre Gaussien, le filtre
médian, et le filtre de la moyenne. Pour comparer la détection des contours par la méthode
dérivative fractionnaire du premier ordre, nous avons implémenté en parall¢le 1’algorithme
basé sur la méthode classique du gradient satisfaisant les criteres de Canny [39]. Enfin,
pour comparer la détection des contours par la méthode dérivative fractionnaire du second
ordre, nous avons implémenté en paralléle 1’algorithme basé sur la méthode classique du
Laplacien qui s’appuie sur le concept LoG (Laplacian of Gaussian) entrepris par Marr et
Hildreth [4].

3.1.2 But de la contribution

A TD’issue de cette contribution, nous allons mettre en évidence les performances des
opérateurs d’ordre fractionnaire appliqués au traitement d’images. Caractérisés par leur
Robustesse aux bruits et leur sélectivité de détection [30, 32, 69, 86, 95], les opérateurs
basés sur la dérivation d’ordre fractionnaire sont susceptibles d’assumer la fonction de
filtrage d’une maniére implicite. Nous allons montrer que 1’utilisation de ces opérateurs
dans les algorithmes de détection des contours permet de dépasser I’étape de lissage par
filtrage Gaussien faite préalablement dans les détecteurs classiques basés sur la dérivation
entiere. Par consequent, les calculs seront plus simples causant ainsi la réduction du temps

d’exécution qui est un facteur essentiel dans les applications en temps réel.

3.1.3 Outils d’implémentation et de simulation

L’implémentation et la simulation se sont déroulées dans 1’environnement du systéme
d’exploitation Windows 32 bits. Le code source est écrit en langage Visual C Sharp (C #)
supporté par la plate-forme Microsoft Visual Studio (SDK 2010). Le programme tourne
sur une machine de bureau équipée d’un processeur Intel Pentium (R) Dual CPU 1.8 MHz.

La machine est dotée d’un espace 2GB de mémoire RAM.

Pour la visualisation des images de simulation, on a développé une interface graphique
faisant 1’objet de I’implémentation de quelques opérations du traitement d’images. Parmi
ces opérations, on cite le filtrage et la détection des contours. Cette interface présente des
commandes permettant la sélection des opérations désirées de traitement d’images. La
Figure 3.1 représente une illustration de I’interface en question montrant un exemple de

simulation de la détection des contours d’une image.
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C=0.4232808631

Laplacian Original algorithm Modified Algorithm

Figure 3.1 : Interface graphique de simulation.

3.2 Définitions

Dans cette section, nous allons expliciter la méthode de construction des opérateurs
d’ordre fractionnaire que nous allons utiliser dans les différentes applications. Comme ces
opérateurs sont basés sur 1’approximation numérique de la dérivée d’ordre fractionnaire
définie par Grinwald-Letnikov, alors, nous allons introduire quelques définitions utiles ci-

dessous.
3.2.1 Définition de Riemann-Liouville

Sur un domaine a <t < b, la dérivée d’ordre fractionnaire peut étre exprimée en
fonction des échantillons situés dans le demi domaine [a,t] (a gauche de t) , ou en
fonction des échantillons situés dans le demi domaine [t, b] (a droite de t). Pour des
raisons de simplification, on préfere utiliser les acronymes d’origine anglo-saxonne LH
(Left-Handed) et RH (Right-Handed) pour désigner respectivement, le sens de dérivation a
gauche du point t et le sens de dérivation a droite du point t. D’aprés [111], les dérivées
d’ordre fractionnaire LH et RH de Riemann-Liouville sont données respectivement par les

deux relations suivantes :
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1 t
8DEF(0) = o=y 2" | ¢-ortf@ar (3.1)

I'n

BD5F(0) = =g (D" f (z — O"ef()de (3.2)

(
OuD=d/dt,a>0,etn—1 < a<n.
3.2.2 Définition de Caputo

De la méme maniére, les dérivées d’ordre fractionnaire LH et RH de Caputo sont

données respectivement d’aprés [111] par les deux relations suivantes :

DO = T j (t - D" 1D f(D)dr 3.3)

DEF(D) = f (T — O L(—D)"f(r)dx 3.4)

3.2.3 Définition de Grunwald-Letnikov

Soit 0 < a < 1, alors, les dérivées d’ordre fractionnaire LH et RH de Grinwald-

Letnikov sont données respectivement d’apres [112] par les deux relations suivantes :

“LDEX(E) = lim —Z( 1% () x(¢ — kh) (3.5)
SLp@x(f) = ’11351+%Z(—1)k (z) x(t + kh) (3.6)
k=0

Ou (z) est la généralisation des coefficients binomiaux.

3.3 Synthese des opérateurs d’ordre fractionnaire

Dans la synthese, nous nous basons sur la combinaison des deux définitions LH et RH.
Pour la segmentation des contours, on utilise la différence LH-RH. Tandis que pour le dé-
bruitage, on utilise la somme LH+RH. Cette considération est motivée par la dépendance
locale de I’'information dans une image. Alors, ce qui permet de mettre en ceuvre la
contribution d’une maniere symétrique des échantillons de I’image a gauche et a droite du

point de dérivation. Notons que le caractere d’intégration ou de la dérivation dépend du
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signe du facteur fractionnaire, et se conserve en faisant la différence ou la somme de deux
intégrations ou de deux dérivations. Afin de simplifier I’écriture des deux définitions de

Grinwald-Letnikov précédentes, considérons M + 1 échantillons d’un signal f(t), alors,
les deux définitions sont approximées respectivement par :

M

1
LDEF() = lim — 3" wy. £t — kh) (3.7)
k=0
1 M
GLpa £(1) = A}Ii_r)rgoh—az wy. (¢ + kh) (3.8)
k=0
(1)0 == 1
a)(a—1)..(a—k+1 3.9
o, = (—1)"( )( )k'( ), =123 (3.9)
En traitement d’images, le pas est généralement h = 1, alors ce qui donne:
M
UDEF(D) = ) o f (£ = K) (3.10)
k=0
M
GLDEF(t) = z wrf (t+ k) (3.11)
k=0
3.3.1 Synthese par la différence
Soit D la différence entre les dérivées d’ordre fractionnaire LH et RH donnée par :
M M
D= Z wrf(t— k) — z W f(t+ k) = (3.12)
k=0 k=0
—w f(t+1) —wf(t+2)— ...—wyf(t+N)
Il en résulte,
M
D=Z ap. f(t—k)=ax*f (3.13)
k=—M
Ou * est ’opérateur de convolution, et a; sont les coefficients d’un filtre a réponse
impulsionnelle finietelsque : ap = 0, a, = Wy, a_; = —wy
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Maintenant, considérons une image f(x,y) ou (x, y) représentent les coordonnées d’un
pixel. Si on dénote par D, la dérivé dans la direction de x et par D, la dérivée dans la

direction de y, alors, d’apres la relation précédente on peut écrire :

M

D, = z . f(x -k y) (3.14)

k=—-M

D, = zk-_Ma"' Floy —k) (3.15)

En traitement d’images, la dépendance locale de I’information nécessite la mise en
ceuvre de la contribution des pixels voisins. Ceci peut étre fait par extension des relations

précédentes en deux dimensions comme suit :

M M
Px= Zk:—mzl=_th(k' Dfx—ky—D=hexf (3.16)

M M
Dy = Zkz_Mle_Mhy(k, D.fx—ky—=0D=hy*f (3.17)

Ou hy(k,1) = ay et hy(k,1) = a;, 1l s’ensuit que, hy et hy, = h," sont respectivement, les
opérateurs horizontal et vertical bidimensionnels d’ordre fractionnaire. Les formes générales des
composantes horizontale et verticale du masque fractionnaire soustractif sont représentées

en Figure 3.2 ci-dessous.

Wy w1 0 —wW1 —Wy
Wy wq 0 —wq —Wy
Wy w1 0 —wW1 —Wy
h, Wy Wq 0 | —w —Wnm
W wq 0 —wq —Wy
Wy wq 0 —wq —Wy
W w1 0 —wq —Wy
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Wy Wy Wy Wy Wy Wy Wy

Figure 3.2 : Composantes du masque fractionnaire soustractif.

3.3.2 Synthese par la somme

Soit S la somme des dérivées d’ordre fractionnaire LH et RH donnée par :

S= Zk:owk Fle—k) + zk:ow" Fle+1) =

wo f()+w f(E— 1D +wf(t—2)+ -+ wyf(t—N)

twy f() Fw f(t+1)+wf(t+2)+ - +wyf(t+N) 3.18
Il en résulte :
k=M
S = by.f(t—k)=bx*f (3.19)
=-M

Ou * est ’opérateur de convolution, et b, sont les coefficients d’un filtre a réponse

impulsionnelle finie tels que : by = 2w, , by = b_; = wy.

Maintenant, considérons une image f (x,y) ou (x,y) représentent les coordonnées d’un
pixel. Si on dénote par S, la dérivé dans la direction de x et par S, la dérivé dans la

direction de y, alors, d’apres la relation précédente on peut écrire :

S, = Zkz_Mbk. Flx—ky) (3.20)

L = Zk__Mbk. Foy —k) (3.21)
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Par extension des relations précedentes en deux dimensions on obtient :

M M
S = Zk=_le=_ng(k, Dfx—ky—-D=gx*f (3.22)

Sy = Zk:—MZl=—ng(k’ DfGx—ky-D=gy*f (3.23)

OU g, (k,1) = by et g, (k,1) = b;, 1l s’ensuit que gy €t g, = g, sont respectivement, les
opérateurs horizontal et vertical bidimensionnels d’ordre fractionnaire. Les formes générales des

masques g, et g, sont données en Figure 3.3 ci-apres.

Wy W, | 2wy | wq | —wy
Wy W, | 2wy | wq Wy
Wy W, | 2wy | wq Wy
Wy W, | 2wy | wq Wy
I9x
Wy W, | 2wy | wq Wy
Wy W, | 2wy | wq Wy
Wy W, | 2wy | wq Wy
WM WM WM Wy Wy Wy | Wy
w1 w1 w1 W1 W1 w1 w1
2(1)0 2(1)0 2(1)0 2(1)0 2(1)0 20)0 2(1)0
9y
w1 w1 w1 w1 w1 w1 w1
WM WM WM Wy Wy Wy | Wy

Figure 3.3 : Composantes du masque fractionnaire additif.
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3.3.3 Synthese par la somme et Rotation

L’equation (3.19) nous permet d’obtenir un masque monodimensionnel suivant :

Wy W, | 2wy w1 Wy

Figure 3.4 : Masque fractionnaire monodimensionnel additif.

Par rotation successive d’un angle de m/4 et superposition dans I’espace (2M + 1)x

(2M + 1), on obtient le masque bidimensionnel suivant :

Wy 0 0 Wy 0 0 Wy
0 0 0 0
0 0 w1 w1 w1 0 0

Wy w, | 8wy | w; Wy
0 0 w1 w1 w1 0 0
0 0 0 0

Wy 0 0 Wy 0 0 Wy

Figure 3.5 : Masque fractionnaire additif obtenu par rotation.

Quelque soit le type de masque soustractif, additif, ou méme additif obtenu par rotation,
on peut envisager deux catégories de masques suivant le signe du facteur fractionnaire. En
fait, lorsque le facteur fractionnaire est positif, le masque acquiére le caractére de
différentiation, alors que, si le facteur fractionnaire est négatif, le masque acquiere le
caractere d’intégration. Un masque type de ce dernier est décrit dans [113] sous

I’acronyme FIM (Fractional Integral Mask).

3.4 Application au filtrage d’images

Dans les opérations du filtrage, on travaille avec des valeurs négatives du facteur
fractionnaire. Car d’une part, ce choix est motivé par les meilleurs résultats obtenus au
cours de la simulation par rapport aux mauvais résultats obtenus avec des valeurs positives
du facteur fractionnaire, et d’autre part, théoriquement le masque se comporte comme un
intégrateur héritant les propriétés d’un filtre passe bas, ne permettant pas 1’amplification

des bruits contrairement & son homologue différentiateur.
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3.4.1 Filtrage par masque fractionnaire additif obtenu par rotation

Dans le cas du filtrage, le masque additif obtenu par rotation est mieux adapté. Car, la
contribution du pixel de I’image correspondant au pixel central du masque doit étre
prépondérante. Ceci est remarquable dans le masque utilisé représenté en Figure 3.6 de
dimension 5x5 obtenu pour &« = —0.5, ou la valeur de I’intensité du pixel de I’image

correspondant a la position centrale du masque est pondérée par 8.

0.375 0 0.375 0 0.375

0 0.5 0.5 0.5 0

0375 | 05 8 0.5 | 0.375

0 0.5 0.5 0.5 0

0.375 0 0.375 0 0.375

Figure 3.6 : Masque fractionnaire additif obtenu par rotation pour ¢ = —0.5.
3.4.2 Filtrage par masque Gaussien fractionnaire

Par analogie au filtrage Gaussien, nous introduisons une nouvelle approche ou
I’opérateur de filtrage est obtenu en utilisant la dérivation d’ordre fractionnaire de la
fonction gaussienne G, (x,y) donnée par la relation 2.59 dans la section 1.6.4 du chapitre
1. Pour le calcul, on se sert de la formule de dérivation étendue a deux dimensions donnée

par Nakib [82] suivante:

a a

b = (52) (55) FG) (324

L z I3l
(%) (aa_y) f(x,y)zh_ia zz: zz: p(k,Df(x —kh,y—Ih)  (3.25)

T4

Tels que: a est le facteur fractionnaire, h est le pas d’échantillonnage, M et N

déterminent les dimensions du masque, f(x,y) = G,(x,y), et enfin, p(k ) =

(k+1)—x—1

w(@). 0 (@), avee wo(@) =1, wis1(@) ==

w(a) pour k=0,1,...(M —1).

Un exemple type de ce masque de dimension 5x5 pour @ = —0.5 est donné en Figure 3.7.
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0.267 | 0.427 | 0.413 | 0.427 | 0.267

0.427 | 0.474 | 0.542 | 0.474 | 0.427

0.413 | 0.542 | 0.587 | 0.542 | 0.413

0.427 | 0.474 | 0.542 | 0.474 | 0.427

0.267 | 0.427 | 0.413 | 0.427 | 0.267

Figure 3.7 : Masque Gaussien fractionnaire pour ¢ = —0.5.

Pour la comparaison, nous avons implémenté trois filtres qui sont : Le Filtre Gaussien
de variance 1.2, le filtre médian, et le filtre de la moyenne. Les images de test utilisées sont
bruitées avec un bruit gaussien additif de moyenne nulle et de variance 0.01. Pour mesurer
la qualité du filtrage, on utilise le rapport signal sur bruit noté PSNR (Peak Signal to Noise
Ratio) qui est le plus utilisé dans la pratique et qui est défini par :

n _ n __ 2
PSNR = 20log (2 1)/\/M_SE = 10logqo <(2 D /MSE> (3.26)

Ou, n est un entier désignant le nombre de bits de codage de 1’image, dans notre cas le
niveau du gris des pixels de I’image est codé sur 8 bits, alors que MSE donné par la
relation 3.27 désigne I’erreur quadratique moyenne entre l’image originale I(i,j) et
I’image filtrée I(i,j) aprés dégradation. M et N désignent la largeur et la hauteur de

I’image.
1 M-1 N—-1 o 12
MSE = Wzo Zo [1G,7) — 1G] (3.27)
3.4.3 Filtrage par masque de taille variable

Dans ce cas, on fixe le facteur fractionnaire a « = —0.5 et faisons varier la taille du
masque tel qu’on ait les masques de 3x3, 5x5 et 7x7. Les images de test sont entachées par
un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance 0.01. Alors, les différents résultats de
simulation obtenus sont donnés en PSNR dont 1’unité est le décibel (dB), et sont résumes

dans les trois tableaux (Tableau 3.1, Tableau 3.2 et Tableau 3.3) ci-dessous.
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Pour simplifier la notation dans le contexte de ce chapitre, on adopte les contractions
FFA, FFG, FG, FMoy et FMed pour désigner respectivement : Le Filtre Fractionnaire
Additif, le Filtre Fractionnaire Gaussien, le Filtre Gaussien, le Filtre de la Moyenne, et le
Filtre Médian.

Lena

Pepper

Boat

Figure 3.8 : Images de test avec bruit additif Gaussien de variance 0.01.

Images FFA FFG FG FMoy
Lena 37.66 29.60 29.75 22.53
Pepper 38.05 29.86 30.16 21.71
Boat 35.05 27.00 27.19 26.53
Tableau 3.1: Résultats du filtrage avec masque 3x3.
Images FFA FFG FG FMoy
Lena 33.15 26.46 27.43 20.60
Pepper 33.39 26.66 27.45 20.14
Boat 31.01 24.38 25.05 22.46
Tableau 3.2 : Résultats du filtrage avec masque 5x5.
Images FFA FFG FG FMoy
Lena 31.87 25.28 26.83 18.33
Pepper 32.09 25.39 27.11 17.48
Boat 29.87 23.41 24.76 18.50

Tableau 3.3 : Résultats du filtrage avec masque 7x7.

D’apreés les résultats de simulation, on remarque que la réponse du filtre de la moyenne
est la plus mauvaise par rapport aux autres filtres quel que soit la dimension du masque.
Ceci est due au fait que tous les coefficients de ce dernier ont le méme poids égale a
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I’unité, alors ce qui égalise la contribution des pixels sur toute la fenétre de filtrage. Ce fait,
cause I’influence des pixels portant des informations non pertinentes a 1’image qui Se
trouvent loin de la position centrale sur la réponse du filtre.

Par contre, la qualité du filtrage par un masque de type fractionnaire additif est la
meilleure par rapport aux autres types de filtres. Ceci peut s’expliquer par la pondération
décroissant des intensités des pixels allant du centre vers I’extérieur du masque. Cette
propriété fait acquérir au masque le pouvoir de favoriser les pixels les plus proches a la
position centrale porteurs de I’information pertinente a 1’image pour déterminer la qualité.
Dans [27, 86], ces masques ont été déja appliqués aux débruitage des images a cause de

leur comportement immunitaire vis-a-vis des bruits.

En fait, la réponse du filtre Gaussien fractionnaire est légerement inférieure a celle du
filtre Gaussien, et par conséquent, le filtre Gaussien fractionnaire n’a aucun intérét par
rapport au filtre Gaussien classique du moment qu’il ne rapporte aucune amélioration, et
exige encore une charge de calculs supplémentaires pur la dérivation fractionnaire. Enfin,
on peut conclure que la qualité du filtrage se dégrade en général avec 1’augmentation de la

taille du masque utilise.

3.4.4 Filtrage par facteur fractionnaire variable

Dans ce cas, on fixe la taille du masque a la valeur intermédiaire 5x5 avec a ajustable
dans I’intervalle ]-2,0[. Les valeurs du PSNR en dB résultant du filtrage par masque
fractionnaire additif de I’image ‘House’ sont portées au Tableau 3.4. On note que, 1’image

de test est entachée par un bruit Gaussien de moyenne nulle et de variance 20.

Image bruitée a=-18 a=-0.2

\Figure 3.9 : Résultats du filtrage par variation du facteur fractionnaire.

a -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

FFA | 2578 | 26.10 | 265 | 27.01 | 27.68 | 28.61 | 29.97 | 32.19 | 36.70

Tableau 3.4 : Résultats du filtrage par variation du facteur fractionnaire.
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Sachant que les coefficients du masque sont contrdlés par le facteur fractionnaire, alors
la diminution de la valeur absolue de ce dernier réduit le pouvoir de contribution des pixels
loin de la position centrale et limite 1’amplification du bruit. Ceci est visible sur les
résultats dont les valeurs croient avec la diminution de la valeur absolue du facteur
fractionnaire. Ce qu’on peut déduire de cette simulation, c’est 1’application au filtrage
adaptative, en d’autres termes, la valeur du facteur fractionnaire peut étre retrouvée

récursivement par correspondance a la valeur maximale du PSNR.
3.4.5 Filtrage du bruit impulsionnel

Un exemple du bruit impulsionnel est le bruit connu sous le jargon anglo-saxon
Salt&Pepper (Sel&Poivre). Pour le filtrage de ce type de bruit, on utilise généralement le
filtre spatial médian avec lequel nous allons faire la comparaison. L’ image de test utilisée
en Figure 3.10 est bruitée par un bruit impulsionnel Salt&Pepper de densité 30%. Les
PSNR en dB des réponses des filtres utilisés chacun avec un masque de dimension 5x5

sont donnés au Tableau 3.5, la valeur du facteur fractionnaire étant fixée a a = —0.5.

Image originale Image bruitée Réponse FFA Réponse FMed

Figure 3.10 : Résultats du filtrage du bruit impulsionnel.

Image FFA FMed

Barbara 26.78 16.65

Tableau 3.5 : Résultats du filtrage du bruit impulsionnel.

La différence des résultats entre le filtre fractionnaire additif et le filtre médian est tres
remarquable sur le tableau. En fait, tenant compte des résultats précédents (dans le cas du
filtrage par variation de la taille du masque ou par variation du facteur fractionnaire), nous
pouvons conclure que notre opérateur de filtrage peut jouer un rdle polyvalent qui pourrait
étre appliqué aussi bien au filtrage des bruits aléatoires qu’aux bruits impulsionnels.
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3.5 Application a la détection des contours par I’approche du

gradient fractionnaire

La détection des contours est le processus de localiser et d’identifier les changements
brusques des propriétés physiques ou géométriques de 1’image pergue, et forment ainsi des
attributs trés importants pour 1’analyse de 1’image. L’extraction des contours joue un role
primordial dans tous les systemes de vision par ordinateur. Pour la détection des contours
par I’approche du gradient d’ordre entier classique, beaucoup d’efforts ont été entrepris et
plusieurs techniques ont été proposées a ce jour.

Du point de vue performance, I’algorithme de Canny [39] basé sur des critéres
d’optimisation semble le plus utilisé actuellement pour la détection des contours. Au cours
de cette contribution, Nous allons implémenter deux algorithmes de détection des contours.
Le premier comprend quatre étapes est implémenté en respectant les critéres de Canny que
I’on appelle désormais algorithme original. Alors que, le second comprend uniquement
trois étapes, et qui est obtenu a partir du premier en éliminant 1’étape de filtrage préalable
que l’on appelle algorithme modifié. Ce travail a fait I’objet de deux productions
scientifiques se résumant dans un article de conférence [113] en 2014, complété par un
article de journal [114].

3.5.1 Algorithme original

Image

A
Filtrage Gaussien

A 4

Calcul amplitude et gradient

A

Suppression des non-maxima locaux

A

Seuillage Hystérésis

A

Contours

Figure 3.11 : Algorithme original.
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1- Filtrage par lissage Gaussien.

Il est inévitable que les images prises avec une caméra ne soient pas entachées d’une
quantité de bruit. Pour prévenir que le bruit accompagnant I’image soit pris comme faux
contours, alors, le bruit doit étre modifié d’autant plus que possible. L’opération de lissage
est achevée par convolution de I’image avec 1’opérateur Gaussien représenté par la fenétre

de dimensions 5x5 avec une variance o = 1.4 ayant la forme suivante :

2 4 5 4 2
114 9 12 9 4
—I|5 12 15 12 5 (3.28)
1591 9 12 9 4

2 4 5 4 21

2- Estimation du gradient

I1 s’agit de trouver les contours ou I’intensité du gris présente des discontinuités ou des
changements brusques représentant les hautes fréquences. Le gradient en chaque position
des pixels est obtenu par convolution de I’image par 1’opérateur de Sobel. Cet opérateur est
séparable en deux masques horizontal et vertical, alors ce qui permet d’obtenir séparément
les composantes horizontale et verticale du gradient. Maintenant, I’amplitude du gradient

peut étre obtenue en utilisant la relation trigonométrique suivante:

1G(x, y)| = /G,? + G2 (3.29)

Ou bien I’approximation linéaire,
G (6, Y| = |G| + |Gy (3.30)

La direction du gradient est obtenue par :

6(x,y) = tan™! (%) (3.31)

3- Suppression des non-maxima locaux

A cause des réponses multiples, I’amplitude du contour M(x,y) = |G(x,y)| contient de

larges bords autour du maxima local. La suppression des non-maxima locaux élimine les non-
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maxima des intensités des pixels en préservant la connectivité des contours. Cette opération peut

étre résumée dans les points suivants :

e Pour chaque position (x,y), on se place dans les deux directions perpendiculaires a
’orientation 6 (x,y) du contour.

e On dénote le pixel initial par C, les deux autres pixels voisins dans les directions
perpendiculaires par A et B.

e Si M(A) > M(C) ou M(B) > M(C), on écarte le pixel en (x,y) en mettant

M (x,y) = 0, sinon on le retient.

Direction normale Direction du contour

Figure 3.12 : suppression des mon-maxima locaux

4- Seuillage Hystérésis

Le résultat de I’¢limination des non-maxima locaux contient encore des maxima qui
sont dus aux bruits, car le contraste peut étre différent dans les différents points du contour.
Un soigneux seuillage des amplitudes M(x,y) est nécessaire pour éliminer ces faibles
contours en préservant la connectivité de ces contours. Dans 1’algorithme de seuillage, on
utilise deux seuils qui sont : le seuil bas T, et le seuil haut T;. Alors, le seuillage Hystérésis

retient uniquement les pixels d’amplitudes Mys(x, y) suivant les conditions suivantes :

- Un pixel (x, y) est dit fort si Myys(x,y) > Ty
- Un pixel (x,y) est dit faible si Myys(x,y) < T,

- Tous les autres pixels sont dits candidats

L’algorithme de seuillage Hystérésis se résume alors dans les trois étapes suivantes :
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e Dans chaque position (x,y), on écarte le pixel (x,y) s’il est faible, et on garde le
pixel s’il est fort.

e Si le pixel est candidat, on poursuit la chaine des maxima locaux dans les deux
directions suivant le contour, tellement que Myys(x,y) > T;.

e Sile pixel (x,y) candidat de départ est connecté a un pixel fort, on garde le pixel

candidat, sinon, on 1’écarte.
3.5.2 Algorithme modifié

Cet algorithme est obtenu en réduisant 1’algorithme original a trois étapes uniquement
au lieu de quatre. En quelques sortes, dans ’algorithme original, on remplace 1’opérateur
de Sobel par notre opérateur d’ordre fractionnaire. Alors dans ce cas, grace a la robustesse
aux bruits de notre masque intégral fractionnaire (FIM) [113], on peut omettre I’opération

de lissage par filtrage Gaussien.

Image

y

Calcul amplitude et gradient d’ordre fractionnaire

A 4
Suppression des non-maxima locaux

A 4
Seuillage Hystérésis

A

Contours

Figure 3.13 : Algorithme modifié

1- Estimation du gradient d’ordre fractionnaire

L’estimation du gradient d’ordre fractionnaire se fait d’une maniére séparable en
utilisant les composantes du gradient h,, et h,, dans les deux directions. Dans la simulation,
on va étudier I’effet de la taille du masque et ’effet de variation du facteur fractionnaire «
sur la qualité de détection des contours. Pour simplifier le calcul de la convolution, nous

allons exploiter la symétrie de notre opérateur d’ordre fractionnaire.
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Comme exemple, considérons le bloc d’image de dimension 5x5 en Figure 3.14, et les
masques h, et h, donnés en Figure 3.15. On remarque que la somme des coefficients des

opérateurs est nulle, alors ce qui prouve leur comportement en filtres passe haut pour la sélection

des contours.

OF) w1 0 |~w; | —w; W, AP AN Wy W,

OF) w1 0 |~w | —w; w4 w4 w1 w4 W,

0F) w1 0 |—w; | —w; 0 0 0 0 0

W2 W1 0 |~wi |~ —W; | TW; | —Wp | Wy | Wy

Wz | W1 0 | —wi |~ —Wy | Wy | Wy | —Wy | —W;
h, h,

Figure 3.15 : Composantes du masque fractionnaire h,et h,,.

La convolution du bloc image avec chacun des masques h, et h,, est achevée en

utilisant uniquement 2 multiplications et 19 additions, ainsi on obtient :

5 4 5 4
hy x f = w, (Z Zs; — Z ZSi+1> + wq (Z Zsi—q1 — Z Zst+z) (3.32)
i=1 i=0 i=1 =0

25 5 20 10
hy * f = w; (Z 7 — z zi> + o, (2 7 - z zi) (3.33)
=21 i=1 i=16 i=6

2- Suppression des non-maxima locaux

Cette étape reste inchangée et conserve la méme implémentation que dans 1’algorithme

original.
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3- Seuillage Hystérésis

Cette étape reste aussi inchangée et conserve la méme implémentation que dans

1’algorithme original.
3.5.3 Implémentation et simulation

Dans un premier lieu, on se propose de tester notre algorithme modifié. Pour cela, nous
avons réalisé son implémentation en utilisant un masque de taille 5x5 pixels. Pour garder
I’immunité au bruit plus effective, le masque doit se comporter comme un opérateur
intégral. Pour cette raison, le facteur d’ordre fractionnaire a est ajusté dans I’intervalle
]—1,0][. Le choix du facteur fractionnaire négatif est justifié d’une part, par la qualité des
résultats obtenus, et d’autre part, permet d’avoir un masque intégral fractionnaire
permettant d’éviter les bruits causés par I’opération de différentiation. Rappelons que les
résultats de de simulation sont donnés en effectuant le seuillage hystérésis en prenant 30

comme seuil bas et 100 comme seuil haut.

La Figure 3.16 illustre le résultat de simulation en utilisant 1’image originale de test
‘Mandrill’. La segmentation des contours de cette image est faite d’une maniére
progressive en ajustant @ dans I’intervalle |—1, 0[. Par exemple, pour deux valeurs de a
proches des extrémités de I’intervalle, on constate que I’image des contours segmentés a
bas niveau (a = —0.2) présente une perte de détails sur les contours, tandis que, I’image

des contours segmentés a haut niveau (@ = —0.8) présente un exces de détails.

Ceci peut étre interprété par le fait que, le masque de convolution fractionnaire est
fonction du facteur fractionnaire a qui contrdle I’amplitude du masque de convolution. On
conclut que, lorsque la valeur absolue du facteur fractionnaire a augmente, alors, les
détails des contours de I’image augmentent et vice versa. En fait, les détails plus fins sont
communément interprétés par des contours bruités, cependant, une interprétation
signifiante peut étre issue telle que, le systéme visuel humain est incapable de détecter de

tels détails inhérents aux vrais contours, mis a part, ceux qui sont dus aux bruits résiduels.

Dans la simulation on a constaté¢ que le coefficient de corrélation est maximisé (r =
0.457) pour une valeur optimale (« = —0.3) qui donne I’image optimale des contours
admissible pour le systeme visuel humain. Notons que, la valeur optimale est celle pour

laquelle les performances de notre détecteur sont plus améliorées pour donner un résultat
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satisfaisant. La courbe de corrélation r en fonction du facteur fractionnaire a est

représentée en Figure 3.17.

Image originale a=-0.2 a=-0.8 a optimal = —0.3

Figure 3.16 : Résultat de 1’algorithme modifié en variant «a.
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Figure 3.17 : Corrélation de Pearson en fonction de a.

Dans un deuxiéme lieu, on se réserve a la comparaison avec 1’algorithme original que
nous avons aussi implémenté. Pour cette comparaison on a utilisé deux images de test qui
sont: I’anatomie du thorax et le cerveau, alors que les résultats de simulation sont illustrés
en Figure 3.18. Notons que les résultats de I’algorithme modifié sont obtenus pour des
valeurs optimales du facteur fractionnaire. Dans cette simulation, les contours des images
anatomie du thorax et cerveau sont obtenus pour &« = —0.35 et @ = —0.5 respectivement.
Alors, nous constatons que les contours obtenus par I’algorithme original et ceux obtenus
par I’algorithme modifié sont trés proches, ce qui rend le systeme visuel humain incapable
de distinguer la différence. Mais, ce fait n’exclut pas ’avantage du gain en temps et la
simplification des calculs en omettant 1’étape de filtrage dans le cas de I’algorithme
original.
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Réponses de 1’algorithme original

Réponses de 1’algorithme modifié

Figure 3.18 : Réponses de 1’algorithme original et de 1’algorithme modifié
3.6 Amélioration des performances

L’ameélioration des performances dans notre contribution se résume dans I’optimisation
du temps d’exécution et I’optimisation du facteur d’ordre fractionnaire a. Le processus
d’amélioration des performances s’acheéve par la mesure de qualité de la réponse de notre

détecteur d’ordre fractionnaire.
3.6.1 Optimisation du temps d’exécution

Le but essentiel de notre contribution & la détection des contours est la réduction du
temps d’exécution en surpassant 1’étape du filtrage préalable effectuée dans les algorithmes
classiques. D’une part, le fait d’omettre I’étape de lissage est un grand acquit permettant
d’économiser une partie considérable du temps consommeé au cours de I’exécution. D’autre
part, on a montré auparavant que 1’exploitation de la symétrie de notre opérateur simplifie

le calcul de la convolution, ce qui contribue aussi a un gain additionnel de temps.
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3.6.2 Optimisation du facteur fractionnaire

La valeur optimale du facteur d’ordre fractionnaire est celle pour laquelle la
performance du détecteur est améliorée. Le choix de la valeur optimale n’est pas une chose
facile, car, elle dépend de la méthode utilisee pour la mesure de qualité. En plus, rendre ce
choix d’une manicre automatique cause un temps de calcul supplémentaire, ce qui restreint
I’application de notre détecteur en temps réel. Pour le choix de la valeur optimale a, on
utilise le coefficient de corrélation de Pearson (Pearson’s corrélation coefficient) donné par
Lee et Nicewander [115]. Ce coefficient de corrélation permet de faire la mesure de
similarité entre 1’image des contours I, considérée comme référence, est 1I’image des
contours I, dépendante du facteur fractionnaire a. Le coefficient de corrélation de Pearson

est défini par :

r = Zi(xi - xm)(yi - ym)
Vit = %) 2 V2 (i — Ym)?

(3.34)

Ou x; et y; sont respectivement les intensitées du ieme pixel dans les images des
contours I, et I, alors que, x,, et 1y, sont respectivement les moyennes des intensités

dans les images des contours I, et],.
3.6.3 Evaluation des performances

L’évaluation des performances peut étre faite subjectivement par analyse visuelle du
contour détecté ou objectivement par comparaison du contour obtenu avec un prototype dit
veérité de terrain (Ground Truth en anglais). Pour cela, on utilise la relation introduite par
Abdou et Pratt dans [116] reconnue dans la littérature par le terme Pratt Figure Of Merit
(PFOM) donné par :

Np
PFOM = ! E ! 3.35
"~ max(N;, Np), 2 21+ ad? (3:35)

L=

Ou N; et Ng sont respectivement, le nombre des points dans le contour obtenu par
application de 1’algorithme dont on veut évaluer les performances, et le nombre des points
dans le contour donné comme prototype dans la base de données. Alors que, d; est la
distance entre un pixel du contour obtenu par 1’algorithme et le plus proche pixel du
contour donné comme prototype, et a = 1/9 est une constante de calibration empirique.

A titre d’exemple, I’image de test utilisée et le prototype de son contour sont montrés en
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Figure 3.19. On note que ces images sont extraites de la base de données référencée par
BSDSB500 (Berkeley Segmentation Data Set and Benchmarks 500). La mesure de qualité

en fonction du facteur fractionnaire est donnée en Figure 3.20.

4 {
i 7

Figure 3.19 : L’image originale et son contour prototype (Ground Truth).

0.9 O

e e —e— Alg. Modifié
0.7 \ ------ Alg Originnl
0.6 \

.............................. \\\ .........
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0.1

PFOM

Figure 3.20 : Courbe de mesure du PFOM en fonction de «a.

En observant les courbes, il se voit que la courbe correspondante a 1I’algorithme modifié
pour a € [—0.9,—0.4[ est au dessus de la courbe correspondante a 1’algorithme original.
Dans ce cas, I’algorithme original est moins performant. Alors que pour @ € [—0.4,—0.1]
la courbe correspondante a I’algorithme modifié devient au dessous, ce qui rend ce dernier
moins performant. Dans la pratique, il est conseillé de travailler avec des valeurs de a

légérement inférieures & -0.4 pour assurer un certain compromis avec la valeur optimale.

3.6.4 Test de 1a robustesse aux bruits

La robustesse aux bruits des masques d’ordre fractionnaire a été démontrée dans des travaux
anticipés. Afin d’illustrer les performances de notre masque fractionnaire en terme de la robustesse
aux bruits, on utilise un bruit additive Gaussien de moyenne nulle et de variance 20 pour obtenir
I’image bruitée en Figure 3.21. Notons que, la réponse de 1’algorithme modifié est obtenue pour

une valeur optimale @ = —0.25. On observe que I’image des contours obtenue par 1’application de
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I’algorithme original est entachée par des extra points inhérents aux bruits résiduels malgré le

lissage préalable. Tandis que, I’image des contours obtenue par 1’application de I’algorithme

modifié ne I’est pas a cause du filtrage implicite des masques fractionnaires.

Image bruitée algorithme original

algorithme modifié
Figure 3.21 : Réponses des algorithmes original et modifié pour une image bruitée.

3.6.5 Effets de la taille du masque sur la détection par gradient

fractionnaire

Dans cette section, nous allons appliquer les masques de tailles 3x3, 5x5, et 7x7.

Ensuite, on va voir les effets sur la valeur optimale du facteur fractionnaire. L’image de

test et les différents résultats sont illustrés en Figure 3.22.

Image originale Masque 3x3 Masque 5x5

Masque 7x7
Figure 3.22 : Résultats de segmentation par masques de taille variable.

Masques a optimal Corrélation
3x3 -0.5 0.32
5x5 -0.35 0.55
7x7 -0.2 0.52

Tableau 3.6 : Résultats de segmentation par masques de taille variable.

D’apres les images des contours obtenues, nous constatons que les détails sont d’autant

plus révélés que la taille du masque augmente. Pour chaque masque on a une valeur

optimale distincte qui augmente d’une maniere monotone avec la taille du masque.
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Par contre, la corrélation ne suit pas la loi de cette monotonie et enregistre une valeur
maximale de 0.55 pour & = —0.35 correspondant a un masque de taille 5x5. Alors, ce qui
fait a retenir que le résultat optimal de la segmentation des contours est celle obtenu avec

un masque de taille 5x5.
3.7 Application a la detection multi-echelles des contours

La détection multi-échelles des contours est le processus de sélectionner une seule
partie des points d’un contour progressivement en ajustant un parameétre d’échelle. La
forme optimale du contour est reconstruite a partir des points du contour qui sont plus
proches des points du contour de I’image originale. Pratiguement, on peut utiliser
I’approche multi-résolution des ondelettes pour décomposer I’image en sous-bandes,
ensuite, on applique 1’algorithme de détection des contours aux sous-bandes obtenues.
Néanmoins, cette méthode nécessite beaucoup de calcul pour décomposer I’image en sous-
bandes. En alternative, il existe d’autres méthodes plus simples comme Marr-Hildreth [4] et
Witkin [7], qui sont basées sur la convolution de I’image avec une fonction Gaussienne.
Ces méthodes visent 1’opération de lissage préalable et la sélection multi-échelles des
contours en ajustant la variance de cette fonction Gaussienne. Comme 1’objectif du lissage
est uniquement le filtrage et n’a aucun rdle dans la détection des contours. Alors, il n’a que
le désavantage de causer la délocalisation des contours et la perte de temps dans des
calculs supplémentaires. D’autres schémas basés sur la diffusion anisotrope présentés par
Perona-Malik [57] et Weickert [66], ou les contours a différentes échelles sont révélés aux

différentes itérations du processus de diffusion.

3.7.1 Algorithme de détection multi-échelles des contours

Dans cette contribution, on adresse une solution aux problemes cites précédemment, en
introduisant un algorithme de trois étapes pour la détection multi-échelles des contours

montré en Figure 3.23.

1- Détection du contour initial

Par cette étape on s’attend a obtenir une forme du contour de référence E, qui va étre
stocké en mémoire a des fins de comparaison. Pour faire ceci, on applique a I’image I,
notre algorithme de détection des contours d’ordre fractionnaire présenté ci-dessus. Cette
image de réference donne les points plus précis du contour, car, aucune opération de

filtrage qui peut affecter les contours n’a été réalisée.
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Pour minimiser 1’effet du bruit, le voisinage est restreint a une connexité de 8 pixels
utilisant un noyau d’ordre fractionnaire K, de 3x3 pixels. La convolution est achevée en
prenant « = —1. Notons que le noyau K_; de 3x3 pixels est équivalent a 1’opérateur de

Prewitt.

Image initiale I,

!

Application de I’algorithme modifié

A 4

Mise a jour de K,

A

Comparer
E, & E,

Non

Image finale I¢

Figure 3.23 : Schéma bloc du détecteur multi-échelles des contours

2- Détection des contours des images dont I’échelle est nouvellement sélectionnée

Dans cette étape, on applique notre algorithme d’une maniére récursive a ’image de
référence I,. Cette opération est faite apres la mise a jour du noyau K, par variation du facteur
d’ordre fractionnaire a dans la plage considérée dans 1’application. Notons que pour étendre la
contribution des pixels determinants les points du contour, la convolution est achevée en prenant un

noyau de 5x5 pixels.

3- Comparaison et mise a jour du noyau de convolution

Maintenant, chaque nouvelle forme du contour E, obtenue est comparée avec la forme du
contour de référence E,.. Dans ce cas, la comparaison est accomplie en utilisant comme mesure de
similarité le coefficient de corrélation de Pearson décrit auparavant. Alors, si la comparaison est
concluent on obtient la forme finale du contour Ef pour lequel le facteur fractionnaire « est

optimal. Sinon, on procéde a la mise a jour du noyau K, en réajustant le facteur fractionnaire a

avant de revenir a la deuxiéme étape.

3.7.2 Implémentation et simulation
Etant donné que les coefficients du masque fractionnaire sont fonction du facteur
fractionnaire «, alors, nous allons montrer qu’on peut obtenir la sélectivité des contours en

utilisant le facteur fractionnaire a comme un parametre de contrdle.
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Pour cela, I’algorithme de détection multi-echelles a été implémenté selon les conditions
précitées dans 1’algorithme. Les résultats de simulation sont représentés en Figure 3.24, ou
I’image de la rétine est segmenté a trois niveaux tels que : les contours de bas niveau
controlés par K_,,, les contours de niveau moyen controlés par K_,, , et les contours de
haut niveau controleés par K_,. On remarque que les contours de bas niveau présentent un
manque de détails, alors que, les contours de haut niveau présentent un exces de details.
Tandis que, les contours de niveau moyen sont tres proches de ceux obtenus avec la valeur
optimale de a. Concluons que la sélectivité augmente au fur et a mesure que la valeur

absolue du facteur fractionnaire augmente et vice versa.

Image originale Contours E_g, Contours E_g 4 Contours E_y g

Figure 3.24 : Sélectivité des contours pour différentes valeurs de a.

3.7.3 Role du facteur fractionnaire dans la selectivité des contours

Dans certaines applications de vision par ordinateur, parfois on n’a pas besoins de
beaucoup de points de contours pour reconnaitre une forme. Dans ce cas, il suffit
d’accomplir la segmentation des contours avec un facteur fractionnaire facultatif maintenu

au niveau bas. Alors, ce fait nous permet de réduire le débit de compression et de stockage.

3.8 Application a la détection des contours par ’approche du

Laplacien fractionnaire

Cette approche utilise le fait que le passage par zéro du Laplacien permet de bien mettre
en évidence les extrémums de la dérivée premiére. Ces méthodes tirent profit du fait que
les zéros de la dérivée seconde constituent un réseau de lignes fermées. Mais 1’estimation
de la dérivée seconde étant trés sensible aux bruits. Dans le cas des détecteurs classiques, il
convient alors de filtrer fortement I’image avant d’en mesurer le Laplacien. Pour cela,
Marr et Hildreth [4] ont développé une technique permettant de régler le probléme du bruit
dans les images dont on veut détecter les contours. lls ont fait une convolution de I’image

avec le Laplacien d’une Gaussienne.

99



Chapitre 3: Contribution au traitement d’images basé sur la dérivation fractionnaire

Cela permet de supprimer le bruit, mais, il faut cependant ajuster la variance du filtre
Gaussien en fonction du type d’image a traiter. Un filtre de variance trop large rend
I’image trop floue ce qui cause la délocalisation des contours. Alors, qu’une variance trop
faible conduit a une détection du bruit qui dégrade la qualité des contours. En outre, le
processus de filtrage nécessite autant de calculs limitant ainsi les applications en temps
réel. C’est pour cette raison que nous voulons utiliser notre masque d’ordre fractionnaire
qui nous permet de dépasser la phase du filtrage préalable et par conséquent gagner du
temps. A titre de rappel, nous commencons par la présentation de 1’algorithme classique
basé sur le Laplacien d’ordre entier constitué de trois étapes. Ensuite, nous allons présenter
notre algorithme basé sur le Laplacien d’ordre fractionnaire constitué de deux étapes

uniquement. Dans ce cas, le facteur fractionnaire est variable dans 1’intervalle |—2, —1][.

3.8.1 Algorithme basé sur le Laplacien d’ordre entier
1- Calcul de ’opérateur LoG
L’opérateur LoG est décrit déja dans la section 1.6.4 du chapitre 1. Il représente un filtre
isotrope qui s’applique comme masque de convolution. Un exemple de masque LoG de

dimension 5x5, obtenue avec une Gaussienne de variance 2 est donné en Figure 3.25.

LoG (x,y) = V*(Gy(x,y)) = (xz +2y,;1 202) L75) (3.36)
0 0 -1 0 0
0 -1 -2 -1 0
-1 -2 16 -2 -1
0 -1 -2 -1 0
0 0 -1 0 0

Figure 3.25 : Masque LoG

2- Calcul de I’'image des contours

L’image des contours h(x,y) est obtenue par convolution comme suit :
100



Chapitre 3: Contribution au traitement d’images basé sur la dérivation fractionnaire

x?+y?— 202> e<_u) . G0 y) (337)

h(x,y) = ( oy 202
3- Détection des passages par zéro

La détection des passages par zéro se fait en cherchant dans un voisinage de quatre
pixels connexes. Alors, si les valeurs des pixels voisins ont le méme signe que le pixel
central, on dit qu’il n’existe pas de passage par zéro. Dans le cas contraire, il y’a passage
par zéro si la valeur absolue du pixel central est plus petite que celle des pixels voisins de

signe opposes.
3.8.2 Algorithme basé sur le Laplacien d’ordre fractionnaire

L’algorithme de cette méthode se résume en deux étapes uniquement, puisque 1’étape de
filtrage n’est pas nécessaire a cause de la robustesse aux bruits des masques d’ordre

fractionnaire [32].

1- Calcul de ’image des contours
L’image des contours est obtenue par convolution de 1’image originale avec le masque
Laplacien fractionnaire. Alors, pour une valeur « = —1.5 on a obtenu les composantes du
masque Laplacien fractionnaire de taille 5x5 données en Figure 3.26.
2- Détection des passages par zéro
Cette étape est implémentée de la méme maniere que dans le cas de la méthode de la

dérivation entiére précédente.

1875 | 15 0 | -15 |-1875 1.875 | 1.875 | 1.875 | 1.875 | 1.875

1875 | 15 0 | -15 |-1875 15 | 15 | 15 | 15 | 15

1875 | 15 0 | -15 |-1875 0 0 0 0 0

1875 | 15 0 | -15 |-1875 15 | 15 | 15 | -15 | -15

1875 | 15 0 | 15 |-1875 -1.875 | -1.875 | -1.875 | -1.875 | -1.875
M, M,

Figure 3.26 : Composantes du masque Laplacien d’ordre fractionnaire pour « = —1.5
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3.8.3 Implémentation et simulation

On observe sur la Figure 3.27 que les contours obtenus par application de la méthode
Laplacien sont continus, mais présentent des confusions qui regnent dans les régions non
homogenes, provoquant ainsi la perte d’information pertinente aux contours de 1’image
originale. Tandis que, les contours obtenus par application de la méthode Laplacien
fractionnaire présentent certaines discontinuités, mais montre plus de détails pertinents aux
contours de 1’image originale quel que soit la nature de la région. On peut déduire que la
méthode du Laplacien convient aux images renfermant des zones homogénes a cause de
leurs défauts de sélectivité, tandis que, la méthode du Laplacien fractionnaire convient aux
images renfermant des textures complexes a cause de leur bonne sélectivité [32, 69].

Images originale Laplacien Laplacien fractionnaire

Figure 3.27 : Réponse des masques Laplacien et Laplacien d’ordre fractionnaire

3.8.4 Effets de la taille du masque sur la détection par Laplacien

fractionnaire

Ici on utilise les masques de tailles 3x3, 5x5 et 7x7. Alors, les résultats de simulation

illustrés en Figure 3.28 sont obtenus pour une valeur fixe ¢ = —1.5 .

Image originale  Masque 3x3 Masque 5x5 Masque 7x7

Figure 3.28 : Réponses des différents masques

L’application du masque de taille 3x3 géneére des contours fins et discontinus, alors que,
dans le cas du masque de taille 5x5 les contours deviennent plus épais, clairs, et ont
tendance a se refermer. Enfin, pour le masque de taille 7x7 la fermeture des contours est
quasi complete. On peut tirer la conclusion que la fidelité de la reproduction des contours
augmente avec la taille du masque utilisé. Ceci se traduit par le fait qu’un grand voisinage

est nécessaire pour se procurer plus d’information pertinente aux contours dans une image.
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3.9 Conclusion

D’apres les résultats de simulation, nous concluons que le masque d’ordre fractionnaire
peut s’imposer en traitement d’images grace a son pouvoir sélectif et son immunité aux
bruits. Ces caractéristiques permettent son application pour assumer les opérations de
filtrage et I’opération de détection des contours que ce soit par la technique du gradient ou
par la technique des passages par zéro du Laplacien fractionnaire. Ainsi, nous avons donné
des exemples d’application des opérateurs dérivatifs d’ordre fractionnaire concernant les
fonctions de filtrage et de détection des contours. L’intérét essentiel de 1’utilisation des
opérateurs d’ordre fractionnaire dans la détection des contours réside dans le dépassement
de I’étape du filtrage préalable. Alors, ce qui permet de simplifier la complexité des calculs
et réduire le temps d’exécution qui est un facteur essentiel dans les applications en temps

réel.
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Conclusion générale

Le traitement d'images joue aujourd’hui un réle important dans de nombreux
domaines. Cependant, les contraintes d’exploitation dus a la complexité des calculs
algorithmiques justifient la multiplicité des techniques développées dans le domaine du
traitement d’images. Dans un systeme de traitement d’images, 1’opération la plus
importante est la segmentation d’images. Jusqu’a ce jour, il n’existe pas de méthode
universelle de segmentation d’image. Toute technique n’est efficace que pour un type
d’image donné, pour un type d’application donné, et dans un contexte informatique donné.
En fait, I’application de la dérivation d’ordre entiére du premier et du second ordre au
traitement d’images, représente une ancienne méthode qui occupe actuellement une grande
place dans I’implémentation des algorithmes de segmentation, mais il n’existe pas
d’algorithme universel adopté. Les opérateurs utilisés comme le gradient et le Laplacien
sont généralement utilisés dans la segmentation des contours de 1’image. Les masques
utilisés sont construits en utilisant 1’approximation par les différences finis de la dérivée.
Notons que, I'utilisation des filtres optimaux est motivée en traitement d’images grace a
leurs bonnes performances. En outre, des équations différentielles et 1’approche
variationelle marquent aussi un outil trés puissant dans le domaine du traitement d’images
pour réaliser les opérations du filtrage progressif et de débruitage.

Actuellement, ils émergent des algorithmes implémentés sur la base du calcul
fractionnaire montrant qu’ils peuvent apporter des performances complémentaires en
termes de traitement d’images. Enfin, dans le domaine de segmentation des contours, la
méthode basée sur la dérivation d’ordre fractionnaire marquent une alternative a la
méthode classique, alors, ce qui permet de dépasser quelques contraintes concernant la
complexité des calculs et le temps d’exécution. Nous avons présenté un état de 1’art
concernant I’application de la dérivation d’ordre fractionnaire au traitement d’images, en
commencant par quelques définitions. Pour le filtrage nous avons présenté les méthodes du
filtrage spatial et fréquentielle. Les opérateurs d’ordre fractionnaire utilisés comme
masques, sont construits en utilisant 1’approximation numérique de la dérivation
fractionnaire de Griinwald-Letnikov. Ces opérateurs sont appliqués dans le filtrage, la
segmentation, et le rehaussement des images. Les équations différentielles d’ordre
fractionnaire sont aussi appliquées telles que, I’équation de la chaleur d’ordre fractionnaire
et I’équation de la diffusion de la lumiére d’ordre fractionnaire.

L’objectif de notre contribution est d’exposer la nouvelle approche du calcul
fractionnaire et son application pour assumer les fonctions de filtrage et de segmentation
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des contours. Car, le pouvoir d’immunité aux bruits et la sélectivité des opérateurs
dérivatifs fractionnaires offrent a ces derniers la propriété du filtrage implicite. La vertu
essentielle de cette approche dans la détection des contours réside dans le dépassement de
I’étape du filtrage préalable. Alors, ce qui permet de simplifier la complexité des calculs et
réduire le temps d’exécution qui est un facteur essentiel dans les applications en temps
réel. L’évaluation de cette contribution se résume dans les résultats de simulation qui
semblent assez satisfaisants comparativement aux approches de segmentation classiques
des contours. Cette these représente un point de départ vers des recherches dans I’avenir en
vue d’améliorer et de développer des algorithmes optimaux répondants aux exigences des
applications dans le domaine du traitement d’images. Parmi les travaux de recherche visés
dans I’avenir sont: I’application des masques fractionnaires dans la segmentation des
régions, la segmentation des images multi-spectrales, et la compression des images fixes et

vidéo.
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RESUME

Dans un systéme de traitement d’images, la segmentation est 1’opération la plus
importante. Actuellement, il n’existe pas de méthode universelle, et toute technique n’est
efficace que pour un type d’application donné. En raison de ces contraintes, les diverses
stratégies de traitement d’image qui ont été proposées ont affirmé leurs insuffisances et
leurs limitations. Il est donc tout a fait normal d’explorer de nouveaux horizons et de
trouver de nouvelles méthodes plus souples et plus efficaces. Alors, dans notre contribution
nous avons exposé une nouvelle approche de segmentation des contours basée sur le
calcul d’ordre fractionnaire. Ainsi, nous avons donné des exemples d’application des
opérateurs dérivatifs d’ordre fractionnaire concernant les fonctions de filtrage et de
détection des contours. L’intérét essentiel de 1’utilisation des opérateurs d’ordre
fractionnaire dans la détection des contours réside dans le dépassement de I’étape de
filtrage préalable. Alors, ce qui permet de simplifier la complexité des calculs et réduire le
temps d’exécution qui est un facteur essenticl dans les applications en temps réel.
L’évaluation de cette contribution s’incarne dans les résultats de simulation qui semblent
assez prometteuses comparativement aux approches de segmentation classiques des

contours.

Mots clés : Calcul fractionnaire, facteur fractionnaire, masques fractionnaires.
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ABSTRACT

In an image processing system, segmentation is the most important operation.
Currently, there is no universal method, and no any technique is only effective for a given
type of application. Because of these constraints, the various image processing strategies
that have been proposed have asserted their inadequacies and limitations. It is therefore
perfectly normal to explore new horizons and find new methods that are more flexible and
more effective. Then, in our contribution we exposed a new approach of contour
segmentation based on the fractional order calculus. Thus, we have given examples of the
application of fractional order derivative operators concerning functions of filtering and
contour detection. The main advantage of using fractional order operators in the detection
of contours lies in the fact that the pre-filtering step is exceeded. So, this simplifies the
computational complexities and reduces the execution time which is a key factor in real-
time applications. The evaluation of this contribution is embodied in the simulation results

that seem quite promising compared to classical approaches of contours segmentation.

Keywords : Fractional calculus, fractional factor, fractional masks.
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