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Introduction Générale

Le monde industriel connaît actuellement un énorme développement technologique,

sous l'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité

et performances. Ce progrès technologique et industriel est dû pour beaucoup au grand saut

qualitatif qu'a connu l'outil informatique logiciel et matériel, notamment depuis l'apparition

des microprocesseurs, ce qui a permis de rendre possible l'application de méthodes et de

techniques considérées jusqu’à présent comme purement théoriques. Cela est dû aussi au

développement qu'a connu la recherche fondamentale dans divers domaines tels que ceux de

l'analyse numérique et de la théorie des systèmes. Tout ceci a permis de mettre en œuvre des

méthodes et des approches très complexes pour l’identification et la commande des systèmes.

L'une des théories qui connaissent actuellement une grande popularité parmi les

chercheurs aussi bien dans les sciences fondamentales qu'en ingénierie, le Calcul fractionnaire

dont les premières prémices datent de plus de trois siècles. Au début c'était presque un jeu

d'esprit pour certains mathématiciens, qui voulaient généraliser la notion de différentiation

d'ordre entier par des opérateurs d'ordre fractionnaire, permettant le calcul de la dérivée d'une

fonction différentiable f(t),

Dαf(t)/dtα

Oùαest un nombre réel.

Il est claire que jusqu'à une période très récente, une telle notion mathématique n'avait aucune

explication réelle ou pratique. Ce n'est qu'au début des années 1950 que Van Der Ziel [147]

dans ses recherches sur les spectres de bruit des semi-conducteurs, puis Davidson et Cole dans

leurs travaux sur la relaxation diélectrique dans certains liquides, ont pu mettre à jour des

phénomènes naturels dont les modèles faisaient appel à la dérivée d'ordre fractionnaire.

Depuis ces découvertes, beaucoup de travaux de recherche scientifique ont montré

l'importance des systèmes d'ordre fractionnaire et leur intérêt en mathématique, en



Introduction Générale

2

traitementdu signal et en automatique [64,109]. Ce fait est dû à une meilleure compréhension

des potentialités du calcul fractionnaire dans beaucoup de phénomènes physiques tels que la

viscoélasticité, les lignes de transmission, l'électromagnétisme de propagation d'onde, la

polarisation les diélectriques et le transfert thermique. Ce sont des exemples qui montrent une

dynamique d'ordre fractionnaire, où l'application des outils du calcul fractionnaire est

adéquate et dans certains cas essentielle pour une caractérisation complète des phénomènes

impliqués.

Les opérateurs d’ordre fractionnaires trouvent une place de plus en plus prépondérante dans la

commande des systèmes dynamiques où le système à contrôler et/ou le régulateur sont régis

par des équations différentielles fractionnaires. L’introduction de ces outils fractionnaires est

motivée par une plus grande liberté dans la conception et l’ajustement des régulateurs, le

caractère robuste que procure cette commande à l’instar de la commande CRONE

(Commande Robuste d’Ordre Non Entier) introduite par Oustaloup [111] et la commande

robuste d’ordre fractionnaire basée sur la fonction de transfert idéale de Bode par Djouambi et

al. [52], ainsi quel’amélioration sensible des performances temporelles du système

commandé, voirCharef et al. [43], Ladaci [82], Ladaci et Charef[80], Ladaci et Bensafia [89].

1. Commande adaptative d'ordre fractionnaire

Au début des années 1990 Oustaloup a proposé sa fameuse Commande CRONE [111].

En profitant des propriétés avantageuses des systèmes d'ordre fractionnaire, ce régulateur

permettait d'assurer la robustesse de la commande dans une bande de fréquences donnée, en

imposant un gabarit fractionnaire au système de commande en boucle fermée. La réussite de

cette approche fut énorme, plusieurs variantes de cette commande ont vu le jour (1ère, 2èmeet

3ème générations).

Une autre technique de commande d’ordre fractionnaire connait un franc succès, elle est

basée sur la généralisation du régulateur PID au cas fractionnaire, ce qui donne la commande

PIλDμ proposé initialement par Podlubny [121]. Plusieurs chercheurs ont proposé des

techniques d’ajustement des paramètres de ce régulateur tels queBarbosa et al.

[18],BettouetCharef[32, 33], Tajbakhsh et Balochian [141]…etc.

L’une des techniques de commande qui a connu une grande notoriété, est la

commande adaptative, qui comme son nom l’indique, consiste à adapter le régulateur en ligne

aux variations du procède régulé pour assurer une qualité constante de performances. Les
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processus commandés sont totalement inconnus (systèmes boites noires) ou partiellement

inconnus, ou des systèmes dont les paramètres varient dans le temps.

Un travail de recherche considérable sur la commande adaptative à été effectué depuis le

début des années 1950. La première motivation fut la commande des avions de haute

performance. Durant les vingt années suivantes, d’importance contribution théorique ont vu

le jour [11].

C’est au début des années 2000 que les premiers travaux sur la commande adaptative

d’ordre fractionnaire, impliquant des opérateurs ou des filtres d’ordre fractionnaire dans la

boucle de commande en temps réel on vu le jour, particulièrement les travaux sur la

commande adaptative à modèle de référence (CAMR) de Vinage et al. [149] et Ladaci et

Charef[80] qui ont montré l’amélioration obtenue avec les systèmes fractionnaire

comparativement aux algorithmes CAMR classiques.

D’autres régulateurs adaptatifs ou auto-ajustables d’ordre fractionnaire ont vu le jour

depuis [79 ,86], tels quela commande auto-ajustable PID fractionnaire par Ladaci et Charef

[81] et celle basée sur l’approche extrémale proposée par Neçaibia et Ladaci [105], la

commande adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire par Aguila-Camacho et

Duarte-Mermoud [2] et Shi et al. [137], la commande adaptative robuste d’ordre fractionnaire

basée surla propriété de réalité positive par Ladaciet al. [85] et Weiet al. [150],la commande

adaptative extrêmale d’ordre fractionnaire proposée par Neçaibia et al. [106-107] …etc.

2. La Robustesse

La robustesse est une notion très large qui traduit toujours la même idée, à savoir

l’insensibilité ou par défaut la quasi-insensibilité à la variation de certains paramètres du

système étudié. Aussi, dans un même domaine, il existeautant de types de robustesses que de

grandeurs insensibles. Le domaine de la commande n’y échappe pas. Dans celui ci, il est

fréquent de considérer la robustesse de la stabilité dont l’objectif est le maintien de la stabilité

ou en d’autre terme, la garantie d’une valeur maximale du facteur de résonance en

asservissement ou en régulation [75].

Dans l’approche fractionnaire la robustesse est de nature plus sévère puisqu’il s’agit de la

robustesse du degré de stabilité. L’objectif étant alors le maintien de la performance

dynamique fréquentielle ou temporelle qui mesure ce degré (robustesse en performance). Plus

précisément, la robustesse dont il s’agit est celle d’insensibilité par rapport aux bruits.
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3. Objectifs et contributions de la thèse

Le sujet de cette thèse se place dans ce contexte car il traite un domaine dont les origines

théoriques sont très anciens alors que son développement et ses applications sont très récents.

Intitulé « Utilisation des Filtres Fractionnaire pour la Conception des Régulateurs Adaptatifs

Robustes », il a pour but d'améliorer la robustesse des systèmes de commande adaptative

classique par l'introduction des opérateurs d'ordre fractionnaire (filtres) dans les algorithmes

de contrôle.Notre intérêt pour l'introduction de ces filtres dans les schémas de commande

adaptative a été motivé par les très bonnes performances des systèmes d'ordre fractionnaire

relativement à celles des systèmes d'ordre entier classiques [64,96].

La contribution majeure de cette thèse, publiée dans trois revues internationales en plus

d’une dizaine de conférences internationalement reconnues, est basée sur l’introduction de

filtres d’ordre fractionnaire par différentes techniques :

- l’utilisation d’un modèle mathématique d’ordre fractionnaire approximé par une

fonction de transfert rationnel, dans le schéma de commande adaptative CAMR,

- le placement de pôles d’ordre fractionnaire dans la boucle de commande adaptative

afin d’imposer des dynamiques fractionnaire et ‘profiter’ des propriétés intéressantes

de robustesse et performances temporelles qui sont celles de ces ‘filtres’

fractionnaires.

- L’introduction d’une nouvelle technique appelée ‘Fractionalisation’ qui consiste à

transformer le système de commande classique en système ‘fractionnaire’ par le

remplacement de transferts d’ordre entier par une cascade de transferts fractionnaires.

Ces résultats et d’autres en cours de développement et publications ont montré l’intérêt de

cette démarche sur l’amélioration du rendement et du comportement des processus

commandés en temps réel.
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4. Présentation de la thèse

Cette thèse est organisée en quatre chapitres :

- Le premier chapitre présente une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour le

développement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et les principales propriétés

des opérateurs d’ordre fractionnaire y sont répertoriés.

- Le deuxième chapitre est dédié à la commande adaptative à modèle de référence d’ordre

fractionnaire. Il introduit les définitions des schémas de commande adaptative concernés par

ce travail de recherche et l’application de cette technique sur un système de deuxième ordre

ainsi que pour le robot SCARA dans le but d’améliorer les performances de ces derniers.

- Le chapitre 3 présente la commande par placement de pôles (fixe et adaptative) d’ordre

entier et fractionnaire avec des exemples de simulation.

- Le chapitre 4 traite d’une nouvelle approche qui est ‘‘La Fractionalisation’’ proposée dans

cette thèse, qui peut être introduite dans les différents schémas de commande classiques

existants pour améliorer les performances des systèmes. Nous avons présenté trois techniques

de commande à savoir :la commande PI, la commande PID et La commande PI adaptative et

une comparaison entre le cas entier et « fractionalisé » sera présenté.

- Enfin, une conclusion générale vient récapituler les résultats obtenus dans cette thèse et

donner un aperçu sur les perspectives projetées pour la continuation de ce travail.
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Chapitre I

Les Systèmes d’ordre Fractionnaire

I.1 Introduction

Les systèmes d'ordre fractionnaire ont reçu un intérêt considérable dans de nombreux

domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie. Ces systèmes sont généralement décrits

par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans le domaine fréquentiel, ils sont

représentés par des fonctions de transfert irrationnelles. A cause de ces fonctions

irrationnelles, les systèmes d’ordre fractionnaire ont été marginalement étudiés. Comme ils

n’ont pas de solutions analytiques exactes, les techniques numériques et d’approximation sont

largement utilisées pour leur résolution, analyse et implémentation.

Dans ce chapitre, nous allons donner des définitions du calcul fractionnaire et des opérateurs

d’ordre fractionnaires, quelque propriétés principales et aussi la transformée de Laplace des

dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire. Nous allons en particulier présenter quelques

méthodes d’approximation des opérateurs et transferts d’ordre fractionnaire

I.1.1 Historique

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siècles par Riemann

et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre fractionnaire en

employant non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers [103].

L’histoire du calcul fractionnaire commença par une question clé de Leibniz, à qui on doit

l’idée de la dérivation fractionnaire [139]. Il introduisit le symbole de dérivation d’ordre n,

ௗ೙௬

ௗ௫೙
ؠ ,ݕ௡ܦ où n est un entier positif. Ce fut peut être un jeu naïf des symboles qui poussa

L’Hospital à s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si ݊ ൌ
ଵ

ଶ
?

En 1695, dans une lettre à L’Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit

que ݀
భ

మݔ sera égal à ݔǣݔ݀√
మ

, un paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles

conséquences». Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands
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mathématiciens tels qu’Euler ou Lagrange au XVIIIème siècle, Laplace, Fourier, Liouville

(1832; 1837) ou Riemann (1847) au XIXieme siècle, ainsi qu’à Grünwald (1867) et Letnikov

(1868) dans la seconde moitié du même siècle. Il semble qu’une contradiction dans les

définitions ait empêché un succès plus grand de la théorie, qui n’est certes pas encore unifiée  

de plus, l’absence au début d’une interprétation géométrique ou physique claire de la dérivée

fractionnaire d’une fonction a largement contribué à ce que des champs de recherche

passionnants restent dans l’ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par la 

compréhension du caractère non local de l’opérateur de dérivation non entière. Pour plus de

détails historiques, nous renvoyons à [54], [99], [109], [133]. Pendant ces trois dernières

décennies, plus d’intérêts ont été prêtés au calcul fractionnaire et les champs d’applications se

sont diversifiés. 

Dans les dernières années un intérêt considérable a été porté au calcul fractionnaire par

l’application de ces concepts dans différents domaines de la physique et de l’ingénierie, où on

a pu trouver un progrès signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation

pour un nombre d’applications dans ces domaines. Donc, un grand effort a été fait pour

essayer de mettre en pratique les résultats déjà établis, et un travail de recherche intensif est

encore en cours dans plusieurs domaines d’ingénierie pour l’application de ces concepts

d’ordre fractionnaire.

I.1.2. La modélisation d’ordre Fractionnaire

La représentation mathématique des systèmes fractionnaires dans le domaine

fréquentiel donne des fonctions irrationnelles qui, dans le domaine temporel, correspondent à

des équations différentielles difficiles à exploiter. Vu l'absence de méthodes mathématiques,

les systèmes dynamiques d'ordre fractionnaire étaient jusque-là étudiés de façon marginale

seulement, que ce soit en théorie ou en application. Pour des raisons d’analyse, de synthèse, et

de simulation de tels systèmes, l’utilisation des fonctions rationnelles pour l’approximation

s’avère d’une grande importance. Alors pour analyser et concevoir les systèmes de commande

d’ordre fractionnaire il faut les approximer par des fonctions rationnelles.

La modélisation d’ordre fractionnaire consiste à décrire les phénomènes physiques

associés à des dispositifs dont le comportement peut être régi par des équations aux dérivées

partielles. Le calcul infinitésimal (différentiel et intégral) d’ordre fractionnaire marque

son début au XVIIème siècle, après quelques travaux de Gottfried Wilhelm Leibniz

(1697) et Leonhard Euler (1730). Cent ans plus tard il recommence à être étudié par un
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grand nombre de mathématiciens célèbres comme P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier

(1822), N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H.

Holmgren (1865-67), A. K. Grünwald (1867-1872) ou A.V. Letnikov (1868-1872) [60]. Bien

qu’il ne soit pas nouveau, le calcul infinitésimal d’ordre fractionnaire est redevenu un

sujet d’étude dans la deuxième moitié du XXème siècle. Le formalisme mathématique de

la dérivation non entière associé au développement des outils informatiques a permis

d’envisager des applications dans le domaine des sciences de l’ingénieur du FOD (Fractional

Order Differential).

Aujourd’hui, l’approche fractionnaire est ainsi appliquée pour la modélisation des dispositifs

électriques [31, 37, 39, 95, 123], pour la modélisation des conséquences des désastres

naturel [113] ou pour la synthèse de la commande [89,104, 111]. La modélisation d’ordre

fractionnaire est aussi présente dans le domaine des sciences biologiques (les modèles des

parties du corps humain) [49] ou même des sciences humaines et sociales (la

modélisation des comportements des marchés) [78].

I.1.3.Commande d’ordre fractionnaire

En automatique, ce n'est qu'au début des années 1990 que le régulateur

CRONE(Commande Robuste d'Ordre Non Entier) était proposé par Oustaloup [112]. En

profitant des propriétés avantageuses des systèmes d'ordre fractionnaire, ce régulateur

permettait d'assurer la robustesse de la commande dans une bande de fréquences donnée. La

synthèse d’une telle commande est effectuée de façon que l’équation différentielle d’ordre

fractionnaire qui la décrit, soit de la même forme que celle qui régit la relaxation de l’eau sur

une digue poreuse. Il a été remarqué qu’un tel phénomène physique est robuste au sens de

l’automaticien. En effet, une observation attentive de la relaxation montre que son

amortissement est indépendant de la nature de la digue, fluvial ou côtière, donc d’un certain

nombre de paramètres, entre autre la masse d’eau en mouvement. Ce résultat est aussi

remarquable que paradoxale dans l’approche entière de la mécanique où toute relaxation

présente un amortissement lié à la masse transportée.

Depuis cette initiative, La commande d'ordre fractionnaire à attitré l'intérêt de beaucoup

de chercheurs. En 1999, Podlubny [119] à proposé le régulateur PIαDβ qui contient une

intégration fractionnaire d'ordre α et une dérivation fractionnaire d’ordre β, élargissant ainsi le 

champ d'application du calcul fractionnaire à la théorie de la commande .La commande

adaptative d’ordre fractionnaire a connu ses premières publications au début des années 2000,
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avec les travaux de Ladaci et Charef [79-81], et Vinagre et al. [149]. Depuis, plusieurs

dizaines de travaux sur les approches de commande adaptative d’ordre fractionnaire sont

publiés annuellement [86].

I.2.Domaines d’application des systèmes fractionnaires:

Les applications de la théorie du calcul fractionnaire aussi bien dans les sciences

fondamentales qu'en ingénieries ont très diverses (voir les ouvrages [64, 66, 135]).

Les systèmes d’ordre fractionnaires sont tout particulièrement intéressants pour représenter

finement et avec un ordre réduit les dispositifs dont le fonctionnement repose sur la diffusion

d’une grandeur (champ, température, etc.).Ils apparaissent de plus en plus fréquemment dans

les déférents domaines de recherches.

I.2.1 Électronique :

Grâce à des données expérimentales, Shmidt et Drumheller [136] montrent que le

courant qui traverse un condensateur est proportionnel à la dérivée non entière de la tension.

En effet en utilisant un composé (LiN2H5SO4) et en procédant à des mesures sur une large

gamme de températures et de fréquences, ils constatent que les parties réelle et imaginaire de

la susceptibilité ou encore, de la fonction diélectrique ൌߝ ᇱ൅ߝ sont"ߝ݆ très grandes ሺߝᇱ≈

"ߝ ≈ 10଺) et varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de puissance
ଵ

ଶ
(avec

אᇱߝ ܫܴ "ߝ�ݐ݁� א ܫܴ �ሻ.Dans [102, 136], nous trouvons la relation suivante, valable pour un

composé :

ൌߝ ᇱ߱ߝ
షభ

మ (ͳെ )݆ ൌ ᇱ√2ሺ݆߱ሻିߝ
భ

మǡܽ ݒ݁ �݆ܿ ൌ √−1 (I.1)

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et l’impédance, on obtient la relation

suivante :

Z =
ଵ

୨னେ౛கᇲ
(I.2)

Où Ce est une constante.
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En substituant la relation (I-1) dans (I-2), on a

Z =
ଵ

୨னେ౛கᇲ√ଶሺ୨னሻ
ష
భ
మ

(I.3)

qu’on peut éventuellement mettre sous la forme

Z =
୏

ሺ୨னሻ
భ
మ

Où K =
ଵ

√ଶ�େ౛கᇲ
(I.4)

ou encore, en fonction de la variable de Laplace s :

Z =
୏

ୗ
భ
మ

(I.5)

L’équation (I.5) montre en effet qu’on peut bien définir une impédance fractionnaire de 

capacité, qui peut être fabriquée à partir de composition de matériaux spécifiques et par 

conséquent définir le terme “Fractor”, par analogie au terme anglais “Capacitor”, pour mettre 

l’accent sur le caractère fractionnaire de l’impédance. K désigne alors la constante du

“Fractor” (capacité fractionnaire). La réalisation d’une impédance fractionnaire peut se faire

par juxtaposition en série de cellules Résistance-Capacité (d’impédance traditionnelle).

I.2.2. Electrotechnique :

Les machines électriques sont des composants omniprésents dans les systèmes

et réseaux d’énergie électrique, que ce soit pour la génération (centrales électriques) ou pour

les usages industriels ou domestiques en incluant le transport. Avec l’électrification

croissante des principaux domaines industriels, on trouve des actionneurs électriques dans les

réseaux de forte puissance comme ceux de taille plus modeste (réseaux embarqués ou iliens)

[122,69, 74, 92, 134].

La modélisation précise et compacte des machines électriques devient donc un objectif

essentiel en termes de conception et de simulation des futurs systèmes et réseaux électriques.

La finesse des modèles des générateurs et moteurs, synchrone et asynchrone notamment, est

ainsi très importante dans l’étude de la stabilité, de sécurité et de fiabilité des

réseaux. Ils doivent désormais tenir compte des effets liés aux harmoniques générés par

les dispositifs d'électronique de puissance massivement insérés dans le réseau de manière

à le gérer plus efficacement, pour modéliser l’influence de ces harmoniques sur le

comportement dynamique des machines (surtout sur le couple électromagnétique) [153].
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Pour construire un modèle valable sur une grande plage de fréquences, il est nécessaire

de tenir compte de l’effet de peau dans certaines parties conductrices de la machine. Pour la

machine synchrone, les courants induits liés à la diffusion du champ magnétique, se

localisent principalement dans les barres de la cage d’amortisseurs ou dans les pièces

massives du rotor. Pour la machine asynchrone, ces effets induits se situent dans la

cage d’écureuil de la machine.

Les travaux sur l’utilisation des systèmes d’ordre non entier pour la modélisation des

machines électriques ont été commencés dans les années 90 par le professeur Ivanès et

Retière au Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble, en France. Pendant plus d’une

décade, plusieurs articles sont apparus, traitant de la méthode, son application et

l’identification des paramètres des nouveaux schémas équivalent [124,125,127,130]. D’autres

travaux ont utilisé la modélisation d’ordre non entière pour modéliser les phénomènes

transitoires dans les machines électriques [56,57].

L’idée principale consiste à insérer des impédances d’ordre non entier dans les

schémas équivalents classiques de machines en tenant compte de la localisation des courants

induits dans la machine. Une étude analytique complète dans [126] a permis de valider cette

approche dans le cas de la machine asynchrone. Cette démarche permet de construire

des modèles de connaissance et d’ordre réduit des machines électriques tournantes, valables

sur une large plage de fréquences. A l’inverse de la modélisation classique, la modélisation

d’ordre fractionnaire permet de caractériser correctement les machines électriques aussi bien

en régime permanent qu’en régime transitoire où il faut prendre en compte les effets liés à la

fréquence d’alimentation, comme par exemple l’effet de peau.

I.2.3. Automatique :

En automatique, peu d’auteurs ont utilisé des lois de commande introduisant des

dérivées fractionnaires. Podlubny [120], Chen et al [44], et Caponetto et al [38]ont montrés

que la meilleure méthode pour assurer un contrôle éfficace des systèmes fractionnaires, est

l’utilisation de contrôleurs fractionnaires. Ils proposent une généralisation des contrôleurs

traditionnels PID. Mbodje et Montseny [98] et Matsuda et Fuji [97]ont appliqué avec succès

des lois de commande fractionnaires à des systèmes à paramètres distribués. Cependant, nous

ne pouvons aborder le sujet de contrôle fractionnaire sans invoquer l’approche CRONE,
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introduite par Oustaloup [111]. La commande CRONEest le travail d’un groupe de chercheurs

au Laboratoire de l’Intégration du Matériaux au Système (IMS) de Bordeaux sous la direction

d’Alain Oustaloup. Elle fait l’objet de nombreuses publications et de plusieurs ouvrages. La

méthodologie CRONE permet la synthèse dans le domaine fréquentiel de commandes

dynamiques robustes par retour de sortie pour des systèmes linéaires stationnaires (LTI),

incertains, monovariables (SISO) [114] ou multivariables (MIMO) [90]. Les performances

auxquelles elle conduit s’expliquent autant par la prise en compte aussi peu pessimiste que

possible des incertitudes portant sur les systèmes commandés, que par l’efficacité des

paramètres de réglage utilisés.

La commande PID d’ordre fractionnaire (PIλDμ) a aussi connu un très rand succès

auprès des chercheurs en théorie de contrôle, depuis sa proposition par Podlubny [121].

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’ajustement des paramètres de ce régulateur qui a

prouvé son efficacité et sa supériorité par rapport à la commande PID classique [3,

34,59,101].

La commande adaptative d’ordre fractionnaire attire aussi un intérêt croissant des

chercheurs automaticiens, avec plusieurs schémas proposes régulièrement [1,43, 150], et des

applications aussi variées que la robotique [50], les machines électriques [140], la commande

d’une chaudière [62], ou les panneaux solaires [107]…etc.

I.2.4. Chimie

Les dispositifs de stockage sont de plus en plus présents dans les réseaux ou systèmes

d’énergie dans la mesure où ils peuvent contribuer à une gestion énergétique plus efficace, du

point de vue du producteur, du consommateur ou du distributeur [91].

A ce titre, les batteries électrochimiques (plomb, Ni-Cd, Li-ion ou autres) et les

supercapacités ont un potentiel d’utilisation considérable dans un contexte de diversification

des sources et d’utilisation d’énergies intermittentes. Mais là encore, il est nécessaire de bien

maîtriser leur fonctionnement dynamique de manière à bien les dimensionner et mettre

en place des stratégies de gestion de l’énergie en tenant compte de leur état de charge et de

leur vieillissement (BMS : Battery Management System).
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Le super-condensateur est un condensateur de très grande capacité par rapport à ses

dimensions relativement petites grâce au phénomène de double couche . Il permet ainsi de

disposer de densités de puissance beaucoup plus importantes que celles des batteries

plus utilisées comme sources d’énergie. Que ce soit pour une batterie ou une supercapacité, il

est nécessaire de modéliser finement la porosité au niveau des électrodes où diffusent les ions

de l’électrolyte [145]. De manière similaire aux machines électriques et piles à combustible,

ce phénomène peut là encore être modélisé électriquement par des systèmes d’ordre non

entier.

Le modèle classique du super-condensateur est présenté sur la fig. I.1 ci-dessous.

Figure I.1. Schémas équivalent du super-condensateur

Il est composé de trois éléments : une résistance interne Ri (qui modélise l’électrolyte et

ses connections), une inductance L (qui modélise des connections et qui élimine des

erreurs d’identification aux fréquences intermédiaires) et une impédance complexe Zp

modélisant la porosité des électrodes du super-condensateur [35].

௣ܼ(߱) =
தǤୡ୭୲୦�ሺඥ௝ఠǤఛ)

஼Ǥඥ௝ఠǤఛ
(I.6)

Classiquement, on peut approcher l’impédance Zp par un nombre fini de cellules R-C placées

en parallèle [35]. Cette approche conduit toutefois à un modèle comportant beaucoup (trop)

de paramètres pour une approche Systèmes.

Dans [131] est proposée une approximation de l’impédance Zp par un système d’ordre
ଵ

ଶ

décrit par (I.7). Cela permet d’obtenir une très bonne cohérence avec le modèle analytique,

en identifiant un minimum de paramètres (4 au lieu d’environ 20 pour le modèle classique).

௣ܼ
ଵȀଶ(߱) =

ටଵା௝
ഘ

ഘ బ

஼బǤ௝ఠ
(I.7)
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La modélisation d’ordre non entier a ainsi permis de réduire considérablement l’ordre

du modèle (nombre de paramètres) et en même temps d’améliorer la précision de sa

représentation fréquentielle. Il faut cependant noter que le modèle développé en [131]

est linéaire, ce qui veut dire qu’il ne prend pas en compte l’influence de la

température ou d’effets de tension. Néanmoins, d’autres travaux présentent des modèles

d’ordre fractionnaire de supercapacités non linéaires [31].

Pour les batteries, des travaux similaires utilisent la modélisation d’ordre non entier

pour réduire l’ordre de représentation, mais également pour caractériser le vieillissement de la

batterie à partir d’un nombre restreint de paramètres [77].

I.2.5 Thermique : Diffusion et équation de la chaleur

L’exemple le plus simple de système fractionnaire est l’équation de la chaleur à une

dimension spatiale, commandée aux bords. En opérant un bon choix de la variable de sortie,

nous obtenons un dérivateur d’ordre
ଵ

ଶ
A partir de ce transfert, il n’est pas compliqué de

construireun système physique idéalisé qui représente un transfert fractionnaire propre, à

savoir un transfert d’ordre deux avec une dérivation d’ordre
ଷ

ଶ
.Cet exemple a été traité dans

[16] et repris dans[93,65, 119 , 136]. On rappelle que l’équation de la chaleur est donnée par

l’équation aux dérivées partielles :

డ௩ሺ௧ǡ௫ሻ

డ௧
ൌ ܿ

డమ௩ሺ௧ǡ௫ሻ

డ௫మ
�ǡݐ൐ Ͳǡെλ ൏ ൏ݔ Ͳ (I.8)

où t est une variable scalaire libre symbolisant le temps, x une variable libre scalaire ou

vectorielle, représentant l’espace et c une constante positive. Nous nous intéressons ici à

l’équation de la chaleur à une dimension spatiale ; où la variable libre x est scalaire. Nous

considérons les conditions initiales et aux limites suivantes :

(ݔͲǡ)ݒ ൌ Ͳǡݔ������������������൏ Ͳ

(ǡͲݐ)ݒ ൌ ൌݔ��������������ǡ(ݐ)ݑ Ͳ

lim
௫՜ஶ

(ݔǡݐ)ݒ ൌ Ͳǡݐ��������������൐ Ͳ
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Nous supposons que u est une fonction de type exponentiel avec variation bornée presque

partout (ceci garanti l’existence de la transformée de Laplace de v et la validité de la formule

intégrale de la transformée inverse). Ainsi, le problème peut être résolu par passage dans le

plan opérationnel. En utilisant la transformée de Laplace nous obtenons :

డమ௩ොሺௌǡ௫ሻ

డ௫మ
=

ௌ

௖
)ොݒ ǡܵݔ)ǡݔ��������������൐ Ͳ (I.9)

)ොݒ ǡܵͲ) ൌ ሻݏොሺݑ

La solution formelle de (I-9) est

)ොݒ ǡܵݔ) ൌ )ଵܥ )ܵ���ቌെݔඨ
ܵ

ܿ
ቍ ൅ )ଶܥ )ܵ����ሺݔඨ

ܵ

ܿ
)

Pour des raisons de bornitude, et tenant compte de la condition aux limites )ොݒ ǡܵͲ) ൌ )ොݒ )ܵ on

obtient :

)ොݒ ǡܵݔ) ൌ )ොݑ )ܵ����ሺݔට
ௌ

௖
) (I.10)

Pour x>0

���ቌݔඨ
ܵ

ܿ
ቍ ൌ ࣦቊ

ݔ

ܿߨ√2
ݐ
షమ

య �ሺ݌ݔ݁
ଶݔ

Ͷܿ ݐ
ሻቋ

Soit (ݔǡݐ)ݒ: =
௫

ଶ√గ௖
∫ ߬

షమ

య exp (
௧

଴

௫మ

ସ௖௧
െݐ)ݑ� )߬݀ ሻ߬ (I.11)

D’une part, on vérifie que (I.11) est bien une solution de l’équation (1.8), d’une autre part, à 

partir de (I.9), on déduit que :

ොሺܵݒ߲ ǡݔሻ

ݔ߲
=

1

√ܿ
ܵ
భ

మݒ�ෝ( ǡܵݔ),

Et en particulier,

ሺܵݒ߲ ǡͲሻ

ݔ߲
=

1

√ܿ
ܵ
భ

మݑ�ෝ( )ܵ
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Si nous définissons comme variable de sortie : 

؜ሻݐሺݕ √ܿ
డ௩ሺ௧ǡ଴ሻ

డ௫
,

Nous obtenons le transfert suivant :

ොሺܵݕ ሻൌ ܵ
భ

మݑ�ෝ( )ܵ

Ce qui permet d’établir le constat suivant : l’équation de transfert de la chaleur avec l’entrée

uet la sortie y est donc un dérivateur d’ordre
ଵ

ଶ
.

I.2.6. Mécanique

La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent décrite à l’aide

de deux tenseurs, celui des déformations noté ௜௝ߝ et celui des contraintesߪ௜௝.Certains

matériaux, comme les polymères (gommes, caoutchouc,...), présentent un comportement

intermédiaire entre caractères visqueux et élastiques, qualifié de viscoélastique. De tels 

systèmes peuvent être modélisés à l’aide de la relation suivante entre les deux tenseurs :

௜௝ߪ ൌ (ݐ)௜௝ߝܧ ൅ ߟ
݀ఈ

ఈݐ݀
ǡ���Ͳ൏(ݐ)௜௝ߝ ߙ ൏ ͳ

Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [119,120] (pourߙ ൌ
ଵ

ଶ
). Dans [25]

l’introduction de dérivée fractionnaire dans le cas de polymères est motivée par l’analyse

suivante :à cause de la longueur des fibres, les déformations appliquées prennent du temps à 

être communiquées de proche en proche (la longueur des fibres, enroulées, étant bien 

supérieure à la distance géométrique). Elles sont progressivement amorties et induisent des

éffets de mémoire(l’état à l’instant t va dépendre des états antérieurs). Si la contrainte décroît

comme  ሺଵାఈሻ elle pourra induire une dérivée fractionnaire d’ordre α. Cet opérateur permetିݐ

ainsi de donnerune description macroscopique simple (ne nécessitant que peu de paramètres)

de phénomènes microscopiques complexes. Une présentation de la viscoélasticité via la

dérivation fractionnaire est donnée dans [53].

I.2.7. Acoustique

Pour certains instruments de musique à vent les pertes viscothermique peuvent être

modélisées efficacement à l’aide de dérivées fractionnaires temporelles [63].
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I.3 Calcul Fractionnaire

Le calcul fractionnaire (intégration et différentiation d'ordre fractionnaire) est le champ

de l'analyse mathématique et l’application des intégrales et des dérivées d'ordre arbitraire. Le

calcul fractionnaire peut être considéré comme un sujet ancien et encore nouveau. Ces

dernières années l'intérêt considérable pour le calcul fractionnaire a été stimulé par ses

applications dans les différents domaines de la physique et de l’ingénierie.

La représentation mathématique des systèmes fractionnaires dans le domaine fréquentiel

donne des fonctions irrationnelles qui, dans le domaine temporel, correspondent à des

équations différentielles difficiles à exploiter. Vu l'absence de méthodes mathématiques, les

systèmes dynamiques d'ordre fractionnaire étaient jusque-là étudiés de façon marginale

seulement, que ce soit en théorie ou en application. Pour des raisons d’analyse, de synthèse, et

de simulation de tels systèmes, l’utilisation des fonctions rationnelles pour l’approximation

s’avère d’une grande importance. Alors pour analyser et concevoir les systèmes de

commande d’ordre fractionnaire il faut les approximer par des fonctions rationnelles [82].

L'opérateur intégro-différentiel ௧ܦܿ
௠ ou ܿ et t sont les limites de l'opération est défini

ainsi:

௧ܦܿ
௠ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݀

݉

݉ݐ݀
 … … … … . … … . . … ℜ(ߙ) > 0 ,

       1 … … … … . … … . ℜ(ߙ) = 0 ,

∫ ሺ݀ ሻ߬
െ݉

… … … . . ℜ(ߙ) < 0 ݐ,
ܿ

� (I.12)

où�݉ est l'ordre de l'opération, généralement �Ը߳�ߙ

I.3.1 Définitions fondamentales

Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation d'ordre

fractionnaire. Ces définitions ne mènent pas toujours à des résultats identiques mais sont

équivalentes pour une large gamme de fonctions [7, 42, 109].

I.3.1.1 Définition de Riemann-Liouville

Définition 1 Soient C et ℜ les anneaux des nombres complexes et réels respectivement,ℜ(.)

Symbolise la partie réelle d'un nombre complexe.

Soientߙ ሻ൐ߙ��avecԸሺܥג Ͳ,ݐ଴ א ܴ��et ݂��une fonction localement intégrable définie sur

ሾݐ଴ , +∞[ .
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L'intégrale d'ordre α de d݂e borne inférieure t0 est définie par :

ଵ

୻ሺ஑ሻ
∫ ሺݐെ ሻఈିଵߦ
௧

௧బ
ሻߦሺ݀(ߦ݂) (I.13)

avecΓ(ݔ) = ∫ ݁ି௧
ஶ

଴
estݐ௫ିଵ݀ݐ la fonction gamma d'Euler.

Définition 2 Soientܥ�߳�ߙavec Ըሺߙሻ൐ Ͳ, n un entier positif, ଴ݐ ∈ ℜ et u݂ne

fonctionlocalement intégrable définie sur [t0, + ∞ [. La dérivée d'ordre fractionnaire α de la

fonction de ݂�borne inférieure t0 est définie par:

ோ௅ܦ௧బ
ఈ (ݐ݂) =

ଵ

୻(୬ି஑)

ௗ೙

ௗ௧೙
∫ െݐ) )߬௡ିఈିଵ
௧

௧బ
(݂ )߬݀߬ (I.14)

Où le nombre entier n est tel que (n −1) <α <n.

Remarque: pour simplifier l'écriture, on notera dans la suit ఈpourܫ ଴ܫ
ఈet ఈpourܦ ଴ܦ

ఈ .

I.3.1.2 Définition de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire définie:

஼ܦ௧బ
ఈ (ݐ݂) =

ଵ

୻(୬ି஑)
∫ െݐ) )߬௡ିఈିଵ
௧

௧బ
݂ሺ݊ ሻ( )߬݀߬ (I.15)

Où le nombre entier n est tel que (n −1) <α <net ݂(௡)( )߬est la dérivée d'ordre entier n de la

fonction�݂ ሺ߬ ሻ.

I.3.1.3 Définition de Gründwald-Leitnikov[42]

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre 0<ߤ de Gründwald-Leitnikov( G-L ) est donnée par:

ఓܦ (ݐ݂) =
ௗഋ

ௗ௧ഋ
(ݐ݂) = lim௛՜଴ℎିఓ ∑ (−1)௝௞

௝ୀ଴ ቀ
ߤ
ቁ݆ (݂݄݇ െ ݆݄ ) (I.16)

Où h est la période d’échantillonnage et les coefficients

߱௝
(ఓ)

ൌ ቀ
ߤ
ቁ݆ൌ

(ఓାଵ)

(௝ାଵ)(ఓି௝ାଵ)
(I.17)

Avec ߱଴
(ఓ)

ൌ ቀ
ߤ
0
ቁൌ ͳǡsont les coefficients du binôme suivant :

(ͳെ ܼ)ఓ = ∑ (−1)௝ஶ
௝ୀ଴ ቀ

ߤ
ቁ݆ܼ௝ = ∑ ߱௝

(ఓ)
௝�������������������������������������������������������ஶݖ

௝ୀ଴ (I.18)
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La définition de Grünewald-Leitnikov de l'intégrale d'ordre fractionnaire est formulée comme

suit :

ఒܫ (ݐ݂) ൌ ఒିܦ (ݐ݂) = lim௛՜଴ℎఒ ∑ (−1)௝ஶ
௝ୀ଴ ൬

െߣ
݆
൰ (݂݄݇ െ ݆݄ )(I.19)

Où h est la période d’échantillonnage et les coefficients ߱௝
(ିఒ)

avec߱௝
(ିఒ)

ቀିఒ
௝
ቁൌ ͳ, sont les

coefficients du binôme suivant :

(ͳെ ܼ)ିఒ = ∑ (−1)௝ஶ
௝ୀ଴ ቀିఒ

௝
ቁܼ௝ = ∑ ߱௝

(ିఒ)ஶ
௝ୀ଴ ܼ௝ (I.20)

I.3.2 Propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire

Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les

suivantes [42] :

1. si f (z) est une fonction analytique de z, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire Dఈf(z)est

une fonction analytique de z et α. 

2. pour α = n, ou n est un entier, l'opération Dఈf(z) donne le même résultat que la

différentiation classique d'ordre entier.

3. pour α = 0 l'opération Dఈf(z) est l'opérateur identité: D଴f(z)= f (z).

4. la différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaires:

Dα(a f(z) + b g(z)) = a Dα f(z) + b Dα g(z) .

5. la loi additive (propriété du semi groupe)

Dఈ Dఉf(z) = DఉDఈf(z) = Dఈାβf(z) .

est valable sous certaines contraintes sur la fonction f (z).

I.3.3 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire

I.3.3.1 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire de

Riemann-Liouville d'ordre α > 0 définie par l'équation (I.13), qu'on peut écrire comme une 

convolution des fonctions (ݐ)݃ ൌ ఈିଵݐ et��݂ (ݐ) [21, 36, 37] :

ఈܫ (ݐ݂) ൌ ఈܦ (ݐ݂) =
ଵ

Γ(α)
∫ െݐ) )߬ఈିଵ
௧

଴
(݂ )߬݀߬ൌ ఈିଵݐ ሻݐሺ݂כ (I.21)



Chapitre I Les Systèmes d’ordre fractionnaire

20

La transformée de Laplace de la fonction ఈିଵestݐ :

G(S) = L{tαିଵ} = Γ(α)Sିα (I.22)

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de la convolution:

L{f(t) ∗ d(t)} = F(S). G(S)

On obtient la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville et celle de

Gründwald- Leitnikov :

{ሻݐఈ݂ሺܫ}ܮ ൌ ܵିఈF(S) (I.23)

I.3.3.2 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la

dérivée [45].

A. Définition de Riemann-Liouville

{ሻݐఈ݂ሺܦ}ܮ ൌ ܵఈܨ( )ܵ − ∑ ܵ௄௡ିଵ
௄ୀ଴ ௧ୀ଴[ሻݐఈି௄ିଵ݂ሺܦ] (I.24)

Avec (n −1) <α <n. Cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est

bien connue [34]. Mais son applicabilité en pratique est limitée à cause de l'absence

d'interprétation physique des valeurs limites des dérivées d'ordre fractionnaire pour t = 0.

B. Définition de Caputo

{ሻݐఈ݂ሺܦ}ܮ ൌ ܵఈܨ( )ܵ − ∑ ܵ௄ିఈିଵ௡ିଵ
௄ୀ଴ ݂ሺͲሻ (I.25)

Avecሺ݊ െ ͳሻ൏ ߙ ൏ ݊

Remarque

L’avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-Liouville

est que celle de Caputo permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles

à interpréter telles que:(0)ݕ� ൌ ᇱ(0)ݕ,଴ݕ ൌ ଵݕ …etc. De plus, la dérivée de Caputo d’une

constante est bornée (égale à0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas bornée à t = 0. La seule exception est quand on prend t = −∞ comme point de départ 

(limite inférieure) dans la définition de Riemann-Liouville. Cependant, quand on s’intéresse à

des processus transitoires, on ne peut pas accepter de placer le point de départ à − ∞ ; dans ce 

cas la définition de Caputo semble être la plus appropriée quand on la compare aux autres.
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C. Définition de Gründwald-Leitnikov[82] :

{ሻݐఈ݂ሺܦ}ܮ ൌ ܵఈܨሺܵ ሻ (I.26)

I.4 Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire

Dans la suite nous allons présenter quelque méthodes d’approximation de l’opérateur

d’ordre fractionnaire qui peuvent être divisées en deux catégories (fréquentielles et

numériques)[46], avec un intérêt particulier à la méthode de la fonction singulière [40] qui

sera entièrement détaillée dans ce chapitre.

I.4.1 Méthodes Fréquentielles :

I.4.1.1 Approximations utilisant l'expansion des fractions continues et les

techniques d'interpolation

L'expansion des fractions continues [82, 100] est une méthode d'évaluation des

fonctions qui converge souvent beaucoup plus rapidement que le développement en série de

puissances, et converge dans un domaine plus large du plan complexe. Le résultat de cette

approximation pour une fonction irrationnelle G(s) , peut être exprimé sous la forme

(ݏ)ܩ ؆ ଴ܽ( )ܵ +
௕భሺௌሻ

௔భ(ௌ)ା�
್మሺೄሻ

ೌమ(ೄ)శ�
್యሺೄሻ
ೌయ�శڮ

(I.27)

)ܩ )ܵ ൌ ଴ܽ( )ܵ +
௕భሺௌሻ

௔భ(ௌ)ା

௕మሺௌሻ

௔మ(ௌ)ା

௕యሺௌሻ

௔య(ௌ)ା
… (I.28)

Où ௜ܽሺܵ ሻ et ௜ܾሺܵ ሻ sont des fonctions rationnelles de la variable ܵ ou des constantes.

L'application de cette méthode résulte en une fonction rationnelleܩ෠ሺܵ ሻ, qui est une

approximation de la fonction irrationnelleܩ�ሺܵ ሻ.

D'autre part, pour l'interpolation, les fonctions rationnelles sont parfois supérieures aux

polynômes, car elles permettent de modéliser les fonctions par des pôles. Ces techniques sont

basées sur l'approximation d'une fonction irrationnelle ሺܵܩ ሻ par une fonction rationnelle

définie par le quotient de deux polynômes de la variable ܵ :

)ܩ )ܵ ؆ ܴ௜(௜ାଵ)…(௜ା௠ ) =
௉ഋሺௌሻ

࣫ೡሺௌሻ
=

௣బା௣భ௦ାڮ ௣ഋ௦
ഋ

௤బା௤భ௦ାڮ ௤ೡ௦
ೡ

(I.29)

qui passe par les points൫ݏ௜ǡܩ(ݏ௜)൯Ǣǥ ሺݏ௜ା௠ �ǡݏ)ܩ௜ା௠ )).
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I.4.1.1.1 Méthode Générale d'approximation des opérateurs intégro-différentiels

d'ordre fractionnaire

En général, une approximation rationnelle de la fonction (ݏ)ܩ ൌ ఓtelݏ queͲ൏ ൏ߤ

1(Intégration d'ordre fractionnaire dans le domaine de Laplace) peut être obtenueen utilisant

l'expansion des fractions continues des fonctions :

(ݏ)௛ܩ =
ଵ

ሺଵା௦Ǥ் ሻഋ
(I.30)

(ݏ)௟ܩ = (1 +
ଵ

௦
)ఓ (I.31)

Où ሻݏ௛ሺܩ est l'approximation pour les hautes fréquencesሺ்ݓ� ≫ 1), et ሻݏ௟ሺܩ

l'approximation pour les basses fréquencesሺ்ݓ ≪ 1).

I.4.1.1.2 Méthode de Carlson

La méthode proposée par Carlson tirée du processus régulier de Newton utilisé pour

l'approximation itérative de la racine d’ordreߙ�, peut être considérée comme appartenant à ce

groupe [82]. Cette méthode se base sur l'hypothèse suivante :

ሺ(ݏ)ܪ�)ଵ ఓ⁄ െ (ݏ)ܩ = 0 (I.32)

(ݏ)ܪ ൌ ሺ(ݏ)ܩ)ఓ (I.33)

En définissantݍൌ
ଵ

ఓ
. ݉ ൌ

௤

ଶ
à chaque itération, partant de la valeur initialeܪ଴(ݏ) = 1, une

fonction rationnelle approximée peut être donnée par :

(ݏ)௜ܪ ൌ ௜ିܪ ଵሺݏሻ
(௤ି௠ )ሺு೔షభ(௦ሻ)మା(௤ା௠ )ீሺ௦ሻ

(௤ା௠ )൫ு೔షభ(௦)൯
మ
ା(௤ି௠ )ீሺ௦ሻ

(I.34)

Le modèle d’approximation est obtenu ensuite, en remplaçant chaque opérateur d’ordre

fractionnaire de la fonction de transfert irrationnelle par son approximation rationnelle.

I.4.1.1.3 Méthode de Matsuda

La méthode proposée par [97] est basée sur l’approximation de l’opérateur d’ordre

fractionnaire (ݏ)ܩ ൌ ఈparݏ une fonction rationnelle ሻݏ෠ሺܩ en identifiant le modèle

d’approximation à partir de son gain. Le gain est calculé en utilisant M fréquences reparties

dans une bande de fréquence [߱଴ǡ߱ ெ ] dans laquelle se fait l’approximation. Pour un

ensemble de points sélectionnés ߱௜�ǡ݅ ൌ Ͳǡͳǡʹ ǥ ܯ , l’approximation prend la forme :

(ݏ)෠ܩ ൌ 0ܽ +
െఠబݏ

1ܽ+

െఠభݏ

2ܽ+

െఠమݏ

3ܽ+
ǥ Ǥൌ ሾܽ 0;

െఠ೔షభݏ

ܽ݅
]
ൌ݅ͳ

ܯ
(I.35)
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Où

௜ܽൌ (݂߱ )݅,�݂଴(߱) ൌ ,(ݏ)ܩ ௜݂ାଵሺݏሻൌ
௦ି ߱݅

௙೔(௦)ି௔೔
(I.36)

Le modèle d’approximation est obtenu en remplaçant chaque opérateur d’ordre fractionnaire

de la fonction de transfert irrationnelle explicite par son approximation.

I.4.1.2 Approximations utilisant l'ajustement de courbes ou les techniques

d'identification

En général toutes les méthodes d'identification dans le domaine fréquentiel peuvent être

appliquées pour obtenir une fonction rationnelle, dont la réponse fréquentielle se rapproche de

celle de la fonction irrationnelle originale. Par exemple cela peut être la minimisation de la

fonction coût suivante :

ൌܬ ∫ܹ ሺݏሻห(ݓ)ܩ െ ሻหݓ෠ሺܩ
ଶ
ݓ݀ (I.37)

Où ܹ ሺݏሻ est une fonction de pondération, la(ݓ)ܩ réponse fréquentielle originale, et (ݓ)෠ܩ

est la réponse fréquentielle de la fonction rationnelle approximée. Les deux approches les

plus connues sont celles proposées par Oustaloup et Charef.

I.4.1.2.1 La méthode d’Oustaloup

L’approximation d’Oustaloup d’un dérivateur généralisé, dont l’action différentielle couvre tout

l’espace des fréquences, repose sur une distribution récursive d’une infinité de zéros et de pôles réels

négatifs (afin d’assurer un comportement à phase minimale) [111, 112]. Dans le cadre d’une synthèse

réaliste (pratique) fondée sur un nombre fini de zéros et de pôles, il convient de réduire le

comportement différentiel généralisé sur un intervalle fréquentiel borné, choisi selon les besoins de

l’application [114].

Ainsi, l’approximation de l’opérateurݏఈ,ߙ� א ܴା ,dans une bande de fréquence[߱଴ǡ߱ ெ ]est

donnée par une fonction rationnelle[113] :

(ݏ)෠ܩ ൌ ∏�ܥ
ଵା௦ ௭ೖ⁄

ଵା௦ ௪ೖ
ᇲ⁄

ே
௞ୀିே (I.38)

En utilisant l'ensemble des formules de synthèse suivantes :

଴ݓ
ᇱൌ ௨ݓ଴ǤହǤߙ ଴ݓ; ൌ ௨ݓ଴Ǥହߙ ;

௪ೖశభ
ᇲ

௪ೖ
ᇲ =

௪ ೖశభ

௪ ೖ
ൌ ൐ߟǤߙ ͳ ; (I.39)

௪ ೖశభ

௪ ೖ
ൌ ൐ߟ ͳ ;

௪ ೖ

௪ೖ
ᇲ ൌ ߙ ൐ Ͳ�;ܰ ൌ

୪୭୥ሺ௪ಿ ௪ బሻ⁄

୪୭୥ሺఈǤఎሻ
ൌߤ;

୪୭୥ఈ

୪୭୥ሺఈǤఎሻ
; (I.40)
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௨étantݓ le gain fréquentiel unité et la fréquence centrale d'une bande de fréquences

distribuées géométriquement autour. Soit, ௨ݓ = ඥݓ௛Ǥݓ௕ݓ௛et ௕ݓ sont la haute et basse

fréquence respectivement.

I.4.1.2.2 Méthode de Charef : Fonction de singularité

Dans le but d'implémenter des modèles d'ordre fractionnaire dans les schémas de

commande présentés dans ce travail, nous utiliserons la méthode appelée "Méthode de la

fonction de singularité" développée par Charef et al. [40-42], qui est présentée dans cette

section. La méthode d'approximation sera différente selon que le transfert d'ordre

fractionnaire à approximer soit du premier ou du second ordre.

 Système du premier ordre fractionnaire

Pour un système d'ordre fractionnaire du premier ordre :

(ݏ)ܩ =
ଵ

൬ଵା
ೞ

ು೅
൰
ഁ (I.41)

On peut réécrire la fonction (I.41) comme suit (voir aussi [42]) :

(ݏ)ܩ =
ଵ

൬ଵା
ೞ

ು೅
൰
ഁ = limே՜ஶ

∏ ൬ଵା
ೞ

ೋశ೔
൰ಿషభ

೔సబ

∏ ൬ଵା
ೞ

ು೔
൰ಿ

೔సబ

(I.42)

où (N + 1) est le nombre total des singularités qui peut être déterminé par la bande de

fréquences du système. L'équation (I.42)peut être tronquée à un nombre fini N, et

l'approximation devienne:

(ݏ)ܩ =
ଵ

൬ଵା
ೞ

ು೅
൰
ഁ ≈

∏ ൬ଵା
ೞ

ೋ೔
൰ಿషభ

೔సబ

∏ ൬ଵା
ೞ

ು೔
൰ಿ

೔సబ

(I.43)

Les pôles et les zéros de la fonction de singularités peuvent être obtenus comme suit :

௜ൌ݌ ሺܽ ܾሻ௜݌଴�ൌ ͳǡʹǡ͵ǡǥ ǡܰ (I.44)

௜ൌ݌ ሺܽ ܾሻ௜ܽ݌଴�ൌ ͳǡʹǡ͵ǡǥ ǡܰ െ ͳ (I.45)

avec,

଴݌ ൌ ்ܲ 10
ച೛

మబഁ (I.46a)

ܽൌ ͳͲ
ച೛

భబሺభషഁሻ (I.46b)
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ܾൌ ͳͲ
ച೛

భబഁ (I.46c)

ߚ ൌ
୪୭୥ሺ௔ሻ

୪୭୥ሺ௔௕ሻ
(I.46d)

est߳݌ l'erreur tolérée en ܤ݀ .

avec une pente de െʹ Ͳߚ���Ȁ����et son approximation par des lignes droites en zig-zig avec

des pentes individuelles de −20 dB/dec et 0 dB/dec .

 Système du second ordre fractionnaire :

Pour un système de second ordre décrit par l'équation (I.47):

(ݏ)ܩ =
ଵ

൬
ೞమ

ೢ ೙
మାଶక

ೞ

ೢ ೙
ାଵ൰

ഁ (I.47)

avecߚ un nombre réel positif tel queͲ൏ ߚ ൏ ͳ , on peut distinguer deux cas :

- Cas oùͲ�൏ ߚ� ൏ �Ͳǣͷ�:

On peut exprimer la fonction (I.47)comme suit :

(ݏ)௘ܩ =
ቀ
ೞ

ೢ ೙
ାଵቁቀ

ೞ

ೢ ೙శభ
ቁ
ആ

൬
ೞమ

ೢ ೙
మାଶఈ

ೞ

ೢ ೙
ାଵ൰

(I.48)

avec ߙ ൌ ఉetߦ ൌ ͳെ ʹ ߚ , ce qui peut aussi être approximé par la fonction,

(ݏ)௘ܩ ≈
ቀ
ೞ

ೢ ೙
ାଵቁ

൬
ೞమ

ೢ ೙
మାଶఈ

ೞ

ೢ ೙
ାଵ൰

∏ ൬ଵା
ೞ

ೋ೔
൰ಿషభ

೔సబ

∏ ൬ଵା
ೞ

ು೔
൰ಿ

೔సబ

(I.49)

Les singularités (pôles ௜ܲet zéros ௜ܼ ) sont données par les formules suivantes :

௜ൌ݌ ሺܽ ሻܾ௜ି ଵݖଵ�ൌ ͳǡʹǡ͵ǡǥ ǡܰ (I.50)

௜ൌݖ ሺܽ ሻܾ௜ି ଵݖଵ�ൌ ʹ ǡ͵ǡǥ ǡܰ െ ͳ (I.51)

avec

ଵܼ ൌ ܾ√௡ݓ (I.52a)

ܽ ൌ ͳͲ
ച೛

భబሺభషആሻ (I.52b)

ܾൌ ͳͲ
ച೛

భబആ (I.52c)

ൌߟ
୪୭୥ሺ௔ሻ

୪୭୥ሺ௔௕ሻ
(I.52d)

�est߳݌ l'erreur tolérée en ܤ݀
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L'ordre d'approximation ܰ�est calculé en fixant la bande de fréquences de travail, spécifiée

par ௠ݓ ௔௫ telle que : ேܲିଵ ൏ ௠ݓ ௔௫ ൏ ேܲ , ce qui mène à la valeur suivante :

ܰ ൌ ������������°������ቈ
୪୭୥ቀ

ೢ ೘ ೌೣ
ುభ

ቁ

୪୭୥ሺୟୠሻ
൅ ͳ቉൅ ͳ (I.53)

peut(ݏ)௘ܩ alors être écrite sous la forme d'une fonction paramétrique d'ordre N + 2 :

(ݏ)௘ܩ =
ୠౣ బୱಿ ାୠౣ భୱಿ

షభାڮାୠౣ ಿ

ୱಿ శమାୟౣ భୱಿ
శభାڮାୟౣ

ಿ

(I.54)

Les coefficients a୫ ౟
et b୫ ౟

sont calculés à partir des singularités ௜ܲ , ௜ܼainsi que ߙ et ௡ݓ .

- Pour Ͳǣͷ�൏ ߚ� ൏ �ͳ�

La fonction d'approximation est donnée comme suit :

(ݏ)௘ܩ =
ቀ
ೞ

ೢ ೙
ାଵቁ

൬
ೞమ

ೢ ೙
మାଶఈ

ೞ

ೢ ೙
ାଵ൰ቀ

ೞ

ೢ ೙శభ
ቁ
ആ (I.55)

Où ߙ ൌ ఉetߦ ൌ ͳെ ʹ ߚ , qui développée comme précédemment avec les valeurs singulières

suivantes :

௜ܲൌ ሺܽ ሻܾ௜ି ଵ݌ଵ�ൌ ͳǡʹǡ͵ǡǥ ǡܰ (I.56)

௜ܼൌ ሺܽ ሻܾ௜ି ଵܽ݌ଵ�ൌ ʹ ǡ͵ǡǥ ǡܰ െ ͳ (I.57)

avec��ܼଵ ൌ ܾ√௡ݓ (I.58a)

ܽ ൌ ͳͲ
ച೛

భబሺభషആሻ (I.58b)

ܾൌ ͳͲ
ച೛

భబആ (I.58c)

=ߟ
୪୭୥ሺ௔ሻ

୪୭୥ሺ௔௕ሻ
(I.58d)

est߳݌ l'erreur tolérée en dB.

Ge(s) peut alors être écrite sous la forme de la fonction paramétrique (I.54).

I.4.2 Méthodes Numériques :

Le principe de ces méthodes consiste à approximer le modèle d’ordre fractionnaire par

un modèle rationnel discret en substituant l’opérateur de Laplace s dans le modèle

fractionnaire par son équivalent en temps discret. La discrétisation est une étape nécessaire

lorsqu’on utilise des machines fonctionnant en discret pour commander ou simuler des

modèles continus. Dans le cas des opérateurs d’ordre fractionnaire analogiques, il existe deux

méthodes permettant d’obtenir l’équivalent discret de ces opérateurs analogiques [8].
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I.4.2.1 Méthode directe de discrétisation

La première méthode est appelée méthode directe de discrétisation, car elle permet

d’approximer directement l’intégrateur et le dérivateur d’ordre fractionnaire dans le domaine

discret. Parmi les techniques de discrétisation existantes on peut citer les plus utilisées, la

technique de l’expansion en série entière et la technique de l’expansion en fraction continue

[58].

I.4.2.1.1 Discrétisation utilisant la technique de l’expansion de série entière

La combinaison de la fonction génératrice d’Euler donnée par la règle de discrétisation de

l’opérateur dérivateur s =
ଵି୸షభ

୘
et la technique de l’expansion de série entière (PSE) pour

l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaires୫ ൌ ቀ
ଵି୸షభ

୘
ቁ
୫

, mène à l’expression suivante

[117]:

s୫ ≅ Tି୫ ∑ (−1)୩ቀ
m
k
ቁ�ି୩ஶ

୩ୀ଴ (I.59)

Cette équation est l’expression du dérivateur d’ordre fractionnaire de Grundwald-Leitnikov

d’ordre m [121]. Alors, la drivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction causale f(t) est

obtenue à partir de l’expression (I.16) comme suit :

ୢౣ ୤ሺ୲ୀ୬୘ሻ

ୢ୲
= Tି୫ ∑ (−1)୩ቀ

m
k
ቁ�ሺ(n − k)T)ஶ

୩ୀ଴ (I.60)

où T est la période d’échantillonnage. L’exécution de la PSE pour l’opérateur intégrateur

d’ordre fractionnaireିݏ���௠ ൌ ቀ
ଵି୸షభ

୘
ቁ
ି௠

mène aussi à la formule donnée par Lubich

[110]comme suit :

sି୫ ≅ T୫ ∑ (−1)୩ቀ
−m

k
ቁ�ି୩ஶ

୩ୀ଴ (I.61)

Donc, l’intégration d’ordre fractionnaire m d’une fonction causale f(t) est obtenue aussi à partir de

l’expression (I.19) par :

I୫ f(t = nT) = Tm ∑ (−1)k
ቀ

−m
k
ቁf((n − k)T∞

k=0 )(I.62)

Où I୫ est l’opération d’intégration d’ordre fractionnaire m.
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Une autre possibilité pour la discrétisation des opérateurs d’ordre fractionnaire analogiques avec la

technique de l’expansion de série entière (PSE) est l’utilisation de la règle de Tustin(bilinéaire)

s =
ଶ

୘

ଵି୸షభ

ଵା୸షభ
comme une fonction génératrice.

I.4.2.1.2 Approximation discrète en utilisant l’intégration numérique et

l’expansion de fraction continue :

La technique de l’expansion en fraction continue (CFE) qui approxime une fonction

irrationnelle par une fonction rationnelle a été aussi utilisée pour la discrétisation des

opérateurs d’ordre fractionnaire. Dans la référence [146], cette technique d’approximation a

été appliqué pour le dérivateur et l’intégrateur d’ordre fractionnaireݏ௠ et ௠ିݏ respectivement,

lorsque la fonction génératrice de Tustin donnée par la règle de discrétisation de l’opérateur

dérivateurݏൌ
ଶ

்

ଵି௓షభ

ଵା௓షభ
est utilisé. Alors, l’expression suivante a été obtenue :

േ௠ݏ ൌ ቀ
ଶ

்

ଵି௓షభ

ଵା௓షభ
ቁ
േ௠

؆ ௠טܶ ʹ൤ቀܧܨܥ�
ଵି௓షభ

ଵା௓షభ
ቁ
േ௠

൨ൌ ௠טܶ �௉೛ሺ௓
షభ)

࣫೜ሺ௓షభ)
(I.63)

où T est la période d’échantillonnage, p et q sont les ordres de l’approximation des polynômes

P et Q.

I.4.2.2 Méthode indirecte de discrétisation

La deuxième méthode, appelée la méthode indirecte, se déroule en deux étapes. Dans la

première on calcule le modèle rationnel continu qui approxime l’opérateur d’ordre

fractionnaire comme suit :

േ௠ݏ ؆ (ݏ)ܩ =
ேሺ௦ሻ

஽ሺ௦ሻ
(I.64)

Puis dans une seconde étape, en utilisant les méthodes de discrétisation usuelles pour obtenir

le modèle rationnel discret qui approxime le modèle fractionnaire analogique comme suit :

േ௠ݏ ≅ ሻ|௦ୀிሺ௭ሻݏሺܩ� (I.65)

où F(z) est la fonction génératrice de discrétisation donnée par :

- Euler [84]: ൌݏ������� (ݖ)ܨ =
ଵି௭షభ

்
(I.66)

- Tustin [84]: ൌݏ (ݖ)ܨ =
ଶ

்

ଵି௓షభ

ଵା௓షభ
(I.67)

- Al-Alaoui ൌݏ:[3] (ݖ)ܨ =
଼

଻்

ଵି௓షభ

ଵା௓షభȀ଻�
(I.68)

Où T est la période d’échantillonnage.
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Dans ce qui suit, on présente le modèle rationnel discret obtenu en utilisant les trois méthodes

classiques de discrétisation appliquées au model rationnel analogique obtenu par la méthode

de Charef [41].

I.4.2.2.1 Discrétisation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire par la

transformation Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui

Dans notre cas, l’implémentation numérique de l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire

est la discrétisation de la fonction rationnelle GI(s) de l’équation (I.13) approximant

l’intégrateur d’ordre fractionnaire ௠ିݏ ( avec 0 < m < 1) par les trois méthodes d’Euler, Tustin

et Al-Alaoui. Par conséquent, les filtres à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) obtenus sont

donnés par les fonctions de transfert suivantes :

- Euler [29, 61] : ௠ିݏ ≈ ∑
௛೔

ቌଵା

భష೥షభ

೅
೛೔

ቍ

= ∑
௛೔ǡ௭

ሺఋ೔ǡ௭ି ఞ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.69)

- Tustin [29, 61]: ௠ିݏ ≈ ∑
௛೔

ቌଵା

మ
೅
భషೋషభ

భశೋషభ

೛೔
ቍ

ൌ ሺݖ൅ ͳሻ∑
௛೔ǡ௭

ሺఈ೔ǡ௭ି ఒ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.70)

- Al-Alaoui [29, ௠ିݏ:[61 ≈ ∑
௛೔

൮ଵା

ఴ
ళ೅

భషೋషభ

భశೋషభȀళ�

೛೔
൲

= ∑
௛೔ǡሺ௭ା

భ

ళ
)

ሺ௟೔ǡ௭ି ఙ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.71)

Avec :

=௜ߙ 1 +
2

௜݌ܶ
ǡߣ௜=

2

௜݌ܶ
െ ͳǡ =௜ߜ 1 +

1

௜݌ܶ

௜߯=
1

௜݌ܶ
��ǡ ௜݈= 1 +

8

͹ܶ ௜݌
�ǡߪ���௜=

8

͹ܶ ௜݌
−

1

7

I.4.2.2.2 Discrétisation du dérivateur d’ordre fractionnaire par la transformation

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui

De la même manière, l’implémentation numérique de l’opérateur dérivateur d’ordre

fractionnaire est la discrétisation de la fonction rationnelle de l’équation (I.12)approximant le

dérivateur d’ordre fractionnaire ௠ݏ (avec 0 < m < 1) par les trois méthodes d’Euler, Tustin et

Al-Alaoui. Donc, les filtres à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) obtenus sont donnés par

les fonctions de transfert suivantes :



Chapitre I Les Systèmes d’ordre fractionnaire

30

- Euler [29, 61] : ௠ݏ ؆ ஽ܭ + ∑
௚೔
భష೥షభ

೅

ቌଵା

భష೥షభ

೅
೛೔

ቍ

ൌ ஽ܭ + ∑
௚೔ሺ௭ି ଵሻ

்ሺఋ೔ǡ௭ି ఞ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.72)

- Tustin [29, 61]: ௠ݏ ؆ ஽ܭ + ∑
௚೔

2
ܶ
ͳെܼ−1

ͳ൅ܼ−1

⎝

⎜
⎛
ଵା

2
ܶ
ͳെܼ−1

ͳ൅ܼ−1

೛೔

⎠

⎟
⎞

ൌ ஽ܭ + ∑
ଶ

்

௚೔ሺ௭ି ଵሻ

ሺఈ೔ǡ௭ି ఒ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.73)

- Al-Alaoui [29, 61]: ௠ݏ ؆ ஽ܭ + ∑
௚೔

8
͹ܶ

ͳെܼ−1

ͳ൅ܼ−1/7

⎝

⎜
⎛
ଵା

8
͹ܶ

ͳെܼ−1

ͳ൅ܼ−1/7
೛೔

⎠

⎟
⎞

ൌ ஽ܭ + ∑
଼

଻்

௚೔ሺ௭ି ଵሻ

ሺ௟೔ǡ௭ି ఙ೔)

ே
௜ୀ଴

ே
௜ୀ଴ (I.74)

Avec : =௜ߙ 1 +
ଶ

்௣೔
ǡߣ௜=

ଶ

்௣೔
െ ͳǡߜ௜= 1 +

ଵ

்௣೔
���ǡ߯ ௜=

ଵ

்௣೔
��ǡ ௜݈= 1 +

଼

଻்௣೔
�ǡߪ���௜=

଼

଻்௣೔
−

ଵ

଻

I.4.2.2.3 Algorithme Numérique de l’approximation Sub-Optimale

L’objectif de cette méthode est de trouver le modèle d’approximation d’ordre entier minimal

avec un retard de la forme suivante [25, 51]:

௥/௠ܩ ,ఛ(ݏ) =
+ଵs୰ߚ ⋯ + +ݏ௥ߚ ௥ାଵߚ

s୫ + ௠ݏଵߙ ିଵ + ⋯ + ௠ߙ ିଵݏ+ ௠ߙ
eିதୱ

(I.75)

La fonction objective qui permet de minimiser la norme H2 de réduction de l’erreur e(t) est

définie :

ܬ ฮܩ෠(ݏ) െ ௥Ȁ௠ܩ ǡఛሺݏሻฮଶఏ

ୀ௠ ௜௡
(I.76)

Avec θ est le vecteur de paramètres d’optimisation tel que: 

ߠ ൌ ଵǡǥߚ] ǡߚ௥ǡߙଵǡǥ ǡߙ௠ ǡ߬ ](I.77)

Pour l’évaluation simple de critère J, le terme de retard dans le modèle de réduction

Gr/m,τ (s) est approximé par la fonction  rationnelle  Gr/m(s) en utilisant la technique 

d’approximation de Padé [51, 100].

Le nouveau critère d’optimisation J est définie par

ܬ ฮܩ෠(ݏ) െ ෠௥Ȁ௠ܩ ሺݏሻฮଶఏ

ୀ௠ ௜௡
(I.78)
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Et la norme H2 est évaluée d’une manière récursive en utilisant l’algorithme cité dans [100].

On suppose une fonction de transfert stable de type:

(ݏ)ܧ ൌ (ݏ)෠ܩ െ ෠௥Ȁ௠ܩ ሺݏሻൌ ሻ(I.79)ݏሺܣሻȀݏሺܤ

Les polynômes Ak(s) et Bk(s) sont définies comme suit:

(ݏ)௞ܣ ൌ ଴ܽ
௞ ൅ ଵܽ

௞ݏ൅ ڮ ൅ ௞ܽ
௞ݏ௞�ǡܤ���௞(ݏ) ൌ ଴ܾ

௞ ൅ ଵܾ
௞ݏ൅ ڮ ൅ ௞ܾିଵ

௞ ௞ିଵ(I.80)ݏ

௜ܽ
௞ିଵet ௜ܾ

௞ିଵ sont évaluer d’une manière récursive de la forme

a୧
୩ିଵ ൌ ቊ

a୧ାଵ����������������������୧��୮ୟ୧୰�
୩

a୧ାଵ
୩ − α୩ a୧ାଶ

୩ , i Impair
�           i = 0, … , k − 1    

Et

b୧
୩ିଵ ൌ ቊ

b୧ାଵ����������������������୧��୔ୟ୧୰�
୩

b୧ାଵ
୩ − β

୩
a୧ାଶ
୩ , i Impair

�           i = 0, … , k − 1    

Avec ௞ߙ ൌ ଴ܽ
௞Ȁܽ ଵ

௞ et ௞ߚ ൌ ଵܾ
௞Ȁܽ ଵ

௞ .

La norme H2 d’approximation réduite de signal d’erreur ê(t) est évaluée sous la forme

J = ෍
β
୩
ଶ

2α୩

୬

୩ୀଵ

= ෍
(bଵ

୩)ଶ

2 a଴
୩aଵ

୩

୬

୩ୀଵ
(I.81)

La norme sub-optimal H2qui permet de réduire l’ordre de modèle d’un système fractionnaire

de l’ordre élevé est résumée par l’algorithme suivant [25, 51, 100]:

1. Choisir le modèle de réduction initial ෠௥Ȁ௠ܩ
଴ ሺݏሻ�

2. Evaluer l’erreur ฮܩ෠(ݏ) െ ෠௥Ȁ௠ܩ
଴ ሺݏሻฮ

ଶ

3. Utiliser l’algorithme d’optimisation (algorithme de Powell’s) pour estimer le meilleur

modèle ෠௥Ȁ௠ܩ
ଵ �ሺݏሻ.

4.Remplacer (Set) ෠௥Ȁ௠ܩ
଴ (ݏ) parܩ෠௥Ȁ௠

ଵ �ሺݏሻ , Aller à l’étape 2 si le modèle de réduction optimal

෠௥Ȁ௠ܩ
∗ �ሺݏሻn’est pas obtenus.

5. Sinon, Extraire le retard de ෠௥Ȁ௠ܩ
∗ �ሺݏሻ.
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I.5 Conclusion

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base du calcul fractionnaire. Nous

avons présenté quelques définitions mathématiques des opérateurs fractionnaires avec leurs

propriétés et leur transformées de Laplace. Nous avons présenté aussi deux classes de

méthodes d’approximation de la dérivée et l’intégrale d’ordre fractionnaire à savoir les

méthodes fréquentielles et les méthodes numériques.
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Chapitre II  

Commande adaptative à modèle de référence 

d’ordre Fractionnaire 

 

 

II.1 Introduction  

La commande adaptative représente une stratégie de commande qui consiste à 

modi er en ligne les paramètres du correcteur, a n d’améliorer le comportement en boucle 

fermée face aux perturbations extérieures, incertitudes et non-linéarités.  

Les lois de commande adaptatives sont souvent classées en deux grandes catégories : 

commande adaptative directe et indirecte [82]. Dans les schémas adaptatifs directs, les gains 

du correcteur sont ajustés directement à partir des sorties mesurées. Un cas qui est  souvent 

rencontré est l’adaptation en fonction d’une erreur de suivi, dé nie par rapport à un modèle de 

référence qui décrit le comportement désiré du système en boucle fermée. Les schémas 

adaptatifs indirects comprennent un estimateur de paramètres incertains ensuite le gain de la 

loi de commande est modi é  en fonction de paramètres estimés. Introduite par plusieurs  

travaux tels que ceux de Kalman [70] et Åström et Wittenmark [9]. Le besoin d’augmenter la 

robustesse des algorithmes adaptatifs a ainsi motivé de nombreux travaux : nous pouvons en 

particulier citer Ioannou et Kokotovic [67], ou encore Kreisselmeier et Narendra [76]; 

Peterson et Narendra [116]. Ces études introduisent différentes modi cations des algorithmes 

d’adaptation, dont une des plus importantes consiste à limiter les gains adaptatifs. Notons 

nalement que parmi les ouvrages de référence dans le domaine de la commande adaptative 

indirecte on peut citer Åström et Wittenmark[12], mais aussi des travaux plus récents comme 

ceux de Makoudi et Radouane [94].  

Concernée également par le problème de la robustesse vis-à-vis des dynamiques non-

modelées (voir Tsakalis et Ioannou [143] ou encore Barkana[19]; Iwai et Mizumoto [68] où 

l’exemple de Rhors est discuté), la commande adaptative directe présente l’avantage d’une 

mise en œuvre plus simple. Cette facilité d’implantation est liée à un besoin moins important 
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Comparaison 

Processus 

Mesure de 
l’indice 
De performance 

Mécanisme 
D’adaptation 

Régulateur 
ajustable 



- 

+ 

Y 

+ 

+ 

Perturbatio
n 

Consign
e 

de puissance de calcul, car les gains sont adaptés directement en fonction des mesures, sans 

nécessiter l’implantation d’un estimateur.  

 

II.2 La commande adaptative  

La commande adaptative joue un rôle très important dans les applications industrielles, qui est 

comme son nom l'indique, elle consiste à adapter le régulateur en ligne aux variations du 

processus régulé pour assurer une qualité constante des performances, quand les paramètres 

du procédé à commander sont  inconnus ou  variant dans le temps [80, 100, 142].    

         En principe, un système de commande adaptative mesure un certain indice de 

performance (IP) du système à commander à partir de l’écart entre la sortie de système désirée 

et la sortie mesurée. Le mécanisme d’adaptation commande certains paramètres du système 

ajustable ou  introduit un signal supplémentaire de commande d’après une certaine stratégie 

afin de minimiser l’IP. La figure. II.1 représente le principe général d’un système de 

commande adaptative [2, 12,149].  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. II.1.Principe d’un système de commande adaptative 

 

Trois approches ont été essentiellement considérées pour le développement des 

stratégies  de  la commande adaptative destinées aux procédés à paramètres inconnus et/ou 

variables  dans le temps : 

   - Approximation des stratégies de commande optimale  stochastique «Duale ». 

   - Système de commande auto - ajustable (self-tuning control) [72]. 

   - Commande adaptative à modèle de référence (MRAC) [21, 45]. 
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    Les stratégies résultantes conduisent à deux grandes techniques adaptatives à mettre en 

œuvre et largement  utilisées à ce jour en pratique [12]. Ces deux grandes techniques sont : 

- Commande adaptative directe. 

- Commande adaptative indirecte.  

 

II.2.1 Commande adaptative directe   

         L’idée consiste à calculer les paramètres du régulateur, mais sans identifier 

explicitement les paramètres du système, donc en une seule étape, justifiant ainsi la 

terminologie de commande directe. Cette technique utilise souvent des algorithmes plus 

rapides et favorise une application en temps réel. Sa facilité d’implantation la rend 

relativement attractive, citons ainsi de façon non exhaustive des applications réalisées sur de 

grandes structures flexibles [82], des robots manipulateurs [5, 46, 79], des commandes de 

conduite de bateaux [146], des moteurs à courant continu [141], en aéronautique [138], sur 

des missiles [100] et des servomécanismes non linéaires avec des incertitudes variant dans le 

temps [74, 141]. 

         La grande technique adaptative directe à mettre en œuvre et largement  utilisée à ce jour 

en pratique [20, 96], est la commande adaptative directe à modèle de référence (CAMR). 

Le schéma de la figure II.2  illustre ce type de commande, pour laquelle les performances de 

la boucle fermée sont spécifiées par l’intermédiaire d’un modèle de référence choisi par 

l’utilisateur de façon cohérente avec les possibilités intrinsèques du système.  

 

 

Modèle de 
référence 

UC
 

+ 

- 

 

Régulateur 
adaptatif 

Identification 
des paramètres 

du régulateur  

Système à paramètres 
variables dans le temps  

Niveau 1: Boucle 
d’adaptation 

u
 

y

 

Niveau 0: Boucle de commande 

- + 

Figure. II.2.Structure de la commande adaptative directe 

e 
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II.2.2 Commande adaptative indirecte  

 

La commande indirecte MIAC, encore appelée la commande auto-ajustable, a été 

introduite en 1958 par Kalman, cette stratégie se base sur les principes de séparation et 

d’équivalence. 

  Un régulateur adaptatif est conçu selon ce principe de séparation [150]. Le schéma 

synoptique de la commande indirecte MIAC est représenté par la figure II.3.  

 

 

Le  principe   de cette méthode consiste à estimer les paramètres du modèle dynamique 

utilisé lors de la synthèse de la loi de commande.  L’estimation du modèle du système est 

effectuée séparément de la conception du régulateur ; c'est-à-dire seul le critère sur la 

commande intervient pour la synthèse du ce dernier sans considération de performances de 

l’estimation. Autrement dit toute erreur d’identification nécessairement présente n’est pas 

prise en compte  pour la phase de synthèse de la loi de commande (séparation totale des deux 

étapes), justifiant ainsi la terminologie de commande adaptative  indirecte. 

 

II.2.3 Fonctions des systèmes de commande adaptative  

       Les principales fonctions des systèmes de commande adaptative [45, 82]: 

 La détection des variations anormales des caractéristiques du système à commander. 

 Le maintien des performances du système de commande quand les caractéristiques 

            du système à commander changent. 

 La détermination automatique des paramètres optimaux des régulateurs dans divers 

UC
 

Niveau 1: Boucle d’adaptation  

Niveau 0: Boucle de Commande 

+ 

ym

Identification des 
paramètres du 
système 

 
u y

- 

Conception 
du régulateur 
 

Régulateur 
adaptatif 

Système à 
paramètres 
variables dans le 

Figure. II.3. Structure de la commande adaptative indirecte  
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            points de fonctionnement. 

 L’ajustement automatique des paramètres au cours du fonctionnement. 

 La possibilité de mise au point des régulateurs complexes est plus performants que le 

            PID (comme conséquence de l’ajustement automatique). 

 La commande de nouveaux procédés technologiques dont les modèles sont connus 

            Avec beaucoup d’imprécisions.  

 

II.3 Commande Adaptative à Modèle de Référence (MRAC):  

 

La commande MRAC,  qui sera connue plus tard sous la règle de conception du MIT, a 

été proposée pour la première fois en 1961. Elle spécifie la forme désirée de la réponse du 

processus à un signal de commande par l’intermédiaire d’un modèle de référence, image donc 

des performances souhaitées en boucle fermée. Cette stratégie se base sur la minimisation 

d’un indice de performances. Un mécanisme d’adaptation élaboré à partir de la sortie du 

système et celle du modèle et un jeu de paramètres est conçu de telle sorte que la différence 

entre ces deux sorties tend vers zéro [27, 137]. 

Pour les systèmes à dynamique mal connu, l’adaptation devienne une forte nécessité, le 

schéma du Système Adaptatif à Modèle de Référence (SAMR) a été originalement proposé 

par Whitaker en 1958, alors que les premières applications de cette technique remontent au 

début des années 70. 

 

II.3.1  Les  types des systèmes adaptatifs à modèle de référence  

 
         Il existe plusieurs types des systèmes adaptatifs à modèle de référence [1, 24], on Peut 

les classer suivant la structure comme suit: SAMR parallèle, SAMR série, SAMR série 

parallèle. 

La structure parallèle (figure. II.4)  est la structure le plus connue, nommée la  méthode de 

l’erreur de sortie dans le cas de l’identification [12].  
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Figure. II.4 : Structure parallèle d’une commande adaptative à modelé de référence 

 

La Commande adaptative directe est une approche moins intuitive, l’idée consiste à 

recalculer les paramètres du régulateur, mais sans identifier explicitement les paramètres du 

système. 

II.3.2 Description d’un SAMR 

 
         On présentera une description de SAMR [137], qui va être utilisé tout le long de ce 

chapitre.  Avant de synthétiser les lois d’adaptation, certaines hypothèses de base doivent être 

posées:   

 Le modèle  de référence doit être un système linéaire invariant dans le temps.          

 Le modèle de  référence et le système ajustable ont les mêmes dimensions.      

 Tout les paramètres du système ajustable est accessible pour l’adaptation  (Dans le cas 

d’adaptation paramétrique). 

 Durant le processus d’adaptation, les paramètres du système ajustable  dépendent 

seulement du mécanisme d’adaptation. 

 Aucun signal, autre que le vecteur d’entrée n’agit sur le système.      

  La différence initiale entre les paramètres du modèle et ceux du système est connue   

 Le vecteur d’erreur de sortie est mesurable. 

UC
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II.3.3.Suivi du modèle  

         Le problème du suivi du modèle peut être résolu en utilisant la conception de placement 

des pôles. L'idée fondamentale est très simple, elle consiste à une spécification indirecte de la 

performance en donnant  un modèle mathématique de la réponse désirée.  Le modèle spécifié 

peut être linéaire ou non linéaire.  Les paramètres du système sont ajustés de telle sorte que y 

converge vers  ym pour une classe donnée de signaux d'entrée.  

       Considérons  u(t) le  signal d’entrée et y(t) le signal- sortie, alors l’équation du système 

est définie par: 

�(�) =
�

�
�(�)                                                                                                                    (II.1)   

  

Tel que A et � sont  des Polynômes de l'opérateur différentiel p.   

On suppose que le degré A ≥ degré B (c.-à-d., que le système est propre ou causal) et le  

polynôme A est monique (c.-à-d., le premier coefficient est unité). 

Nous supposons que nous cherchons à trouver un régulateur tel que la relation entre le 

consigne �� et le signal de sortie désirée  �� est donnée par [2] : 

��(�) =
��

��
��(�)                                                                                                            (II.2) 

Où les �� et �� sont des polynômes de l'opérateur différentiel P.  

Une loi linéaire générale de commande peut être décrite comme suit:      

 

��(�) = ���(�) ��(�)                                                                                                      (II.3) 

 

avec  �, �et �sont des polynômes. Cette loi de commande représente une contre -réaction 

négative avec l'opérateur de transfert � �
�� � et une réaction directe avec l’opérateur de 

transfert  ��
�� � 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. II.5 : Système en boucle fermée avec un régulateur linéaire 
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Le transfert de u entre l'équation  (II.1) et (II.3), on obtient l'équation suivante pour le système 

en boucle fermée:         

(�� + ��)� = ����                                                                                                            (II.4) 

 Pour obtenir la réponse désirée en boucle fermée, �� divise le polynôme  �� + ��.   

Les zéros de processus, indiqués par � =  0, seront aussi des zéros en boucle fermée. 

 Des zéros instables ou non amortie, ne peuvent pas être simplifiés;  le polynôme � est 

factorisé comme suit :                                                       

 B = B�B�                                                                                                                                                                                           (II.5) 

Dans cette équation,  ��contient les facteurs qui peuvent être simplifiés,  et   ��. Contient les  

facteurs restants de �. Les zéros de  �� doivent être stables et bien amortie.  Pour que la 

factorisation soit unique, on suppose que   ��  est monique.  

Il suit à partir de l'équation II.4 que le polynôme caractéristique de système en boucle fermée 

est  �� + ��.  Ce polynôme doit avoir  �� . ��  , comme facteur et sera généralement d'un 

ordre plus supérieur que  �� . ��  , Le facteur restant peut être interprété comme un 

observateur dynamique.  Il y a ainsi trois types de facteurs du polynôme caractéristique : zéros 

du processus simplifiés donnés par . ��  , les pôles des modèles désirés sont donnés par ��, et 

les pôles d'observateur qui sont donnés par l'observateur��. Alors : 

AR + BS = B�A�A�                                                                                                            (II.6) 

Cette équation est appelée l’équation de diophantine (ou identité Bezout).   

Il suit à partir de cette équation que   ��  divise �, alors :   

R =   B�  R�                                                                                                                           (II.7) 

La division de l'équation (II.6) par   ��  donne : 

��� + ��� = ����                                                                                                                   (II.8) 

La relation donnée par l'équation II.4 entre le signal de commande �� et la sortie  du 

processus y devrait être égale à la réponse en boucle fermée désirée donnée par l'équation 

(II.2). Les spécifications doivent être telles que  �� divise  �� , Par conséquent: 

 

�� = ����
�  

� = ����
�                                                                                                                              (II.9) 
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 Pour accomplir la solution du problème nous devons donner une condition pour garantir 

l’existence des solutions de l'équation (II.8) qui donnent un modèle en temps contenu 

appropriée aux lois de commande [1], [59]: 

����� ≥ 2���� ����� ����� + 1                                                                        (II.10) 

����� ����� ≥ ���� ����                                                                                  (II.11) 

II.3.4 Loi de M.I.T  

            La loi de M.I.T. est l'approche originale pour la commande adaptative à modèle de 

référence (CAMR). Le nom est dérivé du fait qu'elle a été développée au laboratoire 

d'instrumentation (Maintenant Laboratoire de Draper) à l'université de M.I.T. (Massachusetts 

Institute of  Technology) [82]. 

Pour représenter la loi M.I.T., on considère un système en boucle fermée dans lequel le 

régulateur possède un vecteur θ de paramètres ajustables. La réponse désirée en boucle 

fermée est spécifiée par la sortie ym du modèle de référence. 

Soit e  l'erreur entre la sortie y de la boucle fermée et celle du modèle de référence ym . 

L'ajustement des paramètres est fait de manière à minimiser une fonction coût J définie par : 

 

J(θ) =
�

�
e�                     (II.12) 

Pour minimiser J, il faut changer les paramètres dans la direction du gradient négatif 

de J, soit : 

��

��
= γ

��

��
= γe

��

��
                   (II.13) 

L’équation (II.13) est la fameuse loi de M.I.T. La dérivée partielle   
��

��
,  appelée la dérivée de 

la sensibilité du système, exprime l’influence des paramètres ajustables sur l’erreur. 

En supposant que la variation des paramètres est plus lente que celle des autres variables du 

système, la dérivée 
��

��
  peut être évaluée en considérant que θ est constant. 
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Il existe plusieurs alternatives à la fonction de coût donnée par l’équation (II.12). Si on 

choisit : 

J(θ) = |e|                     (II.14) 

La méthode du gradient donne, 

��

��
= γ

��

��
sign(e)                              (II.15) 

Le premier SAMR qui fût implémenté était basé sur cette formule. Cependant il existe 

beaucoup d’autres possibilités, par exemple 

��

��
= γsign �

��

��
�sign(e)                  (II.16) 

qui est appelée l’algorithme du sign-sign. Une version discrète de cet algorithme est utilisée 

en télécommunications, dans laquelle une implémentation simple et des calculs rapides sont 

requis. 

On peut décrire le problème de la commande à modèle de référence comme suit : Soit Gm(s) 

la fonction de transfert du modèle de référence spécifiant les performances désirées. Soit   

GBF (s, θ) la fonction de transfert du processus en boucle fermée où θ est le vecteur des 

paramètres ajustables. r est le signal de référence. 

L’objectif de système de commende est d’ajuster les paramètres du régulateur tel que l’erreur 

e(t) tende vers zéro el que :: 

e(t) = �G�� (p,θ) G�(p)� r(t) 

 

La loi de M.I.T. donnée par 

 
��

��
= γφe           (II.17) 

Tel que   φ =
de

dθ
  et γ :le gain d’adaptation, . 
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Remarques :  

- Le but des SAMR est de faire converger l’erreur � = � �� vers zéro. Cela n’implique pas 

nécessairement que les paramètres du régulateur convergent vers leurs valeurs correctes.  

-Le choix du gain d’adaptation est crucial et dépend des niveaux des signaux. L’algorithme 

normalisé : 

��

��
= γ

� �

��� � �
                                          (II.18) 

est moins sensible aux niveaux des signaux. 

- Le système obtenu avec la loi de M.I.T fonctionne pour de petits gains d’adaptation, des 

comportements plus complexes peuvent apparaitre pour de grands gains d’adaptation. 

II.3.5 Réalisation du Régulateur du CAMR  

 

La méthode de conception du régulateur peut être résumée comme suit : 

 1. Trouver une structure du régulateur qui permet une poursuite parfaite de la sortie. 

 2. Calculer l'erreur de modèle. 

 3. Utiliser la loi d'ajustement des paramètres (II.17) ou la loi normalisée (II.18). 

 

II.3.5.1 Structure du Régulateur 

On suppose que le processus est décrit par le modèle continu suivant : 

��(�) = ����(�)                    (II.19) 

où les polynômes A et B sont supposés qu’ils n’ont pas de facteurs communs, le polynôme B 

est monique et a tous ses zéros dans le demi-plan gauche. La variable b0 est dite gain 

instantané ou gain à hautes fréquences [100]. 

Le régulateur peut être écrit sous la forme suivante : 

��(�) = ���(�) ��(�) 

Puisque le polynôme B est stable, les pôles correspondant peuvent être compensés par le 

régulateur. Cela correspond à  � = ���. 
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Le système en boucle fermée est obtenu quand le régulateur est appliqué au processus (II.19) : 

(��� + ���)� = �����                   (II.20) 

Si le polynôme T est choisi tel que  � = ����, où A0 est un polynôme monique et  stable , 

��et S satisfont : 

��� + ��� = ����                    (II.21) 

Il est possible de réaliser une poursuite de modèle tel que : 

����(�) = ������(�)                   (II.22) 

II.3.5.2 L'erreur de modèle : 

A partir des équations (II.19) et (II.20) on obtient [21, 82] : 

����� = ���� + ���� = ������ + ����                 (II.23) 

Introduisons l’erreur  � = � ��  dans les équations (II.22) et (II.23) : 

����� = ����(� ��) = ��(�� + �� ���) 

Donc 

� =
��

����
(�� + �� + ���)                   (II.24) 

Soient k, l et m les degrés des polynômes R, S et T respectivement. Introduisons le vecteur 

des paramètres du régulateur : 

�� = (�� … ���� … ���� … ��)                   (II.25) 

et on défini le vecteur de régression (ou de mesures) φ : 

�� = �
��

���

��

���
…

��

���

��

���

��

���
…

��

���

��

���

��

���
…

��

���
� 

=
��

����
[����� … � ��� … � ���� … ��]               (II.26) 
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L’erreur est donnée comme suit : 

� = ����                     (II.27) 

Les polynômes R, S et T : 

�(�) = ������ + ������ + + ��                                                                                    (II.28) 

�(�) = ���� + ������ + ������ + + ��                                                                         (II.29) 

�(�) = ���� + ������ + ������ + + ��                                                           (II.30) 

Avec les deux conditions suivantes: 

����� ����� ≥ ���� ���� 

����� ≥ 2���� ����� ����� 1   

Ces deux conditions sont toujours vérifiées, même dans le cas où Ao = 1 (l’observateur est 

négligé), car on utilise un modèle tel que ����� > ����. 

� = ���� = ����� + ���� = ����� + ���� ���� 

�= ���� ≤ ����            

� = ���� = ����� 

Généralement on prend degS = degR  1 pour que le filtre S/R soit causal. 

II.4 Commande Adaptative à Modèle de Référence d’ordre fractionnaire du 

robot SCARA: 

 

II.4.1.Description du robot : 

On s’intéresse à un robot de type SCARA à 3 degrés de liberté (rotation, rotation, 

translation). Le schéma du robot est représenté sur la figure II.7, qui montre les différents 

degrés de liberté, ainsi que les paramètres géométriques du robot. Un exemple de robot réel de 

cette classe est représenté sur la figure II.6, il s’agit d’un robot de la société ROSIER-

SOCITEC [6, 27], 
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Figure II.6: Schéma du robot SCARA à                   Figure II.7: Exemple de robot SCARA à                                                                                                     

3 d.d.l                                                                                              3 d.d.l 

 

II.4. 2.Modèle dynamique du robot : 

Le modèle dynamique Lagrangien du robot est donné par l’équation différentielle suivante 

[22, 26]:  

B(q)q + C(q,q)q + G(q) = τ                              (II.31) 

 �,�,� ∈ ��sont les vecteurs de position, vitesse et accélération, 

 �(�) ∈ �� × ��est la matrice d’inertie, 

 �(�,�) ∈ ��est la matrice de Coriolis et centrifuge, 

 �(�) ∈ ��   est le vecteur de gravité, 

 � ∈ ��est le vecteur des couples. 

 

Les différentes matrices de ce modèle dynamique sont détaillées dans l’annexe. Les 

paramètres du robot sont regroupés dans le tableau II. 1. 

Tableau II.1. Paramètres dynamiques du robot SCARA 

Segment Segment 0 Segment 1 Segment 2 Segment 3 

Masse [kg] m0 = 19:5 m1 = 8 m2 = 6 m3 = 0:5 

Longueur [m] d0 = 0:65 d1 = 0:4 d2 = 0:3 d3 = 0:3 

Inertie [kg m2] I0 = 1:0298 I1 = 0:16 I2 = 0:0675 I3 = 0:0056 
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II.4. 3.La commande linéarisante : 

On considère l’objectif de synthèse d’une commande dynamique pour la poursuite de  

trajectoire de référence dans l’espace articulaire : 

 Sur la position : qd 

 sur la vitesse : ��  

 sur l’accélération : ��  

 

Soit la commande linéarisante suivante : 

 

 τ = B(q)y + C( q,q)q + G(q)                    

Remplacé dans la dynamique du robot donne le système linéarisé : � = � 

On considère maintenant le choix suivant de y : 

y = q� + k�(q� q) + k�(q� q) 

Où  ��,�� ∈ ��× � sont des matrices de gain de position et de vitesse respectivement. 

La dynamique résultante en boucle fermée s’écrit donc : 

 

q = y = q� + k�(q� q) + k�(q� q) 

 

Si on considère la notation suivante des erreurs de poursuite (sur la position, sur la vitesse et 

sur l’accélération) : 

 

q� = (q� q);  q� = (q� q);  q� = (q� q) 

 

La dynamique résultante en boucle fermée s’écrit  en fonction de ces erreurs : 

 

q� + k�q� + k�q� = u(t)                     (II.32) 

 

La fonction de transfert obtenu à partir de l’équation (II.32) est : 

�(�)

�(�)
=

�

����� ����
                   (II.33) 
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Nous avons : 

q + k�q + k�q = u                   (II.34) 

 

Donc après la transformée de Laplace de l’équation (II.34) on obtient : 

 

�1(�)

�1(�)
=

1

�� + �� � + ��
 

 

�2(�)

�2(�)
=

1

�� + �� � + ��
 

�3(�)

�3(�)
=

1

�� + �� � + ��
 

 

Tel que kd=500 et kp=2500 

 

 

II.4 .4.Approche FMRAC : 

Le schéma global proposé pour commander le  robot est donné par la figure suivante [27]: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II.8.  Le schéma global de commande du robot  : approche FMRAC  

 

Il est composé de trois parties: 

qd 

 

Système  linéarisé 

Modèle de  Référence 
Fractionnaire 

Mécanisme 
d’ajustement  

Retour non 
linéaire 

 

Contrôleur 
u Robot 

q 

 
τ 

+ 

- 
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 Le Contrôleur 

 Le système linéarisé exprimé dans l’espace articulaire 

 Le modèle de référence fractionnaire  

 

A.  le modèle linéarisé de robot SCARA : 

Le modèle linéarisé du robot avec un retour non linéaire est donné par la fonction de transfert 

équivalente suivante :  

G(s) =
�

����� ����
         (II.35) 

Avec     s : variable complexe da la fonction de transfert 

            kp: le gain de position and  

            kd : le gain de vitesse 

 

B.  le modèle de référence fractionnaire : 

 

Le modèle de référence fractionnaire est donné par : 

 

�� =
� �

�� (������� ��� )
                    (II.36) 

 
telque  � = 50  ��  � = 1  et   0 < � < 1 . 
 

II.4 .5. Simulation: suivi de trajectoire de robot   : 

 

La trajectoire de référence est [27] : 

�� = �� = �� =
10�

180
  sin (2��) 

 

Le modèle de référence d’ordre entier est donné par : 

�� =
� �

�(�� + 2��� + ��)
 

Avec  ξ= 0.7  et   ω=20 
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Le modèle de référence d’ordre fractionnaire  est donné par : 

 

�� =
� �

�� (�� + 2��� + ��)
 

 

Avec ξ= 0.7  ,   ω=20 et α =0.3  

 

Les paramètres de modèle linéarisé du robot sont: kp=2500   and  kd=500. 

 

Les positions articulaires du robot en utilisant l’approche MRAC sont présentées par la figure 

suivante : 
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Figure II.9. La position articulaire du robot et la trajectoire de référence en utilisant la 

commande MRAC d’ordre entier (α=1) 

 

Les couples générés par les actionneurs pour α=1 sont donnés par la figure II.10. 
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Figure II.10. Les couples de Contrôleur  FMRAC  (α=1) 

 

 

D’après la figure précédente, on remarque que la sortie du robot suit la trajectoire de référence 

avec un dépassement d=0.25 et un retard  time td=0.2 s, cette caractéristique présente la 

grande limitation de l’approche MRAC dans la commande des systèmes. 

Dans le but de réduire le retard précédent entre la sortie de systèmes et la trajectoire de 

référence de robot SCARA en utilise l’approche FMRAC. 

Les positions articulaires du robot en utilisant l’approche FMRAC pour α=0.3 sont présentées 

par la figure II.11. 
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Figure  II.11.  La position articulaire du robot  et la trajectoire de référence en utilisant la 

commande MRAC d’ordre Fractionnaire (α=0.3) 

Les couples de contrôleur FMRAC pour α=0.3  sont présentés par la figure II.12 
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Figure II.12. Les couples de Contrôleur  FMRAC  (α=0.3) 



Chapitre II                                Commande Adaptative à Modèle de Référence d’ordre Fractionnaire   

 

53 
 

 

Les positions articulaires du robot en utilisant l’approche FMRAC pour α=0.5 sont présentées 

par la figure II.13. 
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Figure  II.13.  La position articulaire du robot  et la trajectoire de référence en utilisant la 

commande MRAC d’ordre Fractionnaire (α=0.5) 

 

 

Les couples de contrôleur FMRAC pour α=0.5 sont présentés par la figure II.14 
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 Figure II.14. Les couples de Contrôleur  FMRAC  (α=0.5) 

Les positions articulaires du robot en utilisant l’approche FMRAC pour α=0.7 sont présentées 

par la figure II.15. 
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Figure II.15.  La position articulaire du robot  et la trajectoire de référence en utilisant la 

commande MRAC d’ordre Fractionnaire (α=0.7) 
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Les couples de contrôleur FMRAC pour α=0.7 sont présentés par la figure II.16 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-100

-50

0

50

ta
u1

[N
.M

]
Signaux de Commande

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-100

-50

0

50

ta
u2

[N
.M

]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-100

-50

0

50

Temps  (s)

ta
u3

[N
.M

]

 

Figure II.16. Les couples de Contrôleur  FMRAC  (α=0.7) 

 
Commentaires 
 

1. La stabilité en  boucle fermée est assurée pour toutes les valeurs de α 

2. Dans le cas ou le modèle de référence est entier (figure II.9), la sortie du robot suit la 

trajectoire de référence avec un dépassement d=0.25 et un temps de retard  td=0.2 s   

(Tableau II. 2), cette caractéristique présente la grande limitation de l’approche 

MRAC dans la commande des systèmes. 

Tableau II.2.Dépassement et retard pour les différentes valeurs de α 

α 0.3 0.5 0.7 1 

Dépassement  d 0.005 0.02 0.019 0.025 

Retard td 0.01 0.026 0.027 0.2 

 

3. Dans le cas où le modèle de référence est Fractionnaire  (figure II.11, figure II.13, 

figure II.15), la sortie du robot suit la trajectoire de référence avec un dépassement et  

retard inférieurs à ceux dans le cas entier (voir Tableau II. 2).    
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4. A partir des simulations numériques (courbes, on peut remarquer que le niveau de 

performance est meilleur pour α =0.3, en termes de temps de retard entre la sortie de 

robot et la trajectoire de référence. 

 

II.5 Commande Adaptative à Modèle de Référence d’ordre  

fractionnaire Robuste: 

 

  II.5.1 MRAC avec  modèle de référence d’ordre entier : 
 

Le système est décrit par l’équation suivante [21] : 

G(s) =
����

�������
                    (II.37) 

 

Le modèle de référence est défini par : 

G�(s) =
�

�.����
                  (II.38) 

Supposons qu’on veut minimiser l’erreur : 
 
e = y y� 

 

L’équation récurrente du système précédent obtenue après la discrétisation (T=0.04) est 

donnée par : 

Y(k+2)=2.131.y(k+1)-1.127.y(k)+0.09171u(k+1)-0.07811.u(k) 

L’équation récurrente du modèle de référence précédent obtenue après la discrétisation 

(T=0.04) est donnée par :, 

ym(k+1)=0.8187.ym(k)+0.1813.um(k) 

 Soient k, l et m les degrés des polynômes R, S et T respectivement tel que : 

k=degR=degAm+degB-degA=1+1-2=0 

l=degS=degR=0 

m=degT=degBm=0 

 

Donc le vecteur de paramètres de régulateur est : 

),( 00 ts  
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Et introduisons le vecteur de régression (ou de mesures)  : 

φ � = �
δe

δr�

δe

δr�
…

δe

δr�

δe

δs�

δe

δs�
…

δe

δs�

δe

δt�

δe

δt�
…

δe

δt�
� 

=
��

� �� �
�s���u … u s�y… y s�u� … u��      

=
b�

A�A�

[y   u�] avec b� = 1 et A� = s+ 1 

φ � =
1

(s+1)(0.2s+1)
[y   ur]  

L’équation récurrente du T après la discrétisation (T=0.04) est donnée par : 

 

T (k+2)=1.78 T (k+1)-0.7866 T (k)+[0.003696y(k+1)+0.003412y(k) - 0.003696 

.uc(k+1)+0.003412uc(k)] 

La loi de commande est donnée par l’équation suivante : 

� = ��(���) 

  II.5.2 MRAC avec  modèle de référence fractionnaire : 
 

Le système est décrit par l’équation (II.38) : 

�(�) =
2� + 8

�� 3� 2
 

Le modèle de référence  Fractionnaire est donné par : 

��(�) =
��

��
=

�

�.��� ��
        (II.39) 

 

Le modèle du référence fractionnaire approximé en utilisant la méthode d’Oustaloup [112] 

pour α=0.25 est : 

 

��(�) =
��

��
=

� + 13.34

2.1246 �� + 3.12 �� + 6.25 �� + 1.12 � + 14.18
 

 
 
Supposons qu’on veut minimiser l’erreur : 

� = � �� 
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L’équation récurrente du système précédent obtenue après la discrétisation (T=0.04) est 

donnée par : 

Y(k+2)=2.131.y(k+1)-1.127.y(k)+0.09171.u(k+1)-0.07811.u(k) 

 

L’équation récurrente du modèle du référence précédent obtenue après la discrétisation 

(T=0.04) est donnée par : 

ym(k+1)=0.7656.ym(k)+0.4707.um(k+1)-0.2503um(k) 

Soient k, l et m les degrés des polynômes R, S et T respectivement tel que : 

k=degR=degAm+degB-degA=1+1-2=0 

l=degS=degR=0 

m=degT=degBm=1 

 

Donc le vecteur de paramètres de régulateur est : 

 

 

Et introduisons le vecteur de régression (ou de mesures)  : 

�� = �
��

���

��

���
…

��

���

��

���

��

���
…

��

���

��

���

��

���
…

��

���
� 

=
��

� �� �
�s���u … u s�y… y s�u� … u��      

=
��

����

[�   � ��      ��]         ����   �� = 1 �� �� = � + 1 

Donc  �� =
�

(���)(�.���� ����.����)
[�   � ��      ��]  

L’équation récurrente du T après la discrétisation (T=0.04) est donnée par : 

 

T (k+2)=1.726 T (k+1)-0.7356 T (k)+[0.0003405 y(k+1)-0.0003073 y(k)   - 0.0003405 

uc(k+1) -0.0003073 uc(k)] 

 

La loi de commande est donnée par l’équation suivante : 

 

� = ��(���) 
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Les Sorties de la Cammande Adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire pour 

α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 sans perturbations sont données par la figure II.17. 
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Figure. II.17: Sortie de la Cammande Adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire 

pour α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 sans perturbations 
 
 

 

Les Signaux de Commande de l’aproche MRAC pour α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 sans 

perturbations sont  donnés par la figure II.18. 

 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Sortie réelle avec Modèle de Référence d'ordre Entier

Time (s)

α=0.25 α=0.5 

α=0.75 α=1 



Chapitre II                                Commande Adaptative à Modèle de Référence d’ordre Fractionnaire   

 

60 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-6

-4

-2

0

2

4

6
Signal de Commande

temps en sec

u(t) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
Signal de Commande

temps en sec

u(t) 

 
 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-3

-2

-1

0

1

2

3
Signal de Commande

temps en sec

u(t) 

 
 
Figure. II.18: Signaux de commande MRAC à modèle de référence d’ordre fractionnaire pour 

α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 sans perturbations 
 

 
Les Sorties de la Cammande Adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire pour 
α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie (amplitude 5% du signal de 
référence) sont  données par la figure II.19. 
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Figure. II.19: Sortie de la Cammande Adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire 
pour α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie (amplitude 5% du signal de 
référence) 
 
 
Les Signaux de Commande de l’aproche MRAC d’ordre fractionnaire pour α=0.25, α=0. 5, 

α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie (amplitude 5% du signal de référence) sont donnés 

par la figure II.20. 
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Figure. II.20.  Signaux de commande  pour α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à 
la sortie  (amplitude 5% du signal de référence) 
 
 
 
 
Les sorties de la Cammande Adaptative à modele de référence d’ordre fractionnaire pour 
α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie (amplitude 20% du signal de 
référence) sont données par la figure II.21. 
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Figure. II.21:   Sortie de la Cammande Adaptative à modèle de référence pour α=0.25, α=0. 5, 

α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie (amplitude 20% du signal de référence) 
 

 
Les Signaux de Commande de l’aproche MRAC d’ordre fractionnaire pour α=0.25, α=0. 5, 

α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à la sortie  (amplitude 20% du signal de référence) sont 

donnés par la figure II.22. 
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Figure. II.22.Signaux de commande  pour α=0.25, α=0. 5, α=0.75, α=1 avec bruit aléatoire à 
la sortie (amplitude 20% du signal de référence) 
 
 

Commentaires 
 
- La stabilité de la boucle fermée est maintenue dans les deux exemples (le modèle de 

référence entier et fractionnaire) pour les différentes  valeurs de α , avec un bon niveau de 

performances. 

- D’après les figure II.17, on  remarque que  pour α=1 la sortie du système suit la référence 

mais avec un certain dépassement et un temps de  réponse de Tr=0.12s et pour α d’ordre 

fractionnaire (α=0.25, α=0. 5, α=0.75) on remarque la minimisation de dépassement ainsi 

que le bon suivi de la consigne par rapport au cas entier.. 

D’après les figures II.19 et II.21 on remarque l’amélioration de la robustesse en utilisant le 

modèle de référence d’ordre fractionnaire qui sera analysée dans la section suivante. 

 

 

α=0.25 α=0. 5 

α=0.75 α=1 



Chapitre II                                Commande Adaptative à Modèle de Référence d’ordre Fractionnaire   

 

65 
 

II.5. 3. Analyse de Robustesse : 
 
L’évaluation de performance de système de commande est réalisée en utilisant le critère de 
l’erreur quadratique J suivant : 
 

� = ∫ (��(�) �(�))���
��

��
                     (II.40) 

 
Le critère de l’erreur quadratique J en utilisant un bruit aléatoire de 5% et 20% de la sortie est 

donné par le tableau1 et 2 respectivement   : 

 
Tableau II.3.Le Critère de l’erreur quadratique J avec un bruit aléatoire de 5% de la sortie 

 
 
Tableau II.4.Le Critère de l’erreur quadratique J avec un bruit aléatoire de 20 % de la sortie 

 
 
         D’après les tableaux II.3 et II.4, on remarque que  le  critère d’erreur quadratique J est 

minimal dans le cas d’utilisation d’un modèle de référence fractionnaire dans le schéma de la 

commande MRAC, ce qui justifie l’amélioration de la robustesse. 

 

II.6  Conclusion  

Le travail présenté dans ce chapitre expose une contribution à la commande adaptative 

robuste avec un modèle de référence d’ordre fractionnaire pour les processus SISO. Le 

principe consiste à approximer d’abord le modèle de référence fractionnaire en utilisant l’une 

des méthodes d’approximation et ensuite utiliser l’algorithme classique de la commande 

adaptative à modèle de référence. 

        Notre objectif a été de trouver une commande qui conduit le système à un objectif désiré 

(le signal de référence). Les résultats de simulation ont confirmé les avantages de la 

commande adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire  tel que le bon suivi de la 

consigne, la  rapidité et l’amélioration de robustesse. 

α 0.25 0.5 0.75 1 

J 0.033 0.051 0.045 0.092 

α 0.25 0.5 0.75 1 

J 0.19 0.42 0.34 0. 8 
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Chapitre III

Commande adaptative indirecte par

placement de pôles d’ordre Fractionnaire

III.1.Introduction

L’objectif général dans l’automatique est de déterminer des lois de commande

qui confèrent aux systèmes linéaires incertains des performances transitoires robustes.

Il est bien connu que les pôles d’un système LTI sont prépondérants dans le

comportement transitoire de ce dernier. Si ce système est décrit par une représentation

d’état, il est donc souvent souhaitable que les valeurs propres de la matrice

d’évolution A soient bien localisées dans le plan complexe

Dans ce chapitre on présentera une méthode algébrique simple de conception de la

commande adaptative. L’idée est de déterminer le régulateur qui impose les pôles

désirés en boucle fermée. De plus, on veut que le système suive le signal de référence

d’une manière spécifiée. Cette méthode permet d’imposer des dynamiques d’ordre

fractionnaire au système en boucle fermée. Le but étant d’améliorer le comportement

du processus à commander en temps réel [89].
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Figure .III.1 : Schéma bloc d’un régulateur auto-ajustable.

III.2. Les différents types de placement de pôles

Il existe trois de méthodes de placement de pôles à savoir :

– Placement non strict : il s’agit du problème réduit à sa plus simple expression à

savoir trouver une loi de commande telle que la matrice dynamique en boucle fermée

vérifie(ܣ)ߣ� א ܦ (D : Disque unitaire), En d’autres termes, on ne se préoccupe pas de

la valeur précise des pôles placés dés lors que l’on assure la D-stabilité de A.

- Placement strict : ce placement correspond à la définition mathématique  originelle  

du placement de pôles. Il consiste à choisir au préalable une valeur précise de spectre

{ௗߣ} désiré pour A et dont les points associés sont contenus dans D, puis à calculer

une loi de commande telle que (ܣ)ߣ = .{ௗߣ}

- Placement pseudo-strict : il s’agit d’une approche intermédiaire entre les deux

approches précédemment citées. L’idée consiste à choisir une région de tolérance

nominale �ܼ א ��etܦ un vecteur de paramètres qui induit un spectre {ௗߣ} א ܼǤ�L’on

calcule ensuite une loi de commande à l’instar de ce qui se pratique pour un

placement strict. Lorsque le vecteur de paramètres varie, A reste Z-stable donc D-

stable. Cette solution consiste en fait à conserver des degrés de liberté sur le

Paramètres

de Contrôleur

Mécanisme
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placement nominal et à distinguer région de placement nominal Z et région de

placement robuste D.

III.3.Conception du placement de pôles

C’est une méthode simple dont l’idée est de déterminer un contrôleur qui donne

les pôles désirés en boucle fermée, de plus elle exige que le système suive des signaux

de commande d’une manière spécifiée [6].

III.3.1.modèle du processus :

On considère un processus décrit par un système à une entrée et une sortie

(SISO). Même si on traitera essentiellement des systèmes discrets, on peut étudier

simultanément les systèmes continus en écrivant:

A(ݍ) y(t) = B(ݍ)�൫�(t) + v(t)൯ (III.1)

Où A et B représentent des polynômes, soit de l'opérateur différentiel ܲ ൌ ݀ ⁄ݐ݀ ou

l'opérateur de décalage en avance q. On suppose que A et B sont relativement

principaux, c.-à-d., qu'ils n'ont aucun facteur commun. De plus, on le suppose que A

est monique, c.-à-d., que le coefficient de la puissance la plus élevée dans A est

l’unité.

A et B sont des polynômes dont :݀݁݃ ܣ ൌ ݊ et���݀ ݁݃ ܤ ൌ ݀݁݃ ܣ െ �଴

(ଵିݍ)∗ܣ ൌ (ݍ)௡Αିݍ

Le modèle peut être écrit comme suit :

(ଵିݍ)∗ܣ y(t) = Β∗ሺିݍଵሻ�൫ݐ)ݑെ (ߧ݀ ൅ െݐ)ݒ �଴)൯

Où

(ଵିݍ)∗ܣ ൌ ͳ൅ ଵܽݍ
ିଵ൅ǤǤǤǥ ௡ܽݍ

ି௡

Β∗ሺିݍଵሻൌ ଴ܾ ൅ ଵܾݍ
ିଵ൅Ǥǥ ǥ ൅ ௠ܾ ݍ

ି௠

Avec : �݉ ൌ ݊െ �଴
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Un régulateur linéaire général peut être décrit par :

Ru(t) = T uୡ(t) − S y(t) (III.2)

Où ܴǡܵ ܶ�ݐ݁� sont des polynômes. Cette loi de commande présente une contre réaction

négative avec l'opérateur de transfert െܵ ܴ⁄ et une action dans le sens direct avec

l’opérateur��ܶ ܴ⁄ . Elle possède donc deux degré de liberté.

Figure. III.2.un régulateur linéaire général à deux degrés de liberté.

Un schéma fonctionnel du système en boucle fermé est montré dans figure (III.2).

L’élimination deݑ entre les deux équations (III.1) et (III.2) donne les équations

suivantes pour le système en boucle fermé :

y(t) =
�ܶ

�ܴ ൅ Βܵ
(ݐ)௖ݑ +

Βܴ

�ܴ ൅ Βܵ
(ݐ)ݒ

u(t) =
୅୘

୅ୖାΒୗ
uୡ(t) +

Βୗ

୅ୖାΒୗ
v(t) (III.3)

Donc le polynôme caractéristique en boucle fermé est :

ܴܣ ൅ ൌܵܤ ௖ܣ (III.4)

L'idée principale de la méthode de conception est de spécifier le polynôme de

caractéristique désiré en boucle ferméܣ��௖. Les polynômes R et S peuvent alors être

résolus de l’équation (III.4). Cette dernière joue un rôle fondamental dans l'algèbre,

elle s'appelle l'équation Diophantine (Identité de Bezout ou l'équation d'Aryabhatta).

L'équation (III.4) a toujours des solutions si les polynômes A et B n'ont pas des

facteurs communs. La solution peut être mal conditionnée si les polynômes ont des
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facteurs qui sont étroits. La solution peut être obtenue en introduisant des polynômes

avec des coefficients inconnus.

III.3.2. Poursuite de modèle :

L'équation Diophantine (III.4) détermine seulement les polynômes R et S.

d'autres conditions doivent être présentées pour déterminer également le polynôme T

dans le contrôleur (Equation III.2). Donc nous exigerons que la réponse du signal de

référenceݑ��௖ soit décrite par la dynamique

A୫ y୫ (t) = B୫ uୡ(t) (III.5)

Il vient alors de l’équation. (III.3) que la condition suivante doit être vérifiée :

୆୘

୅ୖାΒୗ
=

୆୘

୅ి
=

୆ౣ

୅ౣ
(III.6)

Maintenant, on discute des conséquences de la poursuite de modèle. L’équation (III.6)

indique qu’il existe des facteurs communs de �ܶ��et .஼ܣ� On factorise le polynôme ܤ

comme suit :

B = BାBି (III.7)

Où ାܤ est un polynôme monique dont les racines sont stables et on peut les

compensés par le régulateur ିܤ correspond aux facteurs instables.

ିܤ doit être un facteur de ௠ܤ tel que :

B୫ = BିB୫ (III.8)

Puisque ାܤ doit être un facteur de ஼ܣ , le polynôme caractéristique de la boucle

fermée prend donc la forme :

Aୡ = A଴A୫ Bା (III.9)

Puisque ାܤ est un facteur de B etܣ௖, il vient de l’équation (III.4) qu’il divise R

aussi, soit :

ܴ ൌ ାܤ′ܴ (III.10)
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L’équation Diophantine (III.4) est réduite à :

AR′ + BିS = A଴A୫ = Aୡ
′ (III.11)

En introduisant les équations (III.7), (III.8) et (III.9) dans l’équation (III.6) on

obtient :

T = A଴B୫
′ (III.12)

III.3.3. Conditions de causalité :

Pour obtenir un régulateur causal dans le cas de temps discret ou approprié dans le cas

continu, nous devons imposer les conditions suivantes :

degS ≤ degR et degT ≤ degR

L'équation Diophantine (III.4) à beaucoup de solutions parce que si ܴ଴ et ܵ଴ sont des

solutions, alors :

R = R଴ + QB (III.13)

S = S଴ − QA (III.14)

Où Q est un polynôme arbitraire. Puisqu'il y a beaucoup de solutions, nous pouvons

choisir la solution qui donne un régulateur du plus petit degré ( la solution de degré

minimal). Puisque le degA > degB donc la limite d'ordre suprême de l’équation

(III.4) est AR, Par conséquent :

degR = degAୡ− degA

Nous pouvons toujours trouver ainsi une solution dans laquelle le deg S > deg( A−1), 

elle s'appelle la une solution de degré minimal de l'équation Diophantine. Puisque

deg R ≤ degS  alors : 

degAୡ ≥ 2degA − 1

Il vient de l’équation. (III.12) que la condition ݀݁݃ ܶ ൑ ݀݁݃ ܴ implique que :

degA୫ − degB୫
′ ≥ degA − degBା

En ajoutant ିܤ aux deux côtés, il vient de l’équation (III.12) que la condition

degܣ�௠ -degܤ௠ ൒ ଴݀ .où ଴݀est le degré relatif du processus.
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Donc dans le cas discret le temps de retard du modèle doit être au mois égal au temps

de retard du processus, ce qui est une condition très naturelle. Les conditions de

causalité sont :

degAୡ ≥ 2degA − 1 (III.15)

degA୫ − degB୫ ≥ degA − degB = d଴ (III.16)

Il est normal de choisir une solution dans laquelle le contrôleur à le plus minimal

degré qui sera possible. Dans le cas de temps discret il est également raisonnable

d'exiger qu'il n'y ait aucun retard supplémentaire dans le régulateur. Ceci implique

que les polynômes R, S, et T doivent avoir les mêmes degrés. La procédure de

conception obtenue est appelée aussi placement de pôles à degré minimal qui peut

être résumée dans l’algorithme suivant :

Algorithme : placement de pôles de degré minimal (MDPP) :

Données : polynômes A, B.

Spécifications : polynômes A୫ ,B୫ et A଴

Conditions de compatibilité :

degA୫ = degA

degB୫ = degB

degA଴ ≥ degA − degBା − 1

௠ܤ ൌ ௠ܤିܤ
′

Etape1 : Factoriser B tel que B = BାBି , où ାܤ est Monique.

Etape 2 : Trouver la solution ܴ′et S avec degS < degA à partir de

AR′ + BିS = A଴A୫

Etape 3 : A partir de ܶ ൌ ௠ܤ଴ܣ
′ , calculer le signal de commande en utilisant la loi

de commande de régulateur linéaire ( Ru = Tuୡ-S y).
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Il existe certains cas spéciaux intéressants de cette procédure : tous les zéros sont

compensés ou bien non compensés :

 Tous les zéros sont compensés :

La procédure de conception simplifiée de manière significative dans le cas spécial

dans lequel tous les zéros de processus sont compensés ; alors

degA଴ = degA − degB − 1 = d଴ − 1

Il est naturel de choisir B୫ = A୫ (1)q୬ିୢబ, la factorisation dans l’étape 1 devienne

très simple, et on obtient :

Bି = b଴, Bା = B b଴⁄ .

De plus T = A଴B୫
′ = A଴q୬ିୢబ A୫ (1) b଴⁄ et l'équation Diophantine dans l'étape 2

réduite à :

AR′ + b଴S = Aୡ
′ = A଴A୫

Il est facile de résoudre cette équation puisque R ′ est le quotient et��ܾ଴ܵ est le reste

quand ௠ܣ଴ܣ est divisé parܣ��ǤCependant, tous les zéros de processus doivent être

stables et bien amortis pour permettre cette compensation.

 Aucun zéros n’est compensé :

La factorisation de l’étape 2 devienne aussi très simple si aucun zéro n’est compensé.

On àܤ��ା = ିܤ�,1 ൌ ܤ etܤ��௠ ൌ ܤߚ , où ߚ ൌ ௠ܣ (1) ⁄(1)ܤ .

�݀ ݁݃ ଴ܣ ൌ ݀݁݃ ܣ െ ݀݁݃ ܤ െ ͳ et��ܶ ൌ ଴ܣߚ�

Le polynôme caractéristique de la boucle fermée est Aୡ = A଴A୫ , et l’équation de

Diophantine de l’étape 2 devienne :

ܴܣ ൅ ൌܵܤ ௖ܣ ൌ ௠ܣ଴ܣ
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III.3.4.Interprétation de polynôme ૙࡭ :

Il est possible de donner une interprétation du polynômeܣ଴ qui se présente dans

la solution du problème de placement de pôles dans le cas de degré minimale. Pour

cela, nous observons que le problème de placement de pôles peut être aussi résolu

avec la rétroaction d'état et un observateur. La dynamique en boucle fermé se

compose alors de deux parties : la première correspond au retour d'état et la deuxième

correspond à la dynamique d'observateur.

Pour un système de degré n il est suffisant d'utiliser un observateur n-1, du

degré n. Quand aucun zéro de processus n'est pas commandable, le polynôme

caractéristique en boucle fermé dans ce cas est ௠ܣ ଴ܣ où ௠ܣ est de degré n et ଴ܣ est

de degré ( n- 1). Par cette analogie nous pouvons interpréter le polynôme ௠ܣ comme

étant associé à un retour d'état et à ଴ܣ comme étant associé à l'observateur. Nous

appellerons donc ଴ܣ le polynôme d'observateur.

Dans un système avec retour d'état il est également normal de présenter les

signaux de commande de telle manière qu'ils ne produisent pas des erreurs

d'observateur.

III.3.5.Relation avec la commande à modèle de référence :

Nous montrons que la loi de commande donnée par (III.2) peut être interprétée

comme un modèle de référence. D’après les équations (III.11) et (III.12), on trouve :

T

R
=

AB୫

BA୫
+

SB୫

RA୫

La loi de commande (III.2) peut être écrite sous la forme suivante:

u =
T

R
uୡ−

S

R
y =

AB୫

BA୫
uୡ+

SB୫

RA୫
uୡ−

S

R
y

u =
AB୫

BA୫
uୡ+

S

R
(y + y୫ )
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Une représentation de schéma fonctionnel de ce régulateur est donnée dans figure

(III.2), cette dernière montre que le contrôleur peut être interprété comme

combinaison d'un contrôleur de réaction et d'un autre de rétroaction.

Figure III.3.Représentation alternative de modèle de référence basée sur le retour de la

sortie

III.4. Commande auto-ajustable

III.4.1. Commande auto-ajustable indirecte

Plusieurs méthodes récursives d’estimation peuvent être utilisées pour estimer les

coefficients des polynômes A et B. Dans la suite, nous allons utiliser l’estimateur des

moindres carrés récursifs. Le modèle du processus (III.1) peut écrit explicitement en

omettant le bruit υ(t) (pour simplification) comme suit :

y(t) = −aଵy(t − 1) − aଶy(t − 2) − ⋯ − a୬y(t − n) + b଴u(t − d଴) + ⋯

+ b୫ u(t − d଴ − m)
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Notons que le degré du système est max(n, m + d0), le modèle est linéaire par

rapport aux paramètres et peut être écrit :

y(t) = φ୘(t − 1)θ (III.17)

Ou :  θ୘ = (aଵ aଶ… … … a୬��b଴… … b୫ )

φ୘(t − 1) ൌ ൫െ�(t − 1) … . −y(t − n) u(t − d0) … . . u(t − d0 − m)൯

L’estimateur des moindres carrés avec oubli exponentiel est donné par :

θ୘ = θ෠(t − 1) + K(t)ϵ(t) (III.18)

ϵ(t) = y(t) − φ୘(t − 1)θ෠(t − 1) (III.19)

k(t) = P(t − 1)φ୘(t − 1)ቀɉ൅ ɔ୘(t − 1)P(t − 1)φ(t − 1)ቁ
ିଵ

(III.20)

(ݐ)ܲ ൌ Ȥെ െݐ)߮(ݐ)ܭ ͳ)ܲ(ݐെ ͳ) ⁄ߣ (III.21)

Si le signal d’entrée du processus est suffisamment excitant et la structure du modèle

estimé est compatible avec le processus, les estimations vont converger à leurs vraies

valeurs. Cela prend max(n, m + d0) périodes d’échantillonnage avant que le vecteur

de régression ne soit défini. Dans le cas déterministe cela prend au moins n + m + 1

autres périodes pour déterminer les (n + m + 1) paramètres du modèle, en

supposant que l’entrée du processus est suffisamment excitante. Cela donc prend au

moins N périodes d’échantillonnage pour l’algorithme de convergence tel que :

N = n + m + 1 + max(n, m + d0) (III.22)

III.4.2. Commande auto-ajustable directe

L’avantage des algorithmes directs des régulateurs auto-ajustables par rapport aux

algorithmes indirects est que ces derniers demandent plus de calculs et sont parfois

mal-conditionnés par certaines valeurs des paramètres. Dans le cas des régulateurs

directs, les calculs de conception sont simplifiés ou carrément éliminés.
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III.5. Exemple d’application : (Application à un MCC)

III.5.1. Introduction [33]

Les équipements industriels utilisent de plus en plus les entraînements à vitesse

variable, et le moteur à courant continu demeure le plus utilisé car on peut varier sa

vitesse de rotation par une simple action sur sa tension induit.

Figure.III. 4. Différents types de moteurs MCC

III.5.2. Description du moteur à courant continu

III.5.2.1. Définition

Un moteur à courant continu est un dispositif qui permet de transformer l’énergie

électrique en énergie mécanique. Il comporte un induit bobiné (le rotor) et un

inducteur bobiné ou à aimant permanent (stator). Le rotor tournant confère une inertie

propre (J) et son implantation sur paliers implique des frottements mécaniques (fr) .Le

schéma fonctionnel du moteur à courant continu est donné par la figure. III. 5.

Figure. III. 5. Schéma de principe du moteur à courant continu.

J

(ݐ)ݑ

Inducteur

iind(t)

Ω

fr

Induit i(t)
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III.5.2.2. Le principe de fonctionnement

La machine à courant continu fut la première à être inventée. Elle utilise comme

source d’énergie une source continue. Son fonctionnement est basé sur un phénomène

simple qui est : la force de LAPLACE.

Un conducteur (une barre) de longueur (l) placé dans un champ magnétique (B) et

parcouru par un courant (I), est soumis à une force électromagnétique de Laplace.

La force de Laplace (


F ) est toujours perpendiculaire au courant électrique (


I ) et au

vecteur d’induction magnétique.

lBIF .


 (III.23)

La loi de Laplace constitue le principe de fonctionnement du moteur à courant

continu. Cette force engendre un couple pour entraîner le moteur en rotation.

III.5.2.3. Modélisation du moteur à courant continu

La modélisation représente l’indispensable étape préliminaire à la conduite de

processus industriels. Cette étape fondamentale est nécessaire soit pour l’élaboration

d’une loi de commande ou pour le développement d’une procédure de

diagnostic.modélisation d’un processus vise à établir les relations qui lient ses

variables caractéristiques entre elles et à représenter d’une manière rigoureuse le

comportement de ce processus dans un domaine de fonctionnement donné.

Nous considérons un moteur à courant continu alimenté par un hacheur. L'ensemble

(convertisseur + moteur) est régi par les équations différentielles suivantes :

೏೔(೟)

೏೟
ୀି

ೃ

ಽ
௜(௧)ି

ೖ೐
ಽ
௨(௧)

���೏೤ሺ೟ሻ

೏೟
ୀି

ೖ೐
ಽ
௜(௧)ି

೑

಻
௬(௧)ା

భ

಻
஼ೝሺ௧ሻ

(III.24)

Où (ݐ݅) : le courant d'induit

(ݐ)ݕ����� la vitesse angulaire du moteur

(ݐ)ݑ la tension de commande

ሻleݐ௥ሺܥ couple résistant (perturbation).

Ce moteur est à faible puissance, ses caractéristiques sont :

- Moment d'inertie ൌܬ ͲǤͲͳͅ �݇݃Ǥ݉ ଶ ,

- Coefficient d'amortissement ݂ ൌ ͲǤͲͲͷͷ�݊݉ ݎܽ ݀Ǥݏ⁄ ,
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- Constante du couple moteur ௘݇ = 1

- Résistance du moteur ܴ ൌ ͸Ǥʹͷ�Ω

- Inductance du moteur ൌܮ ͲǤͲʹ Ͷܪ�

- Constante d'amplification ݇ ൌ ͵ ͷ

En introduisant l'opérateur de différentiation, le système d’équation (III.24) devient :

(ݏ݅) =
ି௞೐௬ା௞௨

௅௦ାோ
(III.25a)

(ݏ)ݕ =
௞೐௜(௧)ି஼ೝሺ௧ሻ

௃௦ା௙
(III.25b)

En substituant l'équation (III.25a) dans (III.25b) :

(ݏ)ݕ =
௕బ

௦మା௔భ௦ା௔మ
(ݏ)ݑ −

௕௥బା௕௥భ

௦మା௔భ௦ା௔మ
(ݏ)௥ܥ (III.26)

Avec :

- ଴ܾ =
௞೐௞

௃Ǥ௅
, - ଴ݎܾ =

ଵ

௃
, - ଵݎܾ =

ோ

௃Ǥ௅
, - ଵܽ =

௃Ǥோା௅Ǥ௙

௃Ǥ௅
, - ଶܽ =

௙Ǥோା௞೐
మ

௃Ǥ௅

Et le système devient après remplacement des valeurs numériques des paramètres

précédents :

(ݏ)ܻ =
଼ଵ଴ଵ଼

௦మାଶ଺଴Ǥ଻௦ାଶଷଽସ
(ݏ)ܷ −

ହହǤହହ௦ାଵସସ଺଴

௦మାଶ଺଴Ǥ଻௦ାଶଷଽସ
(ݏ)௥ܥ (III.27)

On suppose que le couple de perturbation est nul, alors on obtient :

Y(s) =
଼ଵ଴ଵ଼

ୱమାଶ଺଴Ǥ଻ୱାଶଷଽସ
U(s) (III.28)

Le modèle de référence est un système de second ordre donné par l’équation (III.29)

suivante :

௠ܩ (ݏ) =
஻೘ (௦)

஺೘ (௦)
=

௪೙
మ

௦మାଶక௪೙௦ା௪೙
మ

(III.29)

Avec : ௡ݓ ൌ ͳͲ�ǡߦൌ ͲǤͻͷ l’équation (III.29) devient :

௠ܩ (ݏ) =
ଵ଴଴

௦మାଵଽ௦ାଵ଴଴
(III.30)

La fonction de transfert du moteur décret avec une période d’échantillonnage T=0.04 s

est donnée comme suit :

(ݖ)ܩ =
ଽǤ଼ଵ଺�௭ା଴Ǥଽଵଵଶ

௭మି଴Ǥ଺଼ଷ�௭ାଶǤଽହଽ�ଵ଴షబబఱ
(III.31)
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La fonction de transfert du modèle de référence est :

௠ܩ (ݖ) =
଴Ǥ଴଺ଶଶ଻�௭ା଴Ǥ଴ସ଼ଷଶ

௭మିଵǤଷହ଻�௭ା଴Ǥସ଺଻଻����
(III.32)

III.5.3. Implémentation sous Matlab :

III.5.3.1.placement de pôles d’ordre entier :

III.5.3.1.1.Placement de pôles fixe :

Modèle de processus : c’est l’équation (III.28) :

Y(s) =
଼ଵ଴ଵ଼

ୱమାଶ଺଴Ǥ଻ୱାଶଷଽସ
U(s)

Modèle de référence : est un système de second ordre donné par l’équation (III.29):

௠ܩ (ݏ) =
௠ܤ (ݏ)

௠ܣ (ݏ)
=

௡ݓ
ଶ

ଶݏ ൅ ʹ ൅ݏ௡ݓߦ ௡ݓ
ଶ

����௡ݓ� ൌ ͳͲǡߦ���ൌ ͲǤͻͷ,

Après la simplification de l’équation Diophantine (III.16) :

(zଶ + aଵz + aଶ) + b଴(s଴ + sଵ) = zଶ + amଵz + amଶ

On trouveݏ��଴ = −0.0686, ଵݏ = 0.0476, ଴ݐ = 0.0112, ଵݎ = 0.0928

La loi de commande est :

൅݇)ݑ ͳ) ൌ െݎଵݑ( )݇ ൅ ௖(݇൅ݑ଴ݐ ͳ) െ ൅݇)ݕ଴ݏ ͳ) െ ሺ݇ݕଵݏ ሻ

Après la simulation on obtient la figure III.6 avec les valeurs initiales suivantes :

u(1)=0, u(2)=0, u(3)=0, u(4)=0, u(5)=0,y(1)=0, y(2)=0, y(3)=0, y(4)=0, y(5)=0,

ym(1)=0, ym(2)=0, ym(3)=0, ym(4)=0, ym(5)=0.
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III.5.3.1.2. Placement de pôles adaptatif :

Modèle de processus : c’est l’équation (III.28) :

Y(s) =
଼ଵ଴ଵ଼

ୱమାଶ଺଴Ǥ଻ୱାଶଷଽସ
U(s)

Modèle de référence : est un système de second ordre donné par l’équation (III.29):

௠ܩ (ݏ) =
௠ܤ (ݏ)

௠ܣ (ݏ)
=

௡ݓ
ଶ

ଶݏ ൅ ʹ ൅ݏ௡ݓߦ ௡ݓ
ଶ

����௡ݓ� ൌ ͳͲǡߦ���ൌ ͲǤͻͷ,

On utilise dans ce cas l’estimateur de moindres carrés avec oubli exponentiel et donne

par les équations (III.18), (III.19), (III.20), (III.21).

Et obtient la figure III. 7, avec :  θ = [−1.5317  0.6132   1.5325     1.2259]′, ൌߣ ͲǤ͹ͷ.
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Figure III. 6. le résultat de (a) : Sortie de système, (b) :Signal de commande,

(c) : Signal d’erreur
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Commentaires :

Les courbes (III.6), (III.7) montrent que la sortie y du système suit parfaitement la

référence, avec un temps de réponse acceptable, et un dépassement limité

Figure III.7. le résultat de (a) : Sortie de système, (b) : Signal de commande,

(c) : Paramètres estimés, (d) : Signal d’erreur

0 1 2 3 4 5 6
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

temps (s)
0 1 2 3 4 5 6

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

temps (s)

0 1 2 3 4 5 6
-2

0

2

4

6

8

10

temps (s)
0 1 2 3 4 5 6

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

temps (s)

(a) (b)

(c) (d)



Chapitre III Commande adaptative indirecte par placement de pôles fractionnaires

83

III.5.3.2. placement de pôles d’ordre fractionnaire :

III.5.3.2.1. placement de pôles d’ordre fractionnaire fixe :

Modèle de processus : c’est l’équation (III.28) :

Y(s) =
81018

sଶ + 260.7s + 2394
U(s)

Modèle de référence: est un système de second ordre donne par l’équation suivante :

௠ܩ (ݏ) =
1

ቀ
2ݏ

݊ݓ
2 ൅ ʹ ߦ

ݏ

݊ݓ
+ 1ቁ

ߚ

����௡ݓ� ൌ ͳͲǡߦ���ൌ ͲǤͻͷ,ߚ ൌ ͲǤͶ

Le modèle approximé en utilisant la méthode de Charef avec une discrétisation

T=0.04 est :

௠ܩ (ݖ) =
ͲǤͲͶ͸ͻݖସ ൅ ͲǤͲ͵ ͻͳͻݖଷ െ ͲǤͲͲͶ͵ ͳͻݖଶ െ ʹ Ǥʹͻʹ ݁െ ͲͲͅ െݖ ͷǤ͵Ͷ͸݁ െ Ͳʹ ͷ

ହݖ െ ͳǤ͸ʹ ͻݖସ ൅ ͲǤͅ͵ ͹ݖଷ െ ͲǤͳʹ ͻͅݖଶ െ ͵ Ǥͳͷͻ݁ െ Ͳͳͻݖ൅ ǤͅͲͳͶ݁ െ Ͳ͵ ͷ

Après la simplification de l’équation Diophantine (III.16) on obtient:

ଶݖ) ൅ ଵܽݖ൅ ଶܽ)(ݖଷ൅ ݖଵܾݎ
ଶ ൅ ଶݎ ൅ݖܾ ଷݎ )ܾ ൅ ଴ܾ(ݏ଴൅ (ଵݏ

ൌ ହݖ ൅ ܽ݉ ଵݖ
ସ ൅ ܽ݉ ଶݖ

ଷ ൅ ܽ݉ ଷݖ
ଶ ൅ ܽ݉ ସݖ൅ ܽ݉ͷ

On trouve

Ce qui donne ; ଵܾൌݎ ܽ݉ ଵ െ ଵܽ ଶܾൌݎ, ܽ݉ ଶ െ ଵܽݎଵܾെ ଶܽ,ݎଷܾൌ ܽ݉ ͵ െ ଵܽݎଶܾെ

ଶܽݎଵܾ

଴ݏ =
ܽ݉ ସ െ ଵܽݎଷܾെ ଶܽݎଶܾ

଴ܾ

ଵݏ =
ܽ݉ ହ െ ଶܽݎଷܾ

଴ܾ

଴ݐ =
ͳ൅ ܽ݉ ଵ൅ܽ݉ ଶ൅ ܽ݉ ଷ ൅ ܽ݉ ସ ൅ ܽ݉ͷ

଴ܾ

La loi de commande :

൅݇)ݑ ͳ) ൌ െݎଵݑ( )݇ െ െ݇)ݑଶݎ ͳ) െ െ݇)ݑଷݎ ʹ ) െ െ݇)ݑସݎ ͵ ) ൅ ௖(݇െݑ଴ݐ ʹ )

െ െ݇)ݕ଴ݏ ʹ ) െ െ݇)ݕଵݏ ͵ )

Avec: ଵݎ ൌ ଵܾ൅ݎ ଴ݖ ଶݎ�, ൌ ଶܾ൅ݎ ଵܾݎ଴ݖ ଷݎ, ൌ ଶܾ൅ݎ଴ݖ ଷݎ ସݎܾ, ൌ ଴ݖ��଴etݖଷܾݎ = 0.0928.
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La figure (III.8) montre les résultats de l’application dans le cas placement de pôles

d’ordre fractionnaire fixe :

III.5.3.2.2. Placement de pôles adaptatif d’ordre fractionnaire :

On utilise dans ce cas l’estimateur de moindres carrés avec oubli exponentiel et donne

par les équations (III.18), (III.19), (III.20), (III.21).

Et obtient la figure (III.9) ci-dessous : avec ߠ ൌ ሾെͳǤ͸ͅ �െ ͲǤͳͲ���ͻǤͅͷ�����ͳǤʹͷሿ,

ൌߣ ͲǤ͹ͷ.

Figure III. 8 le résultat de (a) : Sortie de système, (b) : Signal de commande,

(c) : Signal d’erreur
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Commentaires :

D’après les figures (III. 8), (III. 9), on constate :

-La stabilité su système est satisfaite.

-Dépassement acceptable.

-Temps de réponse assez rapide

-Le système suit le modèle de référence.
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Figure III.9. le résultat de (a) : Sortie de système, (b) : Signal de commande,

(c) : Paramètres estimés, (d) : Signal d’erreur
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III.6. Conclusion

Nous avons appliqué dans ce chapitre la commande adaptative indirecte par la

méthode de placement de pôles d’ordre entier et d’ordre fractionnaire sur des un

exemple d’application (Moteur à Courant Continu), les résultats ont été très

satisfaisant et montrent l’efficacité de cette méthode, pour contrôler des systèmes dont

le modèle exacte n’est pas disponible ou dont les paramètres évoluent lentement dans

le temps.
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Chapitre IV :     

La Fractionalisation : Une nouvelle approche  

pour la robustification des systèmes de 

commande 

 

IV.1.Introduction 

L’usage des correcteurs classiques assurent quelques performances notamment la 

précision et la stabilité grâce à l’action intégrale et l’action dérivée. Vu les bonnes 

performances qui caractérisent les systèmes d’ordre fractionnaire, un travail de recherche 

intensif dans plusieurs domaines d’ingénierie pour l’application de ces concepts d’ordre 

fractionnaire est en cours de réalisation. 

Dans ce chapitre nous proposons une nouvelle approche pour introduire les filtres 

fractionnaires dans les schémas de commande classique. Elle est basée sur le remplacement 

d’une fonction d’ordre entier par une cascade de fonctions d’ordre fractionnaire. 

Dans la suite, nous allons utiliser l’approche « fractionalisation » dans les différentes 

techniques de commande (commande PI, Commande PID et commande PI adaptative) pour 

objectif d’amélioré les performances des systèmes. 

 

IV.2. Commande d’un PID classique : 

 Aujourd’hui, le correcteur PID est la structure de commande la plus utilisée dans les boucles 

de rétroaction. Plus de 90% des boucles d'asservissement sont des correcteurs PID. 

Généralement, le correcteur PID classique est implémenté dans des systèmes de commande à 

retour unitaire classique donné par la figure IV .1. 
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Figure IV .1: Système de commande à retour unitaire classique. 

Où : 

�(�): l e signal de commande  

�(�) : l’écart résultant de la différence entre la consigne �(�) 

�(�): la grandeur à commander  

�(�) ∶la fonction de transfert du correcteur 

 Gp(s) : est la fonction de transfert de système.  

Le comportement du correcteur proportionnel intégral dérivé (PID) classique est  décrit par 

l’équation suivante :  

�(�) = �� ��(�) +
�

��
∫ �(�)�� + ��

��(�)

��

�

�
�                                                                       (IV.1) 

       En appliquant la transformée de Laplace à l’équation (IV.1) avec les conditions initiales 

nulles la fonction de transfère de ce correcteur peut être exprimé par : 

�(�) = ��(1 +
�

�
+ �� �)                                                                                                     (IV.2) 

   Les paramètres du correcteur associés à ces différents termes sont le gain proportionnel �� , 

la constante d’intégration  �� et la constante de dérivation  �� . Les trois termes proportionnel, 

intégral et dérivé possèdent des caractéristiques différentes et agissent de manière 

complémentaire.        

 

       

- 

u(t) y(t) + + e(t) r(t) C(s)                                                       ��(�) 
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          La partie proportionnelle constitue la forme la plus élémentaire de rétroaction, où le 

signal de commande est simplement l’écart entre la consigne et la grandeur à commander, 

multiplié par le gain ��L’intuition veut qu’en augmentant ce gain, le signal de commande 

agisse de manière plus forte sur le système et ainsi atténue plus rapidement l’écart donc 

Lorsque ��  augmente, le temps de réponse varie peu et l’erreur statique est améliorée.  

         D’un autre côté, un correcteur agissant trop fortement donnera naissance à des 

comportements oscillatoires, témoins d’une diminution, voire d’une perte de stabilité. 

L’apparition d’un signal de commande non nul, dans le cas d’un correcteur proportionnel, est 

soumise à l’existence d’un écart entre la consigne et la grandeur à commander. La suppression 

de celui-ci est assurée par l’utilisation du terme intégral. Ce dernier génère, à partir d’un 

signal d’erreur de signe constant, une commande dont l’amplitude ne cesse de croître. Cela 

aura pour conséquence de supprimer tout écart permanent. Pour cette  raison, le terme intégral 

est souvent interprété dans la littérature comme un ajustement automatique du point de 

fonctionnement du correcteur. Mais il engendre un effet déstabilisant. Au contraire, l’objectif 

premier de l’élément dérivé est d’accroître la stabilité en boucle fermée. L’idée du terme 

dérivé est de prédire l’erreur future afin de pouvoir la corriger directement, sans attendre son 

apparition [19]. 

 

IV.3-Contrôleur ���� � d’ordre fractionnaire : 

Le contrôleur PID, de part sa simplicité, est très utilisé dans le monde industriel, néanmoins, 

ses performances deviennent insuffisante en raison par exemple de la présence d’un retard 

non négligeable dans le modèle du procédé ou lorsque les paramètres  du procédé varient. 

Dans ce cas, on fait appel à d’autres algorithmes de réglage tels que, le réglage par retour 

d’état, le réglage par modèle interne, le réglage  Par régime glissant, etc. 
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       Mais récemment, Podlubny, pour améliorer  le comportement du correcteur PID, à 

proposé le contrôleur  P��� �  fractionnaire, comportant un intégrateur d’ordre � et un  

différentiateur d’ordre�, où �et � appartiennent à l’ensemble des nombre réels. L’équation de 

sortie du correcteur P��� � d’ordre fractionnaire dans le domaine de temps est donnée sous la 

forme :  

�(�) = �� ��(�) +
�

��
� � �(�(�)) + �� � � (�(�))�                                                                (IV.3) 

En appliquant la transformée de Laplace à l’équation (IV.3) avec les conditions initiales 

nulles, la fonction de transfère de ce correcteur peut être exprimé par : 

�(�) = ��(1 +
�

���� + �� �� )                                                                                              (IV.4) 

Où les d’intégration �� et de dérivation ��  sont liés aux paramètres de la forme classique par 

les relations suivantes : 

�� =
��

��
                                                                                                                                (IV.5) 

�� = ����                                                                                                                            (IV.6) 

La fonction de transfére �(�)  d’un correcteur est :  

C(s) = K�(1 +
�

���� + T� s� )                                                          (IV.7)                                                     

En choisissant  

� = 1et � = 1dans l’équation (IV.7), on obtien le correcteur PID classique. 

� = 1 , � = 0  et  � = 0,  � = 1 donnent respectivement les correcteur PI et PD classique ,  

� = 0 et � = 0 donnent un correcteur proportionel .  
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Figure IV .2. Correcteur  PID, (a) :Ordre entier, (b) :Ordre fractionnaire 

        En plus de ��,�� �� �� , le correcteur P��� �  posséde deux autre  paramétre de réglage � 

et �. Ceci le rend plus flexible et donc une opportunité pour mieux ajuster les propriétés 

dynamique des systéme de commande d’ordre fractionnaire. S’inspirant de l’idée du 

correcteur P��� �  ; plusieurs travaux sur les technique de réglage sont actuellement publiés 

[16].  

        L’ avantage le plus important du correcteur P��� �   d’ordre fractionnaire est sa 

possibilité de bien commander la dynamique des systèmes d'ordre fractionnaire. Un autre 

avantage se trouve dans le fait que les correcteurs P��� �  d’ordre fractionnaire sont moins 

sensibles aux changements des paramètres d'un système commandé, ce qui donne une 

amélioration de la robustesse. Ceci est parce que les correcteurs  P��� �  d’ordre fractionnaire 

possèdent deux degrés de liberté supplémentaires pour mieux ajuster les propriétés 

dynamiques de systèmes de commande. Puisque les ordres � et � sont des nombres réels 

arbitraires, le correcteur P��� �  d'ordre fractionnaire est plus flexible et donne l’avantage de 

mieux régler les propriétés dynamiques des systèmes [20, 21]. 

Des activités de recherche sont dirigées pour définir de nouvelles techniques de réglage des 

correcteurs P��� �  d’ordre fractionnaire par l’extension de la théorie de la commande 

classique. 
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IV .4.  Méthodes de réglage des correcteurs fractionnaires : 

       Une précision insuffisante, une stabilité trop relative (instabilité), un temps de réaction 

trop lent, un dépassement trop important, sont des qualités qui peuvent être inacceptables au 

regard d’un cahier de charges. Il est donc souvent nécessaire d’intégrer dans le système 

asservis un réseau correcteur dont l’objectif est d’améliorer un ou plusieurs de ces différents 

paramètres sans bien sûr le faire au détriment des autres. Si l’on souhaite améliorer les 

caractéristiques de précision, stabilité et la  rapidité du système, il est nécessaire d’introduire 

un correcteur dans la boucle de commande.  

       Ces correcteurs doivent permettre de réaliser le meilleur compromis entre précision, 

stabilité et rapidité du système étudié [18, 23]. Les correcteurs classiques PID possèdent trois 

paramètres �� ,�� ,et �� , ce nombre de paramètres augmente par rapport aux correcteurs 

fractionnaires .Les paramètres qui doivent être  ajuster pour un correcteur fractionnaire sont 

�� ,�� , �� , � et �. Pour déterminer ces cinq paramètres, il faut avoir 5 équations à 5 

inconnues.  

IV.4. 1. Critères de performances  temporelles :  

       Nous pouvons citer par exemple coefficient d’amortissement, erreur statique, temps de 

réponse et temps de montée.                                                                                                         

IV.4. 2. Critères de performances  fréquentielles :                                                                                                  

On cite ci-dessous les spécifications fréquentielle qui peuvent être utilisées pour déterminer 

les paramètres des correcteurs fractionnaires :                                                                                  

A. La marge de phase ��  et la fréquence de la coupure � �� :  

���� ������ ����
��

= 0��                                                                                                  (IV.8) 

� + �� = ������� ����(� ��)�                                                                                      (IV.9) 

B. Marge du gain : 

� � =
�

�(�� � � )� (��� � )
                                                                                                          (IV.10) 
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�����(��� � )�(��� � )� = �                                                                                         (IV.11) 

C. Garantir un rejet du bruit en haute fréquence, la fonction du transfert en boucle fermée doit 

avoir une petite amplitude en haut fréquence : 

|�(��)|= �
�(�� )� (�� )

�� �(�� )� (�� )
�

��
< ���                                                                                    (IV.12) 

|�(���)|�� = ��� � ≥ � ����/� 

Où A est l’atténuation désirée de bruit pour des fréquences rad/s 

D.pour assurer un bon rejet de bruit de mesure de sortie on doit atteindre la contrainte : 

�
1

1 + �(��)�(��)
�

��

≤ ���  

|�(���)|�� � ≥ � � ��� �⁄ ⇒ ���(�� �)��
��

= ���                                                            (IV.13) 

Avec N la valeur désirée de la fonction de sensibilité pour les fréquences � ≥ � ����/� 

e-Garantir la robustesse vis-à-vis aux variations du gain du système, la phase de la fonction du 

transfère en boucle ouverte doit être constante autour de la fréquence de coupure  

�

��
���|�(��)�(�� )|� � � ��

= 0                                                                                       (IV.14) 

La vérification de l’équation  (IV.14) signifie que le système est plus robuste aux variations 

du gain, ce qui donne un dépassement presque constant. 

f-Rejet de bruit de sortie : 

La contrainte suivante doit être atteinte : 

��(��) =
�

�� �(�� )� (�� )
�

��
≤ ���                                                                                       (IV.15) 

⇒ |�(�� �)|�� = ��� � ≤ � ����/� 

Avec  B la valeur désirée  de la fonction de sensibilité pour les fréquences                              

� ≤ � ����/� (plages de  fréquences désirées). 
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IV.5.La fractionalisation des Correcteurs PI et PID : 

La fractionalisation de PI classique ainsi que PID classique est obtenue en modifiant   le terme 

intégrateur dans les fonctions de transferts des correcteurs précédent. 

L’intégrateur 1/s  est fractionalisé comme suit [26, 87] : 

 

 

 

 

 

Figure IV .3.Fractionalisation d’un intégrateur 

Tel que :
�

�
=

�

��

�

�(�� � )
 

Avec α est un nombre réel: 0 < � < 1. 

 

Soit la fonction de transfert d’un correcteur classique PI est : 

���(�) =  �� + 
�

���
                                                                               (IV.16) 

La fonction de transfert d’un correcteur PI  fractionalisé est donnée comme suit: 

 

���� =  
�

��

�

�� � � �
�� ���� �

��
�                                                                               (IV.17) 

Avec   0 < � < 1 

Soit la fonction de transfert d’un correcteur PID  classique donnée par l’équation suivante : 

�(�) = ��(1 +
1

���
+ �� �) 

 

 

1

�
 

1

��� �
 

1

��
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Le Correcteur PID fractionalisé  définie par la fonction suivante [26] : 

�(�) =
1

�
�

(���� ���
� + ����� + ��

��
� 

�(�) =
1

��

1

�(1 �) �
(�������

2+�����+��

��
�                                                                 (IV.18) 

Avec 0 < � < 1 

 

IV.6. Commande PI adaptatif Robuste d’ordre Fractionnaire 
 

IV.6. 1.Contrôleur  adaptatif � �d’ordre entier 

Le schéma ordinaire de contrôleur PI adaptatif d’ordre entier [55] est donné par la figure IV.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure. IV .4.  Contrôleur  adaptatif ��   d’ordre entier. 
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La loi de commande de régulateur adaptatif ��d’ordre entier est donnée comme suit [55, 81]: 
 

�(�) = �� ���(�)�(�) + ∫ ��
�

�
(�)�(�)���                                                                                   (IV.19) 

Avec : 

��(�) = ��(�) + ����(�) 

��(�) = ����(�)  

��(�) = �²(�) 

��(�) = � �(�)���
�

�

 

�(�) = �(�) �(�) 

 
Avec ��,��  et ��sont des constantes positives. 

 

IV.6. 2.Contrôleur  adaptatif � � d’ordre fractionalisé : 

Le schéma ordinaire de contrôleur PI adaptatif fractionalisé est donné par la figure IV .5 : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV .5.Contrôleur  adaptatif ��fractionalisé. 
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La loi de commande de régulateur adaptatif �� fractionalisé est donnée comme suit [28]: 
 

�(�) = �� ���(�)�(�) + ��� � �  ��{��(�)�(�)}��                                                                         (IV.20) 

Avec :  

��(�) = ��(�) + ����(�) 

��(�) = ����(�)  

��(�) = �²(�) 

��(�) = ��� � ���{�²(�)}� 

�(�) = �(�) �(�) 

 

IV.7.Exemples et Simulations : 

IV.7.1.Commande PI et PI fractionalisée 

IV.7.1.1: Commande PI et PI fractionalisée d’un système �é�� ordres  

 

On considère comme un exemple d’application un système de fonction de transfert: 

�(�) =  
�  � ��� ��� ��

��� ����� ���� �
                                                                                 (IV.21) 

Les paramètres de réglage obtenus en utilisant la méthode de Hrones-Reswick sont : 

�� = 0.75,�� = 3.1 

La figure IV.6 représente la sortie du système après l’utilisation de correcteur PI et PI 

fractionalisé. 
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Figure IV.6 : Commande PI et PI Fractionalisée d’un système 3é�� ordres  

Le tableau suivant représente le résumé des caractéristiques d’un PI et PI fractionalisé pour 

les différentes valeurs de � : 

Tableau IV.1. Les caractéristiques d’un PI et PI fractionalisé de système 3é��  ordres  

 

 

 

 Correcteur 
 

(�, � -1) 
PI PI Fractionalisé 

(0.1, 0.9) 

Tr : 7.68s 

D :0.1 

Tr : 12.7s 

D :0.091 

(0.2, 0.8) 

Tr : 7.68s 

D : 0.1 

Tr : 12.9s 

D : 0.094 

(0.3, 0.7) 

Tr : 7.68s 

D : 0.1 

Tr : 13.1s 

D : 0.099 

(0.4, 0.6) 

Tr : 7.68s 

D : 0.1 

Tr : 13.3s 

D : 0.098 

(0.5, 0.5) 

Tr : 7.68s 

D : 0.1 

Tr : 13.4s 

D : 0.094 
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IV.7.1.2.  La commande de la température d’un radiateur : 

La fonction transfert d’un radiateur est: 

G(s) =  
�

��.����.��� �.���
                                  (IV.22) 

 

Le modèle approximé du radiateur, en utilisant la méthode d’oustaloup est donné par : 

G�(s) =
�.������ �� �  �.��� ���  ��.�� �� �  ��.� �� �  �.��� � �  �.����

�� �  ���.� �� �  ���� ���  ���� �� �  ��.�� �� �  �.��� � �  �.�����
                (IV.23) 

 

Le réglage par la méthode de Hrones-Reswick donne : 

�� = 2.75, �� = 4.5 

 

La courbe suivante représente la sortie du système après l’application de la commande  PI et 

PI fractionalisée : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.7 : Commande PI et PI fractionalisée d’un radiateur. 
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Le tableau IV.2  représente le résumé des caractéristiques d’un PI et PI fractionalisé pour les 

différentes valeurs de � : 

 

Tableau IV.2 .Les caractéristiques d’un PI et PI Fractionalisé d’un radiateur. 

                 Correcteur 
 

 (�,  � -1 ) 
PI PI Fractionalisé 

(0.1, 0.9) 

Tr : 106 s 

D : 0.01 

Tr : 98 s 

D : 0.0089 

(0.2, 0.8) 

Tr : 106 s 

D : 1.01 

Tr : 96.5 s 

D : 0.0092 

(0.3, 0.7) 

Tr : 106 s 

D : 0.01 

Tr : 96 s 

D : 0.0098 

(0.4, 0.6) 

Tr : 106 s 

D : 0.01 

Tr :95.5 s 

D : 0.008 

(0.5, 0.5) 

Tr : 106 s 

D : 0.01 

Tr 95.3 s 

D :0.009 

 

 

IV.7.1.3. Commande d’un four : 

La fonction de transfert d’un four donné par [24] est : 

�(�) =  
�.�

�� �  ��� � �  �.�.���
                                                                               (IV.24) 

La figure IV.8 présente la sortie de système après l’application de la commande  PI et PI 

fractionalisée. 

. 
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Figure IV.8. Commande PI et PI fractionalisée d’un four. 

Le réglage par la méthode de Hrones-Reswick  donne: 

�� = 5.25,  �� = 2.1 

Le tableau IV.3  présente le résumé des caractéristiques d’un PI et PI fractionalisé pour les 

différentes valeurs de  � . 

Tableau IV.3 .Les caractéristiques d’un PI et PI Fractionalisé de four. 

                 Correcteur 
 

 (�,  � -1) 
PI PI Fractionalisé 

(0.1, 0.9) 

Tr : 480 s 

D : 0.43 

Tr : 355s 

D : 0.37 

(0.2, 0.8) 

Tr : 480 s 

D : 0.43 

Tr : 326s 

D : 0.37 

(0.3, 0.7) 

Tr : 480 s 

D : 0.43 

Tr : 242 s 

D : 0.36 

(0.4, 0.6) 

Tr : 480 s 

D : 0.43 

Tr : 243 � 

D : 0.36 

(0.5, 0.5) 

Tr : 480 s 

D : 0.43 

Tr : 244 � 

D : 0.36 
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Commentaires : 

D’après les tableaux IV.1, IV.2, IV.3,  On remarque que : 

 La stabilité est garantie dans les deux cas (entier et fractionalisé).  

 La commande PI fractionalisée nous à permis d’améliorer le temps de réponse (Tr) et 

de  minimiser  le dépassement (D). 

IV.7.2.Commande PID et PID  fractionalisé : 

IV.7.2.1.Commande  PID et PID fractionalisée du moteur à courant continu: 

 

On considère la fonction de transfert d’un moteur à courant continu : 

��(�) =
��

�(��� �)
                                                                                             (IV.25) 

Les valeurs nominales du gain �� et du temps de relaxions � sont respectivement données par 

�� = 235et  � = 1/66.9 . 

Les paramètres de réglage ��,�� et ��  obtenus en utilisant la méthode de Ziegler_Nichols   

sont respectivement: 0.0011 ,0.12  ,0.045. 

La courbe IV.9 présente les sorties du MCC après l’application des correcteurs PID et PID  

fractionalisé: 

 

Figure IV.9 : Commande PID et  PID fractionalisée d’un Mcc. 
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Le tableau IV.4  présente la différence entre les deux commandes PID et PID fractionalisée à 

partir le temps de réponse et le dépassement. 

Tableau IV.4.  Comparaison entre la commande PID et PID fractionalisée d’un Mcc. 

Correcteur 
 
(�,  � -1) 

PID 

 
PID fractionalisé 

 

(0,1   .     0,9) 
 

Tr = 3,36 

 

�r = 2,41 

 

(0,2   .     0,8) 
 

Tr = 3,36 

 

�r = 2,89 
 

(0,3   .     0,7) 
 

�� = 3,36 

 

�r = 2,85 
 

(0,4   .     0,6) 
 

�� = 3,36 

 

�r = 3,25 
 

(0,5   .     0,5) 
 

�� = 3,36 

 

�r = 3,25 
 

 

IV.7.2.2.Commande  PID et PID fractionalisée de la température d’un Radiateur : 

Le modèle mathématique d’un Radiateur est donné par [42] : 

  �(�) =
�

��.�� ��.��� �.���
                                                                                 (IV.26) 

Les paramètres de réglage ��,�� et ��  obtenus en utilisant la méthode de Ziegler_Nichols   

sont respectivement: :�� = 10,5481 ,�� = 2,�� = 20  

 La fonction de transfert du modèle approximé en utilisant la méthode d’oustaloup est donnée 

par la fonction suivante : 

��(�) =
0.004181 ��  +  1.606��  +  36.59 ��  +  52.4 �� +  4.717 � +  0.0252

�̂ 6 +  187.2 ��  +  2081 ��  +  1474 ��  +  95.06 ��  +  2.986 � +  0.01507
 

 

La courbe  IV.10  présente les sorties de la température d’un Radiateur après l’application des 

commandes PID et PID fractionalisé avec α=0.4. 



Chapitre IV :                        La Fractionalisation : Une nouvelle approche pour la robustification                                                                                                         

 
  

104 
 

 

Figure IV.10. Commande PID et PID fractionalisée d’un Radiateur. 

Le tableau IV.5 présente la comparaison entre la commande PID et PID fractionalisée de la 

température de radiateur  

 

Tableau IV.5.  Comparaison entre la commande PID et PID fractionalisée d’un Radiateur. 

Correcteur 
 

(�,  � -1) 

PID PID fractionalisée 

(0,1   .     0,9) 
 

Tr = 26,7s 

� = 0,2 

Tr = 25,4 s 

D = 0,17 

(0,2   .     0,8) 
 

Tr = 26,7s 

� = 0,2 

Tr = 18,4 s 

D = 0,19 

(0,3   .     0,7) 
 

���3 = 26,7� 

� = 0,2 

Tr = 19 s 

D = 0,18 

(0,4   .     0,6) 
 

Tr = 26,7s 

� = 0,2 

Tr = 19,4 s 

D = 0,19 

(0,5   .     0,5) 
 

Tr = 26,7s 

� = 0,2 

Tr = 19,6 s 

D = 0,17 
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IV.7.2.3. Commande  PID et PID fractionalisée d’un modèle de 2ème ordre: 

On considère le système de 2ème  ordre suivant : 

��(�) =
���� �

��� �� �
                                                                                                              (IV.27) 

 

Les paramètres de réglage ��,�� et ��  obtenus en utilisant la méthode de Ziegler_Nichols   

sont respectivement: :�� = 10 ,  �� = 0.2,  �� = 1.3  

La figure IV.11  présente la réponse après la commande PID et PID fractionalisée avec       

(α,1-α)=(0.4,0.6) : 

 

Figure IV.11  Commande PID et PID fractionalisée d’un modèle de  2ème  ordre. 

 

Le tableau IV.6 présente la comparaison entre la commande PID et PID fractionalisée d’un 

modèle de  2ème  ordre. 
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Tableau IV.6. Comparaison entre la commande PID et PID fractionalisée d’un model de  2ème  

ordre. 

Correcteur 
 

(�,  � -1) 

PID PID Fractionalisée 

(0,1   .     0,9) 
 

Tr = 0,127 s 

D = 0,175 

Tr = 0,124 

D = 0,11 

(0,2   .     0,8) 
 

Tr = 0,127 s 

D = 0,175 

Tr = 0,0977 

D = 1,15 

(0,3   .     0,7) 
 

Tr = 0,127 s 

D = 0,175 

Tr = 0,0982 

D = 0,16 

(0,4   .     0,6) 
 

Tr = 0,127 s 

D = 0,175 

Tr = 0,0306 

D = 0,16 

(0,5   .     0,5) 
 

Tr = 0,127 s 

D = 0,175 

Tr = 19,6 

D = 0,15 

 

Commentaires : 

D’après les tableaux IV.4, IV.5, IV.6,  On remarque que : 

 La stabilité est garantie dans les deux cas (entier et fractionalisé).  

 La commande PID fractionalisé nous à permis d’améliorer le temps de réponse (Tr) et 

de  minimiser  le dépassement (D). 
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IV.7.3. Commande PI adaptatif Robuste d’ordre Fractionnaire 
 

Soit la fonction du moteur à courant continu donné par la fonction IV.28 suivante [28, 141]: 

G(s) =
�(�)

��(�)
=

�.��

� (�.�� �� �)
                                                                               (IV.28) 

Les Sorties du MCC après l’application de la commande PI adaptative entier et fractionalisée (α=0.3) 

avec bruit aléatoire à la sortie  (amplitude 5% du signal de référence) sont donnés par la figure IV.12 

avec les paramètres �� = 5,α� = 3000,α� = 5000  , α=0.3:  

 

Figure IV.12. Sortie du MCC après l’application de la commande PI adaptative entier et fractionalisée 

(α=0.3) avec bruit aléatoire à la sortie(amplitude 5% du signal de référence) 

Les signaux de commande de PI adaptatif  entier et fractionalisé sont donnés par la figure IV.13. 
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Figure .IV.13.Les signaux de commande d’un PI Adaptatif entier et fractionalisé  ( α=0.3). 

 

Les figures IV.14 et IV.15 montrent l’évolution des paramètres k1 et k2: 

 

Figure .IV.14. Evolution de paramètre  k1. 
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Figure .IV.15.Evolution de  paramètre  k2. 

 

Les Sorties du MCC après l’application de la commande PI Adaptative entier et fractionalisée (α=0.3) 

avec bruit aléatoire à la sortie(amplitude 20% du signal de référence) sont donnés par la figure IV.16 

avec les paramètres �� = 5,α� = 3000,α� = 5000  , α=0.3: 

 

 

Figure IV.16. Sortie du MCC après l’application de la commande PI adaptative entier et fractionalisée 

(α=0.3) avec bruit aléatoire à la sortie(amplitude 5% du signal de référence) 

Les signaux de commande de PI adaptatif entier et fractionalisé sont donnés par la figure IV.17. 
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Figure .IV.17. Les signaux de commande de PI adaptatif entier et fractionalisé  ( α=0.3). 

 

Les figures IV.18 et IV.19 montrent l’évolution des paramètres  k1 et k2: 

 

Figure .IV.18. Evolution de  paramètre  k1. 
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Figure .IV.19. Evolution de  paramètre  k2. 

IV.8. Analyse de Robustesse  

 

L’évaluation de performance de système de commande est réalisé en utilisant le critère de 

l’erreur quadratique J suivant : 

� = � (��(�) �(�))���
��

��

 

Le critère de l’erreur quadratique J en utilisant un bruit aléatoire de 5% et 20% de la sortie est 

donné par le tableau IV.7  et IV.8 respectivement   : 

 

Tableau IV.7. Le critère de l’erreur quadratique J avec un bruit aléatoire de 5% de la sortie 

 

 

 

 

0 0.5 1 1.5
0

20

40

60

80

100

120

140

Temps (s)

 Entier       
 Fractionalisé

k2 

α 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 1 

J  0.07 0.06 0.058 0.083 0.062 0.262 

d 0.196 0.195 0.194 0.196 0.195 0.22 



Chapitre IV :                        La Fractionalisation : Une nouvelle approche pour la robustification                                                                                                         

 
  

112 
 

 

Tableau IV.8. Le critère de l’erreur quadratique J avec un bruit aléatoire de 20 % de la sortie 

 

 

 

Commentaires : 

D’après les tableaux IV.7.et IV.8.on remarque : 

 La  diminution de  dépassement dans le cas d’utilisation du contrôleur PI adaptatif 

fractionalisé par rapport au cas entier. 

 Pour le cas α=0.3 on a obtenu le meilleur critère quadratique J et un dépassement minimal. 

 Le  critère d’erreur quadratique J est  minimal  dans le cas d’utilisation de contrôleur 

PI adaptatif fractionalisé, ce qui justifie l’amélioration de la robustesse. 

 

IV.9. Conclusion  

Dans ce chapitre nous avons présenté trois techniques de commandes  (commande PI, 

Commande PID et commande PI adaptative) et dans chacune de ces technique nous avons fais 

une comparaison entre le cas entier et le cas fractionalisé. 

D’après les résultats obtenus on constate  que les régulateurs fractionalisés nous 

donnent les meilleures performances (rapidité et dépassement minimal et  robustesse) par 

rapport au cas entier. 

α 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 1 

J 0.218 0.186 0.175 0.247 0.213 0.262 

D 0.217 0.22 0.205 0.21 0.21 0.23 
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Conclusion générale

Ce travail sur l’utilisation des filtres fractionnaires dans les systèmes de commande

adaptatifs pour l’objectif d’amélioré le niveau de performance des systèmes de commande

concernant la phase transitoire de la réponse, et d'obtenir une meilleure robustesse contre les

bruits et les perturbations, à permis de valider quelques résultats qui existaient dans ce

domaine mais son mérite est de faire plusieurs propositions sur des algorithmes adaptatifs

améliorés par l'introduction des filtres d'ordre fractionnaire, et d'élargir cette théorie de

commande naissante, en ouvrant de nouveaux horizons pour le développement de la

commande adaptative.

Nous avons présenté plusieurs contributions relatives à la simulation, à la commande d’ordre

entier et d’ordre fractionnaire des systèmes, ainsi qu’à la commande robuste d’ordre

fractionnaire pour certains types de systèmes dynamiques.

 Notre première contribution concerne l'introduction d'un modèle de référence d'ordre

fractionnaire dans le schéma de commande CAMR pour le but d’amélioré les

performances des systèmes. Le principe consiste à approximer d’abord le modèle de

référence fractionnaire en utilisant l’une des méthodes d’approximation (Oustaloup) et

ensuite utiliser l’algorithme classique de la commande adaptative à modèle de référence.

notre objectif a été de trouver une commande qui conduit le système à un objectif désiré

(le signal de référence). Les résultats de simulation ont confirmé les avantages de la

commande adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire tel que :

- la réduction du retard qui est très grand dans le cas où le modèle de référence

est d’ordre entier ainsi que le bon suivi de trajectoire de robot SCARA.

- le bon suivi de la consigne, l’amélioration de la rapidité et de robustesse.

 Notre deuxième contribution concerne s'intègre dans la ligne des lois de commande

polynomiale auto-ajustables et adaptatives. Les méthodes de synthèse par placement des

pôles associées à la loi de commande polynomiale présentent actuellement une solution

élégante pour de nombreuses applications. Bien que les régulateurs polynomiaux par

placement des pôles soient très répandus, la plupart des applications qui leur font recours
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considèrent des problèmes de régulation où la consigne ne varie pas dans le temps. Ce

nouveau régulateur est appelé RST et permet d'obtenir à partir d'une synthèse par

placement des pôles une structure généralisée, qui numériquement est plus robuste et plus

maniable.

Dans notre travail nous avons appliqué la commande auto ajustable indirecte par

placement de pôles à processus inconnus d’ordre entier et d’ordre fractionnaire. Les

résultats obtenus montrent que la commande adaptative d’ordre fractionnaire est

meilleure par rapport à la commande adaptative d’ordre entier surtout concernant la

rapidité et la précision.

 La troisième contribution présente la proposition d’une nouvelle approche, à savoir ‘‘La

Fractionalisation’’, qui peut être utilisée dans les différentes techniques de commande

existantes dans le but d’amélioré le niveau de performances des systèmes. nous avons

présenté trois techniques de commandes (commande PI, Commande PID et commande PI

adaptative) et dans chacune de ces techniques nous avons effectués une comparaison entre

le cas entier et le cas fractionalisé.

D’après les résultats obtenus on constate que les régulateurs fractionalisés nous donnent

les meilleures performances (rapidité, dépassement minimal et robustesse) par rapport au

cas entier.

Le travail effectué dans le cadre de cette thèse a permis de réaliser plusieurs publications,

notamment :

- pour ce qui concerne de la commande adaptative à modèle de référence d'ordre

fractionnaire un journal international [21], trois conférences internationales [24,27, 73].

- Concernant la commande par placement de pôles auto-ajustable d'ordre fractionnaire

une publication dans une revue internationale de renommée [89] et deux conférences

internationales [72, 88].

- Concernant la nouvelle approche qui est la Fractionalisation, une publication dans une

revue indexée [28] et deux conférences internationales [26] et [87].

- Utilisation d’un filtre fractionnaire pour l’amélioration des performances d’un

régulateur PID [23].

- Elimination du bruit dans une conduite d’aération en utilisant les filtres adaptatifs [22].

- Utilisation de l’approximation Sub-Optimal pour désigné le bon contrôleur PID, à une

conférence internationale [25].

- Commandes Multi-modèles du Moteur a Courant Continu, à une conférence

internationale [20].
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Perspectives…

Ce travail pourrait donner lieu à des études complémentaires dans les directions

suivantes :

- Jusqu'à présent, nous avons considéré des systèmes bien modélisés, mais on sait qu’en

pratique, les modèles sur lesquels on s’appuie sont incertains. La prise en charge de

modèles incertains est un challenge important pour les futurs travaux.

- Généraliser les résultats obtenus au cas des systèmes multi-variables (MIMO).

- Etudier l'application des algorithmes de commande classique et moderne à des

processus régis par des équations différentielles d'ordre fractionnaire.

- Développer de nouveaux schémas de commande adaptative robuste d’ordre

fractionnaire.

.
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ANNEXE

Modélisation du robot SCARA à 3ddl

Modèle dynamique :

Le but de cette annexe est de donner les matrices du modèle dynamique du robot SCARA à 3

ddl. Pour cela on rappelle le modèle dynamique Lagrangien

B(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) = τ            

Les différentes matrices de ce modèle dynamique sont détaillées par le code Matlab suivant :

%---- matrice d’inertie ----------------------

B=zeros(3);

B(1,1)=I1+I2+I3+(m3+0.25*m1+m2)*d1^2+(0.25*m2+m3)*d2^2+(2*m3+m2)*d1*d2*

cos(q2);

B(1,2)=I2+I3+(0.25*m2+m3)*d2^2+(0.5*m2+m3)*d1*d2*cos(q2); %

B(1,3)=0; %

B(2,1)=B(1,2); %

B(2,2)=I2+I3+(0.25*m2+m3)*d2^2; %

B(2,3)=0; %

B(3,1)=B(1,3); %

B(3,2)=B(2,3); %

B(3,3)=m3;

%---- matrice de Coriolis ----------------------

C=zeros(3); %



ANNEXE

C(1,1)=-0.5*d1*d2*sin(q2)*(2*m3+m2)*q2p; %

C(1,2)=-0.5*d1*d2*sin(q2)*(2*m3+m2)*(q1p+q2p); %

C(1,3)=0; %

C(2,1)=-0.5*d1*d2*sin(q2)*(2*m3+m2)*(q1p+q2p); %

C(2,2)=-0.5*d1*d2*sin(q2)*(2*m3+m2)*q1p; %

C(2,3)=0; %

C(3,1)=0; %

C(3,2)=0; %

C(3,3)=0;

%------ Vecteur de gravité ----------------------

G=zeros(3,1); %

G(1)=0; %

G(2)=0; %

G(3)=m3*g;
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في  أنظمة التحكم أداء مستوى تحسینھدف ب التحكم المتكیف أنظمةفي  الجزئیة مرشحاتال استخدامالذي یكمن في  العمل ھذا-ملخص
التي كانت  بعض النتائج قیتحقبلنا سمحوالذي .والاضطرابات ضد الضوضاء قوة أفضل والحصول علىستجابة، الانتقالیة للا مرحلةال

المرشحات  نظام إدخال من خلالسنة حمو ةتكیفم خوارزمیات على مقترحات عدة ھو جعل مضمونھا ھذا المجال ولكن موجودة في
التحكم  ةنظمأالمحاكاة، بعدة مساھمات تتعلق منا قدّ.التحكم المتكیف لتطویر ةجدید آفاق، وفتح نظریة الولیدةال ھذه وتوسیع، الجزئیة

تتعلق .لأنواع معینة من الأنظمة الدینامیكیةالجزئي قوي التكیف مال التحكمبأكملھا، فضلا عن أنظمة التحكم الجزئي و الصحیحة
ت لاستمرار مسار الروبو جیدةمع نتائج  الجزئي) MRAC(تكیف في النموذج المرجعي الم التحكممساھمتنا الأولى في 

SCARA. الأقطابع من أجل وضبسیطة قدم خوارزمیات كما ن .المعدل ذاتیاوتكیفممتعد الحدود الالتحكم قوانین بمساھمتنا الثانیة تتعلق 
 الاستبداللتحل محل '' ؤأو التجزّ لتشققا" ھولنھج الجدید المقترح، وتبیّن االنتیجة الثالثة أما . التحكمفي الوقت الحقیقي في حلقة  الجزئیة

ویمكن استخدامھ في مختلف تقنیات التحكم القائمة . جزئیة ذات جمع صحیحمع قوى  الاستبدالسلسلة من نفس التحكم بحلقة المنطقي في 
.الأنظمةمن أجل تحسین مستوى أداء 

الحساب الجزئي، نظام التحكم الجزئي، التحكم المتكیف بنموذج مرجعي، التحكم المتكیف غیر المباشر، تبدیل  -الكلمات المفتاحیة
).fractionalization(الأقطاب الجزئي، التجزؤ 

Abstract -This work studies the introduction of fractional order filters in the adaptive control loops in
order to improve the robustness and performance of the process. Many adaptive concepts are
considered, and new control algorithms are proposed using fractional order operators (differentiator,
integrator) as well as fractional order transfer functions. We have validated some existing results but
the merit of this work is to propose several new adaptive controls schemes that are able to improve the
robustness and time behavior of the systems. These proposed techniques concern mainly:

- Model reference adaptive control (MRAC) with fractional order reference model, with
interesting results for the trajectory following of a SCARA robot.
- Indirect self-tuning control based on fractional order pole placement algorithm.
-“Fractionalization” which is a new concept and a tool for improvement of control system
robustness against noise and disturbances, consisting in replacing the integer transfers by
asuccession of fractional order transfer functions.

Illustrative simulation examples have shown the superiority of the proposed control schemes in terms
of robustness and behavior of the controlled plants.

Keywords - Fractional calculus, fractional order control system, model reference adaptive control,
indirect adaptive control, fractional order pole placement, fractionalization.

Résumé -Ce travail traite l’utilisation des filtres fractionnaires dans les systèmes adaptatifs de

commande dont l’objectif est d’améliorer le niveau de performance des systèmes de commande

concernant la phase transitoire de la réponse, et d'obtenir une meilleure robustesse contre les bruits et

les perturbations. Il a permis de valider quelques résultats qui existaient dans ce domaine mais son

mérite est de faire plusieurs propositions sur des algorithmes adaptatifs améliorés par l'introduction des

filtres d'ordre fractionnaire, et d'élargir cette théorie de commande naissante, en ouvrant de nouveaux

horizons pour le développement de la commande adaptative.Nous avons présenté plusieurs

contributions relatives à la simulation, à la commande d’ordre entier et d’ordre fractionnaire des

systèmes, ainsi qu’à la commande adaptative robuste d’ordre fractionnaire pour certains types de

systèmes dynamiques. Notre première contribution concerne la commande adaptative à modèle de

référence (CAMR) d'ordre fractionnaire avec des résultats intéressants pour la poursuite de trajectoire

de robot SCARA. Notre deuxième contribution concerne les lois de commande polynomiale auto-

ajustables et adaptatives. Nous proposons des algorithmes simples pour le placement de pôles d’ordre

fractionnaire en temps réel dans la boucle de commande. Le troisième résultat présente la proposition

d’une nouvelle approche, à savoir ‘‘La Fractionalisation’’, consistant à remplacer le transfert rationnel

dans la boucle de commande par une succession du même transfert avec des puissances d’ordre

fractionnaire dont la somme est entière. Elle peut être utilisée dans les différentes techniques de

commande existantes dans le but d’améliorer le niveau de performances des systèmes.

Mots Clés - Calcul fractionnaire, système de commande d'ordre fractionnaire, commande adaptative à
modèle de référence, commande adaptative indirecte, placement de pôles fractionnaires,
fractionalisation.


