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Chapitre 1 Introduction générale

Chapitre 1

Introduction Générale

Les origines du calcul fractionnaire remontent & la fin du 17°™ siécle, I’époque ou Newton et
Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral, mais ce n’est que lors des
quatre dernic¢res décennies que le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérét et les applications des
dérivées fractionnaires se sont le plus diversifiées.

Comme il est bien connu, beaucoup de systemes dynamiques sont mieux caractérisés par un
modéle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur la notion de différentiation ou
d’intégration d’ordre non-entier avec des exemples d’application dans divers domaines tel que le
traitement du signal[1], le traitement d'image [2], le contrdle automatique[3-4], la robotique[5], et

I'énergie renouvelable [6].

Le chaos est la deuxieme notion-clé sur laquelle se base cette these. Le comportement
chaotique se situe entre la régularité rigide et 1’aspect aléatoire, et son application pratique n’a eu
naissance qu’a la révolution de I’ordinateur, d’ou 1’apparition d’une variété d’applications
industrielles et commerciales, basées sur les différents aspects des systemes chaotiques.

Depuis la découverte du chaos, il a été considéré comme un comportement incontrolable et
imprédictible en raison de 1’effet des perturbations et a la sensibilité au plus Iéger changement des
conditions initiales qui provoque une évolution différente dans la trajectoire du systeme.

Dans leur tentative de contrbler le chaos, les chercheurs essayerent d’apporter de nouvelles
idées et techniques qui utilisent la nature méme du chaos pour le contréler. Le premier article publié
dans ce domaine est celui d’Ott, Grebogi et York en 1990[7]. Ce qui a vraiment intéressé les
chercheurs du domaine est le fait qu'une dynamique complexe pouvait étre stabilisée par une
méthode simple et efficace. En paralléle avec la parution de 1’article d’OGY, Pecora et Carroll ont
prouvé la possibilité de synchroniser deux systéemes chaotiques évoluant initialement dans deux états
différents malgré la dynamique trés complexe des systémes chaotiques[8]. Et aprés le travail
développé par Chen et Lai en 1996 qui consiste a appliquer au systéeme, une loi de commande tirée
de la condition de stabilité de Lyapunov pour déplacer le systtme de sa position d’équilibre sans

divergence [9], plusieurs recherches ont étés développées sur le contrdle, la synchronisation et la
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chaotification dite anti-contr6le des systemes dynamiques non linéaires.

Basée sur les concepts usuels d’ordre, il est bien connu que le chaos ne peut pas se produire
dans des systtmes continus ayant un ordre total inférieur a trois. Dans le cas des systémes
fractionnaires I’ordre total du systeme passe de trois a la somme de 1’ordre de chaque équation
particuliére. Dans de tels cas, le chaos a été exposé dans un systeme avec un ordre total inférieur a
trois et des comportements chaotiques ont été trouvés dans les systemes d'ordre fractionnaire de
Lorenz-Stenflo [10], Chua [11], Chen[12], Qi [13], Duffing [14], Newton-Leipnik [15] et Liu [16].
En outre, le contréle et la synchronisation du chaos sont des applications utiles de la théorie du chaos.
En effet, la synchronisation et le contréle du chaos dans les systéemes chaotiques d’ordre fractionnaire
n'est qu'un recentrage intéressant en raison de leurs applications potentielles dans I'industrie et des
communications sécurisées.

L’intérét majeur de la généralisation de la théorie de la commande classique a la commande
d’ordre fractionnaire est I'amélioration des performances des systemes de commande en utilisant les
concepts de la dérivation non entiére. En effet, la conception des contréleurs d'ordre fractionnaire, a
attiré I'attention de plusieurs chercheurs qui ont enrichi ce domaine par différentes structures de
commandes d'ordre fractionnaire. Les méthodes les plus connues sont: la commande CRONE
(Commande Robuste d'ordre non entier) proposée par Oustaloup, la commande par PI'D", et la
commande intelligente (commande adaptative floue, commande par mode glissant...).

Les systemes de commande intelligente d'ordre fractionnaire ont montré des performances et
des propriétés trés intéressantes, et a cet effet, de nombreuses applications de ces systéemes ont été

signalées dans différents domaines.

Objectif de ce travail

En raison des performances améliorées des controleurs d’ordre fractionnaire relativement a
celles des contréleurs d'ordre entier démontrées dans plusieurs travaux précédents [17]-[18], cette
thése se place dans ce contexte et vise a contribuer a une meilleure maitrise et un contrdle plus
performant de ces systéemes. Notre intérét pour I'introduction de ces schémas de commande est motivé
par notre volonté d’enrichir les techniques de commande des systémes chaotiques d’ordre entier et
fractionnaire. Dans la suite, on considére I'introduction des opérateurs d’ordre fractionnaire dans trois
algorithmes de commande différents.

L'objectif de notre contribution est I'amélioration des performances temporelles et la

robustesse des schémas de commande des systemes non linéaires a comportement chaotique affectés
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par différents types de perturbations.
La contribution majeure de cette these se résume en trois grandes ligne ;
e Proposition d’une nouvelle technique d’identification des parametres du contréleur
fractionnaire PI"D* en se basant sur les diagrammes de bifurcation
e Conception systématique d’un nouveau schéma de synchronisation d’une classe des
systemes chaotiques par mode glissant fractionnaire.
e Amélioration du schéma de synchronisation par mode glissant proposé en introduisant

une loi d’adaptation des parametres du contréle.

Présentation de la these

Cette thése est composée de deux parties :

e La premiere partie, présente des généralités sur les bases théoriques utilisées dans ce travail de
recherche. Elle comporte deux chapitres :

1. Le premier chapitre est consacré au calcul fractionnaire, aux définitions fondamentales
et a I’approximation de ’opérateur fractionnaire dans le domaine fréquentiel est
temporelle. Des concepts de base y sont répertoriés pour une bonne compréhension de
la partie "résultats".

2. Le deuxieme chapitre est dédié au phénomene chaotique. 1l introduit les définitions du
chaos et ses outils de détection suivies par la présentation des schémas de commandes
concernés par ce travail de recherche.

e La deuxiéme partie, est la partie "Contribution” ou résultats, qu’on a répartie suivant le type
de commande proposée en trois chapitres :

1. Le troisieme chapitre présente les résultats obtenus de 1’application d’une commande
par un controleur PID d’ordre fractionnaire dont la configuration des paramétres se
base sur les diagrammes de bifurcation associes a 1’erreur quadratique. Deux différents
systemes chaotiques avec et sans perturbation y sont proposés comme des exemples de
simulation.

2. Le quatrieme chapitre donne une nouvelle conception systématique du schéma de
contrdle par mode glissant fractionnaire pour la synchronisation d'une classe de

systemes chaotiques d’ordre fractionnaire. L'approche de conception considérée
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fournit une loi fractionnaire qui garantit la stabilit¢ asymptotique des systémes
chaotiques d’ordre fractionnaire dans le sens du théoreme de stabilité de Lyapunov.
Deux exemples de simulation numériques sont proposés, dans des conditions idéales et
perturbées respectivement.

3. Le cinquieme chapitre est consacré a la commande par mode glissant fractionnaire
adaptatif pour la synchronisation de la méme classe de systemes chaotiques étudiée
dans le chapitre 4. La stabilité de ce schéma de commande proposé dans cette these
est établie. Un exemple de simulation est présenté pour montrer I'efficacité et la

faisabilité du schéma de synchronisation.

Enfin, une conclusion générale, présente les principaux résultats de ces travaux et leurs perspectives

de développement dans le futur.
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Chapitre 2

Notions sur les Operateurs et les Systemes d’ordre

Fractionnaires

2.1. Introduction

Le concept d'opérateur de différenciationD = X est familier a tous ceux qui ont étudié le
X

calcul élémentaire. Pour les fonctions appropriées, la n“™dérivée de la fonction f ,noté

D" f (x): %SX) est bien definie lorsque n est un nombre entier positif. En 1695, L'Hdpital
X

demanda a Leibniz quel sens pourrait étre attribué a D" f si n était une fraction. Depuis lors, le
calcul fractionnaire a attiré I'attention de nombreux mathématiciens célébres, comme Euler,
Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann et Laurent. Mais ce n'est qu'en 1884 que la théorie
des opérateurs généralisés a atteint un tel niveau dans son développement qui en fait un point de
départ pour le mathématicien moderne[19].

Pour la premiere monographie, le mérite est attribué a K.B. Oldham et J. Spanier[20], qui,
apres une collaboration conjointe commencée en 1968, ont publié un livre consacré au calcul
fractionnaire en 1974. En 1987, le livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev[21], appelé
«encyclopédie» du CF, est apparu en russe et plus tard avec une édition anglaise en 1993. De
nos jours, les ouvrages, les revues et les textes consacrés au calcul fractionnaire et a ses
applications incluent plusieurs dizaines de titres et cette liste devrait encore augmenter dans les

annees a venir[22].

Le calcul fractionnaire, en permettant les intégrales et les dérivées de tout ordre réel positif
(le terme «fractionnaire» n'est conservé que pour des raisons historiques) peut étre considéré
comme une branche de I'analyse mathématique qui traite des opérateurs et des équations
intégro-différentielles. Il est strictement lié & la théorie des opérateurs pseudo-différentiels[19].
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Durant les derniéres années on a pu constater un progres significatif de travaux théoriques
qui peuvent servir comme fondation pour un nombre d’applications dans différents domaines de
la physique et de I’ingénierie, en raison de 1’intérét considérable qui a été porté au calcul

fractionnaire et ces concepts.

2.2. Préliminaires et définitions

2.2.1. Définitions

La généralisation de I'intégration et de la différentiation est représentée par |'opérateur

intégro-différentiel continu d'ordre non entier D} ou c et t sont des limites de I'opération tel

que:
dCL
pre (a)>0,
Di={ 1 R(a)=0, (2.0)

ou a € R, estl'ordre de I'opération.
Dans la littérature, il existe plusieurs définitions pour I'opérateur intégro-différentiel d’ordre
fractionnaire dont les plus populaires sont celles de Caputo, Weyl, Fourier, Griinwald-Leitnikov

(GL) et Riemann-Liouville. Ces deux dernieres sont en général les plus utilisées [17].

2.2.2. Intégrale d’ordre fractionnaire

La formule de Cauchy pour I'intégration successive permet de condenser j intégrations

en une seule. Elle est notamment utilisée en analyse fractionnaire.

Soit f(t) une fonction réelle de la variable réelle t continue et intégrable sur [0, +oo[, son
intégration répétée j fois notée Pf(t) s’exprime par la formule suivante:
l t

1(t) = e tj (t—1)f(t)de (2.2)

Afin de généraliser 1’équation (2.2) & un nombre réel a € R, Riemann a proposé en 1947 de

remplacer la fonction factorielle par la fonction Gamma. On obtient alors la fonction
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d’intégration fractionnaire :

1 t
1“f(t) = —— | (t—1)* f(r)d 7 (2.3)
I(0) I
I'(.) étant la fonction gamma d’Euler définie par :
I'(x) = j t*Tetdt Vx e R (2.4)
0

En remplacant la borne d’intégration inferieure de I’intégrale d’ordre réel (2.3) par -oo on tombe
sur la définition dite de Riemann-Liouville. Il est intéressant de noter que pour « =1la quantité

t-7)**
')

vaut 1.

L’¢équation (2.3) peut aussi étre écrite sous la forme :
1“f(t) =P, (t) ®f(t) (2.5)
Ou I’opérateur ® représente le produit de convolution.

La fonctionP, (t) assure la pondération de chaque valeur de la fonction f(t), elle est donnée par

t a—1 ) . . . n . "
P, (t)=(r)(—). L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f(t) peut alors étre interprétee
o

comme 1’aire entre tyet t que délimite par rapport a 1’axe des abscisses la fonction f(t) pondérée

par la fonctionP (t).

Pour une fonction f(t) causale, la transformée de Laplace de 1’intégrale d’ordre o a la méme
expression que la transformée de Laplace de I’opération d’intégration entiere la seul différence
est que I’ordre d’intégration est fractionnaire. Elle est donnée par:
" 1
L[1eft)] = = L[f)] (2.6)

S

ou s désigne 1’opérateur de Laplace.

2.2.3. Dérivée d’ordre fractionnaire

Les dérivées d’ordre fractionnaire fournissent un excellent instrument pour la
description de la mémoire. Par ce principal avantage elles deviennent incontournables dans la
modélisation des propriétés mécaniques et électriques des matériaux réels, ainsi que dans la
description des propriétés rhéologiques des roches, et dans de nombreux autres domaines.

La généralisation de la differentiation entiere a des ordres non entiers peut étre obtenue a
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partir de I’intégration fractionnaire de 1’équation (2.3) donnant ainsi la définition de Riemann-
Liouville et la définition de Caputo. Une autre généralisation, basée sur la définition usuelle de
la differentiation entiére est proposée par Griinwald-Leitnikov.

2.2.3.1.  Definition de Riemann-Liouville
La dérivée d’ordre fractionnaire a > 0 d’une fonction f(t) dite de Riemann-Liouville est

donnée par :

PPN S L P
«DL0= g dt"t[(t o (e)de (2.7)

ou le nombre entier n est tel que (n-1)< o <n.

La transformée de Laplace selon cette définition est donnée par de la fonction f(t) causale [17].

L[ D2 ()] = s*LIF(1)]- nis‘ D (1) 2.8)
i=0

to

représente la (a-i-1)°™ dérivée de f(t) lorsque t = .
t=0

n-1
ou Y s'DUH(t)

i=0

2.2.3.2.  Définition de Caputo
Les problemes appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéologie ont
poussé plusieurs auteurs y compris Caputo a rendre compte que la définition de la dérivation
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville doit étre révisée malgré le réle important qu'elle a

jouée dans le développement du calcul fractionnaire.

A la fin des années 60, dans le cadre de ces travaux Caputo a introduit une autre
définition de la dérivation fractionnaire [17].

L’expression mathématique de cette définition est :
1 ; (n)
D*f(t) = —— | (t—7)"* "V (t)dt 2.9
C™t, () r(ﬂ_(}){[( ) ( ( )

ol n est un entier tel que (n-1) <a<n et f"(t)étant la dérivée d’ordre entier n de la fonction

f(1).
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre a de la fonction f(t) causale selon la définition
de Caputo est donnée par [17].

n-1

L[ D¢ f(t)] = s“Lf)]- > s“ D) (2.10)

i=0 t=0
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ou D‘f(t)‘H) représente la i°™dérivée entiére de f(t) & t = to.Les conditions initiales s’expriment

en fonction des valeurs en todes dérivées entiéres D'f(t), (i =0, ..., n-1).

La définition de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo peut étre formulée a partir de la
définition de Riemann-Liouville comme suit [17]:
n-1 tk-u

W e ® -+
s D f(t)=.D f(t)+k=0 F(k a+1)f 0") (2.11)

2.2.3.3.  Definition de Grunwald-Leitnikov
La définition proposée par Grinwald [17] est plus adéquate pour le calcul numérique de
la derivation fractionnaire. En effet, partant de la dérivée premiere et avec une période

d’¢échantillonnage h ;

Df(t) = lim M (2.12)
h—0 h
La dérivée seconde donne :
Df(t) = im f(t)- 2f(t -rr]]z)+f(t—2h) (2.13)

Le premier niveau de la généralisation a un ordre entier n est donné par:

D"f(t) = Linghini((—nj(?]f(t— jh)] (2.14)

j=0
n étant un nombre entier, la notation | _ |représente la combinaison de j élément parmi n dont
J

I’expression est donnée par :

m - ,n(nn—l_,y (2.15)

Pour des valeurs fractionnaires a € R, 1’équation (2.14) peut étre écrite comme L’extension
[17]:
. 1 i .
D*f(t) = lim Fz((—l) [Jf(t— jh)J (2.16)
— =0

. )., . = VST )
La notation ( . |désigne le bindme de Newton généralisé a des ordres réels :
J
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m __Te+1) (2.17)

i) '(a—j+1)

2.3. Quelques propriétés de Pintégration et la dérivation d’ordre

fractionnaire
o i f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d’ordre fractionnaire Dy f(t)

est une fonction analytique de t et a.

e Pour 0=0 l'opération ,Dy f(t)est I'opérateur identité :

oD: f(t)=1(t)
o La différentiation et 1’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires:
o Dt (af(t) + bg(t)) =a, Dy f(t) +b,y Dy o(t)
o La loi additive d'index :
0Dt o DY f(t)=oD} Dy f(t)=o Dy (1)

Dans la suite, des définitions des opérateurs d'ordre fractionnaire sont données avec des outils
mathématiques d'approximation numérique nécessaires pour les implémentations des

algorithmes obtenus.

2.4. Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire

Il existe plusieurs approches d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire que ce
soit dans le domaine temporel ou fréquentiel, les approximations disponibles dans le domaine
fréquentiels sont appelées des approximations analogiques. Des méthodes d’approximation
différentes et variées ont étés développées[23]. Parmi ces méthodes on peut citer les suivantes :

- La méthode de Charef.

- La méthode d’Oustaloup

- La méthode de Carlson.

- La méthode de Matsuda.
Dans la littérature, les méthodes les plus utilisées sont celles de Charef et d’Oustaloup. La
méthode de Charef nommée méthode de la fonction de singularité est plus pratique pour les

approximations des fonctions de transferts d'ordre fractionnaire (voir réf. [24]), c'est pourquoi

10
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on va I’utiliser pour I'implémentation d’un schéma de commande par retour d’état proposé dans
le chapitre 3.Généralement, les processus de contr6le industriel sont échantillonnés, de sorte
qu'une approximation numérique de I'opérateur fractionnaire est indispensable. Les définitions
citées ci-dessus ont également des approximations numériques représentées dans la section
2.4.2.

2.4.1. Approximation de ’opérateur d’ordre fractionnaire dans le

domaine fréquentiel

24.1.1. Approximation de ’opérateur intégrateur
Les méthodes d’approximation de 1’opérateur d’ordre fractionnaire par des fonctions
rationnelles sont basées essentiellement sur les travaux de Charef et al. [24]. Elles consistent a
approximer le dérivateur ou l’intégrateur d’ordre fractionnaire réel, dans une bande de
fréquence donnée, par une fonction rationnelle réalisable physiquement en utilisant un
ensemble de cellules élémentaires de premier ordre.
La fonction de transfert d’un opérateur d'ordre fractionnaire élémentaire est représentée

dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :
G,(s)=— (2.18)

Ou s =jw est la fréquence complexe et a un nombre réel tel que 0 < a <1.
pour une bande de fréquence donnée [®,, wy], cet opérateur peut étre modélisé dans le domaine

fréquentiel par un pble a puissance fractionnaire PPF comme suit [25] :

G l)=t=—T0 (2.19)

Sq - o
(DC

L’approximation du PPF par une fonction rationnelle est donnée par [25] :

G,(s) - : - (2.20)
[l+ SJ H(l-i- ]
o, =0 Pi
Ou p,et z; sont obtenus a partir des formules suivantes :
p; =(ab)'py, i<0,1,...,N (2.21)

11
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z, =(ab)ap,, i=0,1,..., N-1 (2.22)
_y Y
a :lo{lo(lot)} b :lo[loa} (2.23)
0]
Po =10 (2.24)
Iog(o‘)maxj
N =| Integer AL +1
log(ab) (2.25)

y et omyx représentent respectivement 1’erreur en dB et la fréquence maximale donnée.

Pour une valeur @ >> @, appartenant a la bande de fréquence [oal_,coH] on peut écrire :

G, ()= — _Kwe 1 (2.26)

a 03 o
S s s
O‘)C

avec K,=1/o% et w, = m,_v10¥/2%%) _1 est la fréquence de coupure du PPF & -3a dB.

Alors, dans la bande de fréquence[o)L,o)H], I’approximation de 1’intégrateur d’ordre

fractionnaire est donnée par :

(2.27)

Afin de connaitre la contribution de chaque pbdle au processus de relaxation, on doit

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires :

' (2.28)

ou les coefficients h;sont les résidus qui sont déterminés par :

12
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h =K, Wo) g, oL Fo (2.29)
lﬂ[ [ _(ab).poJ (1 (ab)(iﬂ))
oAl (ab)'pg 0.7

L’équation (2.28) correspond & I'impédance d'un réseau RC du type Foster de la 1° forme de

N+1 cellules RC paralléles dont le schéma est représenté dans la figure 2.1.

E, Ry Ry
— A
I(s)
4._— _______
| | E }j
Ca Cy Cw

Vis)

Fig. 2.1 Réseau équivalent d'un intégrateur d'ordre fractionnaire

Cette impédance Z(s) du circuit de la Figure 2.1 est donnée comme :

N Fai
avec,
R, =hetC, = — (2.31)
| | hl(ab)I Po

24.1.2. Approximation de ’opérateur dérivateur
La fonction irrationnelle qui représente I'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire dans
le domaine fréquentiel est donnée par :
Go(s)=s" (2.32)
Cet operateur peut étre modelisé dans le domaine fréquentiel par un zéro a puissance

fractionnaire ZPF comme suit [25] :

13
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N
. H(1+ SJ
S i=0 ZI
GD(s)zKD[lJr—j =K, (2.33)
o, N S
H(lJrJ
i=0 Pi
Ou p,et z, sont obtenus a partir des formules suivantes :
z, =(ab) z,,i=0,1,....N (2.34)
p, =(ab) az,, i=0,1,....N (2.35)

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ®u donnée, les
paramétres d’approximation Zzy et N sont calculés par

Y

Z,= wclo[zo"}

(O]
Iog[max ]
N\ %)

log(ab)

N =| Integer

Pour une valeur @ >> @, appartenant a la bande de fréquence [(oL,oaH] on peut écrire :

GD(S):KD(ija = Ko fg)=se (2.34)

Ou K, =(w, )" et la fréquence de coupure du ZPF a 30.dB o, = @, +10¥/10%) _1

L’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée par:
N

[T

i=0 Z (ab)

1

est développée en fonctions élémentaires, telle

Gpl(s)=s* =K,

(2.35)

Gy ()

Pour des nécessités d’implémentation, —2>
S

que :

(2.36)

L’équation (2.36) peut étre donnée par :

14
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GD(S):GO+ZN: 952 (2.37)
i=0 (1_'_3}
P
Avec ;
[10-a))
Go=Kpetg, =K, = (2.38)
(— az,(ab) )H (1 —(ab)"? )

L’équation (2.37) correspond & l'admittance d'un réseau du type Foster de la 2°™ forme (N+1)
cellules RC série donné par le schéma suivant :

I(g)
L

Vis)

=
=
b=
o
:
ZFU

Fig. 2.2 Réseau équivalent d'un dérivateur d'ordre fractionnaire

L’admittance Y(S) du circuit de la figure 2.2 est donnée par :

1 N sC,

i=0
Avec ;

1
G g; p;

2.4.2. Approximation de I’opérateur d’ordre fractionnaire dans le
domaine temporel
Il 'y a eu beaucoup de travaux sur les solutions numériques des equations différentielles
d'ordre fractionnaire ainsi que sur la discrétisation des systemes et opérateurs d'ordre

fractionnaire[26]. Diethelm a proposé récemment une méthode efficace pour la résolution

15
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numérique des équations différentielles d'ordre fractionnaire [27], basée sur un prédicteur-
correcteur de type Adams. Vinagre et al. [28] ont développé une nouvelle méthode pour la
discretisation des opérateurs d'ordre fractionnaire en utilisant I'approche de Tustin. Ferdi[29] a
récemment présenté une méthode de calcul de la dérivée et de I'intégrale d'ordre fractionnaire

par le développement en séries de puissances et la modélisation du signal.

2.4.2.1.  Approximation des formules de Griinwald-Leitnikov
Pour une fonction causale f(t) et pourt=kh, les approximations de la dérivé et de I’intégrale

d’ordre fractionnaire G-L sont respectivement données par:

)z d”
D& F(kN) = (1)

) (2.41)
=h“Y w*f (kh- jh)
12 f(kh) = D f (kh)
(2.42)

k
=h*> w* f (kh- jh)
i=0

Olw! , w;*sont les coefficients binomiaux des équations (2.41) et (2.42) respectivement, qui

peuvent étre calculés a partir des formules récurrentes suivantes :

pour j=12,...ket o = a{ " =1.

e N A (R
] j

2.4.2.2. Approximation des formules de Riemann-Liouville
L’approximation numérique de 1’intégrale fractionnaire Riemann-Liouville est basee sur la

méthode rectangulaire.

En posantt =kAou test le temps, k entier et A est la période d’échantillonnage on obtient:

16
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% £ (KA) =

i) S (KA— Ay (2A)

(2.43)

%
F(/l) ;(k -7)" f(A)

2.4.2.3. L'Algorithme Fondamental Prédicteur-Correcteur
Maintenant, une définition de la méthode fractionnaire d'Adams-Bashforth-Moulton
introduite dans [30]est donnée; car nous allons [I'utiliser plus tard pour approximer
numériquement I'opérateur intégral d'ordre fractionnaire. En fait, il est plus pratique d'utiliser
une méthode d'intégration numérique pour calculer l'intégration ou la dérivation d’ordre

fractionnaire car les fonctions de transfert approximatives sont d’ordres relativement élevés.

On consideére I'équation différentielle,

D“y(x) = f(x, y(x)) (2.44)
avec les conditions initiales :

y®(0) =y ,  k=01...,m-1 (2.45)
ollm =[] et les nombres réels y* (0) = y{, k =0J,...,m—1, sont supposés étre donnés.

Cette approche est basée sur la propriéte analytique selon laquelle le probléme de valeur initiale

(2.44), (2.45) est équivalent a I'équation intégrale de Volterra

[a]-1 k
Y00 = 2y (04— L [x-0" £y (2.46)

[(a) g

En introduisant les nceuds équidistants t; = jhavec unh>0, et en appliquant la technique

intégrale trapézoidale pour calculer (2.46), la formule correctrice devient :

[a]-1 a a n

_ tn+1 (k) h P
yh (tn+1) g k' ( ) F(O{+2) f(tm—l' yh (tn+l))+ F(O{+2) jZoa'j,nﬂf(tj ' yh (t])) (247)

17
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Ay = net — (n—a)(n+1)“

A =(M—]J+ )t (n=jt =2(n—j+D*, (2.48)
(l<j<n)
ety/ (t,.,)est donnée par:
V() = Sy )k 2 S (v (t,) (2.49)
h \*n+1 ~ kl F(a) ~ j,n+l n? Jh\%j
ou
by = (0 +1- )" ~ (0= j)°) (2.50)

2.5. Stabilité des systémes d’ordre fractionnaire

Nous rappelons ce résultat important pour la stabilité,

Lemme 2.1[31]Soit x = 0 un point d’équilibre pour le systéme d’ordre fractionnaire,
Dx(t)= f(x,t) (2.51)

ou f(x,t)est Lipschitz avec une constante Lipschitz | > 0 et adans (0, 1).Supposons qu’il existe
une fonction de Lyapunov V(t, x(t))telle que

glX|” <V(t,x)< &, || (2.52)
DV(t, x) < —&X| (2.53)

olg,,¢,,&,s0nt des constantes positives. Alors le point d’équilibre du systéme (2.51) est stable

au sens de Miattag-Leffler (asymptotiquement).

2.6. Conclusion
Ce chapitre présentait quelques éléments de base du Calcul Fractionnaire ou on a répertorié
des notions essentielles sur les méthodes d’approximation fréquentielles et temporelles des
opérateurs et transferts d’ordre fractionnaire nécessaires pour la réalisation et la compréhension

de notre travail sur le contréle des systémes chaotiques d'ordre fractionnaire.
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Chapitre 3

Analyse et contrdle des dynamiques chaotiques

La découverte de la dynamique chaotique des systemes non-linéaires remonte aux travaux d’Henri
Poincaré sur la mécanique céleste et la mécanique statistique, vers 1900 [32]. Mais, la mise en
évidence du caractere chaotique des conditions météorologiques et par conséquent des mouvements
turbulents d'un fluide comme l'atmosphére n’est réalisée qu’en 1963 par le météorologue du Institute
de Technologie Massachusetts (MIT) Edward Lorenz [33].

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme dynamique
qui inclut la non-linéarité, le déterminisme, I’imprévisible, 1’irrégularité en plus de la sensibilité aux

conditions initiales [34].

Pratiquement, une dynamique chaotique peut étre identifiée, en premiére analyse, par la
reconnaissance de propriétés caractéristiques : attracteur étrange, spectre, sensibilité aux conditions

initiales ... etc.

Dans le cas général, le modele d'un systeme peut étre réecrit sous forme de trois équations
differentielles simples, ou les expressions contiennent des dérivées d'ordre non-entier
(fractionnaire).Ainsi, I'ordre total du systéme passe de 3 & la somme de chaque commande particuliere.
Pour mettre ce fait en exergue, on peut considérer le modele dynamique d’un systeme non linéaire
d’ordre fractionnaire. Dans ce cas, le chaos a été observé dans un systeme avec un ordre total inférieur

a trois.

Le terme "ordre du systeme™ devrait également étre mentionné. L'ordre du systeme n'est pas
égal au nombre d'équations différentielles si on considére les équations différentielles d’ordre
fractionnaire. Il est égal a I’ordre de dérivée le plus élevé de I'équation différentielle fractionnaire du

modele mathématique[35].
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3.2. Quelques définitions

3.2.1. Lechaos
Le comportement chaotique est 1lié a 1’instabilité et a la non-linéarité (chaoticite) dans des

systéemes dynamiques déterministes. La relation entre ces deux caractéristique est alors que le systéeme
manifeste une trés haute sensibilité aux changements de conditions qui est affirmait par Poincaré dans
un chapitre sur le Hasard de son ouvrage intitulé Science et Méthode [36]:

«Une cause tres petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne
pas voir, et alors nous disons que cet effet est d0 au hasard. (...). Il peut arriver que de petites
différences dans les conditions initiales en engendrent de tres grandes dans les phénoménes finaux.
Une petite erreur sur les premiéres produirait une erreur énorme sur les derniers. La prédiction
devient impossible et nous avons le phénomeéne fortuit».

Comme pour beaucoup de limites en science, il n’y a aucune définition standard du chaos d’ou la
parution de plusieurs définition Iégérement différente. Deux principes mathématiques importants
expliquent le comportement chaotique, celui de Devaney [37] et celui de Li-Yorke [38].

3.2.1.1.  Chaos dans le sens de Devaney
Devaney proposa la définition suivante du chaos : un systeme dynamique est chaotique si et seulement

Si

+ il est topologiquement transitif.

* il possede un ensemble dense d’orbites périodiques,

« il présente le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales.
La transitivité signifie simplement que si 1’on considére deux voisinages quelconques de deux états
distincts d’un systéme dynamique, il existe une trajectoire qui passe de 1’un a I’autre.
Notons que les deux premiéres hypothéses impliquent la troisieme sans que la réciproque soit
vraie[39].

3.2.1.2. Chaos dans le sens de Li-Yorke
Li et Yorke ont introduit la premiére définition mathématique du chaos. lls ont établi un critére tres

simple "La présence de trois périodes impliquent le chaos". Ce critére joue un réle trés important dans
I’analyse des systémes dynamiques chaotiques.

3.2.2. Attracteur
Les trajectoires associées a des régimes dynamiques différents parcourent des objets géométriques de
nature différente : point ...fixe, cycle limite, tore invariant ou bien attracteur etrange. Par contre, les

états d’une dynamique aléatoire se répartissent au hasard dans |’espace des phases.
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1. L’attracteur "point fixe" est un point de 1’espace de phase vers lequel tendent les trajectoires,
c’est donc une solution stationnaire constante.

2. L’attracteur "cycle limite" est une trajectoire fermée dans 1’espace des phases vers laquelle
tendent les trajectoires. C’est donc une solution périodique du systéme.

3. Lattracteur "tore" représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs oscillations
indépendantes que 1’on appelle parfois "mouvements quasi périodiques”.

4. Les attracteurs chaotiques sont bien plus complexes que les autres, on observe que la
trajectoire dans I'espace des phases reste confinée dans une région bien définie, apres une période
transitoire de durée variable.

o Propriétés de I’attracteur chaotique
Un attracteur étrange manifeste les propriétés suivantes :

L’autosimilarité : le motif géomeétrique se répete sur des échelles de plus en plus petites quelle
que soit I’échelle a laquelle on regarde cette structure, I’aspect parait identique figure (3.).

La sensibilité aux conditions initiales: deux trajectoires initialement tres voisines de I’espace
des phases s’écartent 1’une de I’autre et divergent de fagon exponentielle au cours du temps, mais cette
divergence ne peut pas étre indéfinie car I’attracteur est de diametre fini figure (3.).

La dimension fractale : la dimension d de I’attracteur étrange est non entiere. Elle doit étre
strictement supérieure a la dimension de 1’espace des phases.

L’étirement et le repliement : L’attracteur étrange est invariant par I’étirement et le
repliement pour plusieurs itérations. Si le systeme est de dimension 3, |’étirement de I’attracteur par le
flot se fait dans une direction, le repliement dans une autre direction, et un comportement périodique

selon la troisieme direction.
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Fig. 3.1 attracteur de Lorenz Fig. 3.2 sensibilité aux conditions initiales
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3.3. Caractérisation du comportement chaotique
Généralement, la caractérisation des systémes non linéaires peut se faire a partir d’observations
grace a des outils issus du domaine des dynamiques non lineaires tels que : le diagramme de
bifurcation, la section de Poincaré, 1’espace des phases, ou bien par des outils mathématiques tels que

les exposants de Lyapunov[40][41].

3.3.1. Caractérisation par des outils numeériques quantitatifs
Les outils du chaos sont des moyens capables de rendre intelligible 1’évolution temporelle de
phénoménes complexes. Lyapunov et al. ont découverts des outils mathématiques tels que le calcul de
la dimension de corrélation et les coefficients de Lyapunov qui vont permettre d’exclure ou d’affirmer
que le systeme va suivre une dynamique non linéaire imprédictible a long terme. Dans la littérature,
les parametres les plus significatifs permettant une estimation des systéemes dynamique non

lindaires sont;

e La dimension de corrélation, ou dimension de complexité : elle témoigne en théorie du nombre
de degré de liberté que possede un systeme purement non linéaire, elle tend pour un nombre de
points infini vers la dimension de 1’attracteur du systéme dite dimension fractale.

e L’entropie de Kolmogorov : dont une valeur positive témoigne de la dynamique chaotique du
systeme etudié.

e L’exposant principal de Lyapunov : il donne une estimation de la vitesse de divergence ou de
convergence des trajectoires voisines dans 1’espace des phases. Sa positivité signe une
divergence exponentielle des trajectoires donc la sensibilité aux conditions initiales. C’est le

parametre qui témoigne le mieux de la non-linéarité.

3.3.2. Caractérisation par des outils graphiques qualitatifs
Les phénomenes chaotiques que I'on observe sont souvent dus aux non-linéarites que présentent les
systemes, dans des domaines trés variés. L’identification des caractéristiques de ses systemes par des

outils d’observation facilite la distinction du comportement.

3.3.2.1. Lediagramme de bifurcation

Le passage d'un point fixe a un cycle limite de deux périodes, puis a un cycle limite de quatre
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périodes, est un événement important dans la dynamique d'un systéme. On dit qu'il y a une bifurcation
lorsqu'un tel changement qualitatif des solutions se produit a I'occasion de la variation d'un paramétre.
Les graphiques qui explicitent ces bifurcations, sont logiquement appelés diagrammes de bifurcation.

Le diagramme de bifurcations unidimensionnel est un tracé repérant la nature des différentes
solutions du systeme et leur stabilité lorsqu'un paramétre varie. Il est composé d'intervalles sur
lesquelles les solutions asymptotiques (ou les ensembles limites qui leur correspondent) évoluent
continiment avec le parametre et les intervalles sont separés par les points de bifurcation. L utilisation
de cet outil permet d’évaluer rapidement et de maniére efficace 1’ensemble des solutions possibles
d’un systeme en fonction des variations de 1’un de ses paramétres. Il permet de repérer les valeurs
particuliéres du paramétre qui induisent des bifurcations. Cette notion est incontournable pour I'étude
du chaos[42].

Dans le cas dun systtme autonome, ces valeurs particulieres peuvent étre obtenues en
travaillant avec une section de Poincaré. Pour un systéme excité par une fonction périodique du temps,
elles peuvent 1'étre en échantillonnant la variable a la fréquence d’excitation. On obtient ainsi pour
chaque valeur du paramétre la suite des états discrets de la variable lorsque le régime asymptotique est
atteint.

Un seul point sur une verticale indique un fonctionnement périodique fondamental. En effet, si pour
une valeur donnée du parametre le régime est périodique, la variable échantillonnée a la fréquence
fondamentale f prend une valeur unique. Les n points correspondants a la méme abscisse se

superposent donc exactement.

Lorsque les points se répartissent densément sur un segment de la verticale, on peut en déduire que
la solution est apériodique mais il n’est pas possible de préciser si elle est quasi périodique ou
chaotique.

On voit apparaitre aussi un enchainement tres rapide de doublements de période qui méne a une

situation...chaotique. Un exemple de diagramme de bifurcation est représenté sur la figure. 3.2 [43].
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Fig. 3.3 Diagramme de bifurcation du systeme de Hénon pour b=0.3

Le systeme de Hénon est décrit par :

2
{Xml =a-—-X, + byn
yn+l = Xn

Ou a et b représentent les parametres de controle.

Le comportement dynamique du systéeme de Hénon pour a variant entre 0 et 1.4 peut se décomposer
en quatre phase ; la premiére représente 1’état stable ou le systéme se stabilise sur un point fixe, la
deuxiéme montre I’état périodique ‘cycle limite’, la troisiéme  un doublement de période et la

derniére représente 1’état apériodique (quasi-périodique et chaotique).

3.3.2.2.  Lasection de Poincaré
La technique dite des sections de Poincaré facilite 1’étude des systémes dynamiques en ramenant
I’analyse d’un systéme différentiel (temps continu) a celle d’une application (temps discret). Par le
biais de cette méthode, la dimension d du probléme initial sous forme de systeme différentiel est

réduite d’une unité avec I’application en dimension d-1.
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100

300 -100

Fig. 3.4 Section de Poincaré : la trajectoire de phase I'coupe le plan

L'ensemble des points d'intersections, situés sur la surface représente la section de Poincaré.

\

Dans un espace euclidien, le plan de la section doit étre choisi de maniére a garantir 1’existence
d’intersections avec la trajectoire I" et de telle sorte que celle-ci le traverse alternativement dans un
sens puis dans l'autre.

3.3.2.3.  L’espace de phases
Si on considere le cas d’un systéme physique régi par des équations différentielles, la représentation
de son évolution temporelle est alors réalisable. Pour cela, on construit d’abord un modéle avec les lois
physiques et les paramétres nécessaires et suffisants pour caractériser ce systeme. Puis, on définit, a un
instant donné, un point dans un “repére”. Ce point caractérisera 1’état du systeme dans 1’espace a cet
instant. Cet espace est appelé “I’espace des phases”. Lorsque le temps s’écoule, le point figurant 1’état

du systeme décrit en général une courbe dans cette espace. On parle alors de son orbite.

Pour les phénomeénes les plus simples, ce point est attiré vers un point d’équilibre ou une courbe
limite, pres desquels il repasse périodiquement. Les mathématiciens appellent ces courbes “limites des

attracteurs”.
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Pour les phénoménes déterministes, une trajectoire dans I’espace des phases a la propriété de ne
posséder aucune intersection avec elle-méme ou avec d’autres. En effet, prenons 1’exemple d’une ou
plusieurs trajectoires de 1’espace des phases se recoupant en un point. Si I’on considére maintenant ce
point comme 1’état initial, le systeéme peut donc évoluer selon plusieurs de ces trajectoires possibles et
par conséquent, son évolution n’est plus déterminée par son état initial. L’intersection de trajectoires

dans I’espace des phases est incompatible avec le caractere déterministe du systeme.

De manicre simplifiée, 1’espace des phases permet de traduire des séries de nombre en une
représentation spatiale, de dégager I’essentiel de I’information d’un systéme en mouvement et de

dresser la carte routiére de toutes ses possibilités.

L’espace des phases est un espace mathématique souvent multidimensionnel. Chaque axe de
coordonnées de cet espace correspond a une variable d’état du systéme dynamique étudié et chaque
variable d’état caractérise le systéme a un instant donné. A chaque instant donne, le systeme est donc
caractérisé par un point de cet espace. A ’instant suivant, il sera caractérisé par un autre point et ainsi
de suite. Si I’espace des phases est représenté en trois dimensions, cette suite de points peut montrer
graphiquement 1’évolution du systeme dans le temps. L’ensemble des trajectoires possibles constitue le

portrait de phases. Celui-ci peut aider a percevoir 1’attracteur du systéme.
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Fig. 3.5Plan de phase (y,z) du systéme de Chen

26



Chapitre3 Analyse et controle des dynamiques chaotiques

3.4. Le chaos dans les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

L’analyse du comportement dynamique des systémes chaotiques d’ordre fractionnaire montre
I’existence du chaos dans de nombreuses applications réelles telles que les circuits [44], les
mathématiques [45], les systemes de puissance [46], la médecine [47], la biologie [43], les réacteurs
chimiques [49] ... et d'autres. L'importance de ces applications pour les systéemes chaotiques fait du
chaos I'un des sujets les plus populaires pour les chercheurs dans divers domaines scientifiques [45].

Ce paragraphe offre une vue assez riche sur 1’état de 1’art du probléme des systémes chaotiques
d’ordre fractionnaire dans la littérature.

D. Wang et al (2008) [51], ont prouvés la nature chaotique dans le systéme logistique retardé a
partir de 1’ordre 0.1, Y. Suansook et al [52], en utilisant les exposants de Lyapunov ont définis le
comportement chaotique de 1’équation logistique pour les ordres 0,25 et 0,5. Pour les systémes
dynamiques non linéaires continus, de nombreuses études démontrent que le chaos peut apparaitre
dans les systemes continus avec un ordre total inférieur a 1’ordre du systéme.

Dans [11], il est montré que le circuit de Chua d’ordre fractionnaire entre 2,6 et 3,8 peut produire
I’attracteur chaotique. Dans[53], deux modeles chaotiques fractionnaires ont étés étudiés, un
oscillateur électronique et le modele mécanique de « Jerk » ou 1’attracteur chaotique peut étre obtenu a
un ordre aussi bas que 2,1. Dans [12], I’ordre inférieur trouvé pour obtenir le chaos dans le systéme de
Chen et 2,1. Dans[54], I'ordre le plus bas constaté pour que le systtme de Chen Lee fractionnaire
produise le chaos est 2.43, un doublement des routes périodiques vers le chaos dans le systéeme est
également obtenu. En outre, la production de quatre scrolls dans I’attracteur chaotique est observée.
Dans[15], Il a été constaté que le chaos existe dans le systéeme fractionnaire Newton—Leipnik pour un
ordre inférieur a 3, I'ordre le plus bas pour produire le chaos est 2,82. Dans [14], Les ordres totaux du
systeme trouvés pour gque le chaos existe dans le systeme Duffing sont 1,8- 1,9- 2,0 et 2,1. Dans [55],
le chaos est observé dans le systeme Lorenz-Stenflo fractionnaire avec un ordre aussi bas que 3,6.
Dans [10] pour le systeme de Lorenz conjugué commensurable 1’ordre de fraction supérieur a 0.7905
est la condition nécessaire pour avoir le chaos. Dans[56], un systeme de commutation avec une
structure multi-modéle qui peut générer le chaos est proposé. Les sous modeles représentent des
systemes linéaires d’ordre fractionnaire avec un ordre commensurable inférieur a 1. Le systeme posé
est capable de demontrer un comportement chaotique si ses parametres et les regles de commutation
sont choisis de maniére appropriée. Dans[57], le comportement chaotique du systéeme de Lorenz
simplifié est étudié en utilisant le diagramme de bifurcation et le chaos dans 1’ordre fractionnaire
apparait pour un ordre inférieur ou supérieur de trois, I’ordre le plus bas qui peut donner le chaos est

2,620. Dans [16], une Investigation numérique sur la dynamique du systéme de Liu a été réalisées.
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Les propriétés du systtme ont été analysées au moyen d'exposants de Lyapunov. En outre, les
dimensions minimales efficaces ont ét¢ identifiées pour que le chaos existe dans 1’ordre
commensurable 2,76 et incommensurable 2,60. Dans[13], on trouve que le chaos existe dans le
systeme Qi fractionnaire pour un ordre moins de trois. L'ordre le plus bas pour obtenir le chaos dans ce
systeme est 2,745. Dans [58], I’auteur donne une preuve mathématique de I'existence du chaos dans
’oscillateur Duffing généralisé d'ordre fractionnaire avec déviation. le document [59] aborde la forme
fractionnaire d'un systeme chaotique autonome a quatre ailes, et trouve des attracteurs chaotiques dans
les différents ordres fractionnaire du systeme. Les attracteurs chaotiques peuvent étre trouvés lors de la
variation d’ordre entre 1,5 a 2,7, en particulier dans 1’ordre fractionnaire aussi bas que 2,7.

Le document[60], porte sur I’analyse d’un systéme fractionnaire qui représente la croissance ou le
développement d’une tumeur en se basant sur les concepts des systémes chaotiques. Le modéle
développé comprend les interactions entre les cellules saines du tissu, des cellules tumorales et des
cellules activées du systeme immunitaire, ce qui conduit évidemment & un comportement chaotique.
Le modeéle fractionnaire avec un ordre inférieur a trois peut aussi se comporter de maniere chaotique.
Dans [61], la nature chaotique d’un générateur de spins nucléaire fractionnaire est démontrée en

analysant la stabilité des systémes d’ordre fractionnaire.

3.5. Controle du chaos dans les systémes d’ordre entier et fractionnaire

La theéorie classique de la commande a été amplement développée pour les systemes linéaires, elle
permet dans ce cas d’obtenir de bons résultats.  Malheureusement, lorsque ces méthodes sont
appliquées a des systemes ou processus réels, généralement non linéaires, on ne peut obtenir que des
performances sous optimales. Pour cette raison, une grande partie des recherches actuelles est centrée

sur la commande non linéaire.

Controler un systeme, c’est lui faire suivre un comportement désiré. Ce comportement dépend
essentiellement de la tache a résoudre. Cependant les dynamiques des systémes, 1’équipement de
mesure, la puissance des calculateurs disponibles,... etc. influencent la formulation du comportement
désiré.

Comme il est bien connu, aprés 1’apparition des articles d’Ott-Grebogi-York [7] et de Pecora-
Carroll [8], le contrble et la synchronisation du chaos attirent de plus en plus ’attention de diverses
disciplines en science et ingénierie que ce soit pour 1’ordre entier ou fractionnaire. Depuis lors,

plusieurs recherches ont été établies dans ce sens en utilisant différente méthodes parmi ces méthodes
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on peut citer :

3.5.1. Stabilisation par retour d’état
D’apres la littérature, la méthode de retour d’état est tres utilisée pour le controle des systemes
chaotiques fractionnaires [62]-[63]et méme pour la synchronisation[64]-[65].Cette technique qui est
assez facile a implémenter pour ces systemes décrits généralement dans 1’espace d’état est aussi
efficace et donne de bonnes performances en sortie. Dans la suite, on propose un exemple illustratif

qui montre le controle du systéme de Chen d’ordre fractionnaire en utilisant un retour d’état.

o Exemple illustratif

Le systeme de Chen d’ordre fractionnaire modélisé par I’équation différentielle d’ordre fractionnaire

(3.1).

d%x
W:a(y—x)

a2 3.1
?jth/=(c—a)x—xz+cy 3D
d%z
T =xy—hz

ou q ,q, et gy sont les ordres de dérivations, et 1’ordre totale du systeme non commensurable est
q=(q+9,+9). Pour garder le comportement chaotique dans 1’ordre fractionnaire on doit faire un

choix convenable de I’ordre de fractions. Pour cela le digramme de bifurcation montré dans la figure

3.6 est utilisé.

Dans notre étude on a sélectionné (¢;,d,,95)=(10.91) donc I’ordre total du systéme est 2.9. Le
diagramme block du modéle du systeme (3.1) en utilisant Matlab/Simulink est présenté dans la figure
3.7.
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Fig. 3.6Diagramme de bifurcation x=f (g2) avec (g1, g3) = (1, 1) du systeme de Chen.
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Fig.3.7Schéma-bloc Matlab/Simulink pour le systéme de Chen d’ordre fractionnaire (1, 0.9, 1)
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La figure 3.6 montre les trajectoires des variables x(t), y(t), et z(t) du systeme dans le plan de phase

pour Tgim=50s, commencé avec les conditions initiales (x,, yy,2,)=(2,0,3).
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Fig. 3.8Représentation du systéme de Chen fractionnaire dans le plan de phase
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Les résultats de la simulation démontrent que le chaos existe effectivement dans le systeme de Chen
d’ordre fractionnaire (3.1) avec un ordre fractionnaire de 2.9.

Dans la section suivante, on va concevoir un contréleur a retour d’état linéaire afin de stabiliser le
systéeme sur un point fixe instable et sur une orbite périodique.

Une simple loi de contrble par retour d’état linéaire est concue pour stabiliser le systeme fractionnaire
de Chen (3.1).

La refonte du modéle de systéme sous forme de vecteur compact est comme suit:
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R ——I— — ——

d9x
e f(X) (3.2)

avec X =[xy,z], enutilisant un simple controlleur, le systeme précédent peut etre écrit comme suit:
dax
—=f(X)+U 3.3
= (%) (3.3)

ou U =-KX etK est une matrice diagonale avec des paraméetres constants.
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Fig.3.9Schéma-bloc Matlab/Simulink pour le systéme de Chen fractionnaire controlé

La loi de commande est déclenchée a la troisieme seconde, les résultats de simulation obtenus
sont présentés dans les figures 3.10 et 3.11, ou la premiere montre que pour (k,.k,.k,)=(0.8-0.1-0.1)le
controleur peut stabiliser le systeme fractionnaire de Chen sur le point fixe(-7.57,-7.54,18.97), et la

deuxiéme prouve que le systeme est stabile sur une orbite périodique pour (kx,ky,kz)=(0.6,0.5,0.1).
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Fig.3.11Systeme de Chen d’ordre fractionnaire contrélé sur une orbite périodique :(a) Variables d’état et
(b) Plan de phase (x,y)

3.5.2. Contrdle par un régulateur PI"D" d’ordre fractionnaire

La commande PID est la technique la plus utilisée actuellement dans la commande des processus
industriels. Sa fonction de transfert est bien connue sous la forme :

c(s)zis‘)zk +ks—'+sz (3.4)

E(s) °

ou E(s) représente I’erreur et U(S) la commande.

Podlubny [66]avait proposé une généralisation de cette commande, appelée commande PI*D
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d’ordre fractionnaire définie par sa fonction de transfert donnée sous la forme:

c(s)= Y1) +:—;+sz (3.5)

E(s) °

L’équation différentielle correspondant a cette fonction de transfert, est donnée par :

(3.6)
u(t)=kee(t)+k,1%e(t)+k,D“et)

La technique du contrdle par un PI"D* d’ordre fractionnaire utilisé¢ dans ce travail sera bien détaillée

dans le chapitre 4.

3.5.3. Contréle par mode glissant

3.5.3.1.  Introduction
La méthode de contréle par mode glissant (SMC) est bien connue comme une technique de
contréle non linéaire robuste [67]. La principale caractéristique de SMC est qu'il peut changer la loi de
commande trés rapidement pour conduire les états du systeme a partir de tous les états initiaux sur une
surface de glissement définie par I'utilisateur, et de maintenir les états sur la surface tous les temps

ultérieur [67].

Cette stratégie de controle réalise une performance satisfaisante au regard des incertitudes
paramétriques et des perturbations externes. Ces dernieres années, elle est intensivement utilisée pour
le controle et la synchronisation des systémes chaotique fractionnaire. Dans 1’article de M. S. Tavasoei
et al [68], le contrdleur proposé est basé sur la théorie du mode de glissement actif pour faire une
synchronisation entre deux systemes chaotiques d'ordre fractionnaires de Lu et de Chen identiques et
différents (Lu-Lu, Chen-Chen, Lu-Chen) dans la structure maitre-esclave. Les simulations sont mises
en ceuvre en utilisant deux différentes méthodes numériques pour résoudre les équations différentielles
fractionnaires. Dans [69], en utilisant la méme stratégie de contr6le, une synchronisation identique du
systeme Duffing-Holmes en présence d'incertitudes et de perturbations a été proposée. Dans[70], la
synchronisation entre deux systémes incertains différents d'ordre fractionnaire chaotiques basés sur la
commande adaptative floue et le mode de glissement a été traitée. Avec la definition des dérivées et
des intégrales fractionnaires, une synthése de 1’approche de Lyapunov floue est proposée pour régler

les paramétres libres du contrdleur flou adaptatif par la loi de la commande a retour d’état et la loi
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d'adaptation. En outre, les phénomeénes de vibration au niveau des efforts de contréle peuvent étre
réduits. La procédure de conception en mode glissant assure non seulement la stabilité et la robustesse
de la commande proposee, mais également la perturbation externe sur I'erreur de synchronisation peut
étre attenuée. Dans[71], un nouveau schéma du contr6le est proposé pour la synchronisation des
systtmes chaotiques d'ordre fractionnaire. L’approche utilise une combinaison d'un contréleur
classique coulissant et un contrdleur actif, ou le contr6leur actif permet d'augmenter la force
d'attraction de la surface de glissement. En utilisant la théorie de la fonction de Lyapunov, la
synchronisation du systeme esclave avec le systeme maitre est atteinte dans les deux cas identiques et
différents. La synchronisation entre les deux systemes chaotiques fractionnaires de Genesio-Tesi et
d’Arneodo-Coullet est présentée comme un exemple démonstratif. Dans [72], la synchronisation du
chaos du systéeme Genesio-Tesi d'ordre fractionnaire est étudiée via deux stratégies de controle
différentes; contrdle actif et commande par mode glissant. Dans [73], un nouveau systéeme chaotique
d'ordre fractionnaire qui présente un comportement intéressant comme deux, trois, et quatre scrolls. La
synchronisation entre deux tels systemes est un probleme intéressant. En utilisant la méthodologie du
contrle par mode glissant, une synchronisation de deux systémes chaotiques d’une structure
d'accouplement unidirectionnelle est achevée. Dans [74], un contréleur par mode glissant adaptatif est
proposé pour une nouvelle classe des systémes chaotique d’ordre fractionnaire avec incertitude et
perturbation externe. Des lois adaptatives appropriées sont designé pour traiter 1’incertitude et la
perturbation externe. Dans la stratégie du controle, une dérivée d’ordre fractionnaire est introduite afin
d’obtenir une nouvelle surface de glissement dans 1’objectif d’une stabilité asymptotique. Le
document[75], concerne le probléme du contrdle des systémes incertains d’ordre fractionnaire par la
méthode du mode glissant d’ordre fractionnaire. Les lois de commande appliquées assurent la stabilité
asymptotique dans la surface de glissement. L’ajustement des paramétres de ces derniers s’effectue en
utilisant 1’approche de 1’inégalité des matrices linéaires(LMI). L’efficacité de la méthode est prouvée
sur le circuit de Chua fractionnaire et I’oscillateur de Van-der-pol fractionnaire. Enfin, dans [76], un
contrOleur adaptif a mode glissant sans vibrations est proposé sans aucune information sur les bornes
du terme incertain et la perturbation en se basant sur la théorie de la stabilité de Lyapunov et la

technique du contrdle adaptatif. Le systeme de Lu incertain est utilisé comme un exemple.

3.4.3.2. Synthése de la loi de commande

La commande par mode glissant est une commande a structure variable pouvant changer de

structure et commutant entre deux valeurs suivant une logique de commutation bien spécifique S(x).
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X2 4

- Surface de glissement

Mode de convergence

Mode de glissement

Etat désiré

v

Fig. 3.12 Différents modes de convergence pour la trajectoire d’état

La synthése de lacommande par modes glissants se fait en trois étapes :
e choisir la surface de glissement.
e établir la condition de convergence.
e déterminer la loi de commande qui permet d’atteindre la surface et d’y demeurer.

®,

¢+ Choix de la surface de glissement

Une forme générale qui consiste a définir une fonction scalaire des surfaces de glissement dans
le plan de phase dans le but d’assurer la convergence d'une variable d'état X vers sa valeur de consigne

a eté proposée dans [77].

.Cette fonction est donnée par I'équation :
d n-1
S(x) = (_ N zj e(x) (3.7)
A: est un scalaire qui représente la pente de la surfacede glissement.

% Condition d’existance du mode glissant

Le choix de la fonction de glissement étant fait, la deuxiéme étape consiste a concevoir une loi
de commande qui puisse amener le vecteur d'état a converger vers la surface et y demeurer (S=0).

Pour pouvoir affirmer qu’un régime glissant peut apparaitre sur une surface, une condition suffisante

existe en littérature, elle est appelée condition d’attractivité et s’écrit comme
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suit :

%szzss<o (3.8)

« Calul de la commande

La commande par modes glissants consiste de de ramener toutes les trajectoires du systeme
dans I'espace d'état sur le vecteur de surfaces S(x). Elle est composée de deux parties, la premiére est

continue dite commande équivalente, la deuxieme est discontinue.

U=Ug, +Uy (3.9)

La commande équivalente sert & maintenir la variablea contrdler sur la surface de glissement.

Elle est obtenue grace aux conditions d’invariance de la surface

S=0
< o (3.10)

Olu,, est déduite de la relationS =0.

La commande discontinue assure la convergence de toutes les trajectoires du systéeme vers la
surface de glissement S(x) = 0. Pour la calculer, il suffit de vérifier la condition d'existence des régimes

glissant.

3.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a d’abord commencé par une introduction au chaos suivie par des définitions
élémentaires des différents outils de caractérisation. Puis on a présenté une variété de méthodes de
conception de contréleur des systémes chaotiques avec un exemple illustratif qui vérifié la chaoticité
dans l'ordre fractionnaire a travers le diagramme de bifurcation. Le controleur proposé montre
I'efficacité de ce type de commande du chaos. Dans ce qui suit, on s’intéresse d’un coté a la méthode
de commande par un régulateur PI*D* fractionnaire afin de controler des systémes chaotiques d’ordre
entier perturbés et d’un autre cot¢ a la méthode du mode glissant et mode glissant adaptatif dans

1’objet de la synchronisation des systémes chaotiques d’ordre fractionnaire perturbés.
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Chapitre 4

Contrdleurs PI*D* d’Ordre Fractionnaire Appliqués
aux Systemes Chaotiques

4.1. Introduction

Au cours des dernieres années, I'émergence de méthodes efficaces pour résoudre les
équations différentielles d'ordre non entier a rendu les systémes d’ordre fractionnaire de plus en
plus attrayants pour la communauté des systemes de commande[71-[78]-[79]. Pour améliorer
les performances des systemes de rétroaction linéaire, Podlubny[66] a proposé une
généralisation du contrdleur proportionnel intégral dérivé (PID) classique a la forme PI"D"
appelé PID d’ordre fractionnaire, qui est récemment devenu trés populaire en raison de sa
flexibilité supplémentaire pour la conception de la commande. Depuis lors, les contr6leurs PID
d'ordre fractionnaire (PIDOF) ont trouvé des applications dans plusieurs systemes, par exemple
dans [80], un controleur PIDOF est congu pour prendre en charge diverses fonctions objectives
contradictoires pour un régulateur de tension automatique (AVR). Une autre application d’un
contréleur fractionnaire est donnée dans [81] qui traite la conception d'un contréleur PIDOF
pour les systemes d’ordre entier et fractionnaire. Dans [82], un PIDOF est congu pour un
systeme de régulation de turbine hydrauliqgue (HTRS) en tenant compte de 1’objectif des
performances contradictoires. Les auteurs ont montré la supériorité des contrdleurs d'ordre
fractionnaire par apport aux contrdleurs d’ordre entiers au moyen d'une étude comparative entre
les optimums de contr6leurs PID et PIDOF. Dans [83], les auteurs proposent une conception
d’un PIDOF pour le contréle du mouvement d’un navire a l'aide d'un algorithme d'optimisation
par essaims de particules (PSO) intégrées au chaos. Dans [84], une conception optimale d'un
contréleur PIDOF pour un systeme AVR en utilisant un essaim de fourmi chaotique. Dans [85],

en fonction de Il'approche de contr6le adaptatif fractionnaire a grand gain, les auteurs ont
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introduit de nouveaux parametres de réglage pour I'amélioration de la performance du systeme
contrlé. Les algorithmes d'auto-ajustement pour les contrleurs PIDOF ont également été
proposes dans plusieurs travaux [80-[87]-82].

Le comportement chaotique des systemes dynamiques peut étre observé dans de
nombreuses exemples pratiques de l’ingénierie et des sciences [44].L'importance de ces
applications fait du chaos I'un des sujets les plus populaires pour les chercheurs dans divers
domaines scientifiques [50].

Les systémes chaotiques sont également affectés par I'ordre fractionnaire, dans la
modélisation, le contrdle ou les deux. Le travail de [89]est un exemple de stabilisation du
systeme de Chen chaotique fractionnaire par un contr6le de rétroaction linéaire, et [90] présente
la stabilisation du systéme chaotique de Genesio-Tesi a l'aide d'un PIDOF. Dans [91], la
stabilisation des points fixes instables des systemes chaotiques d'ordre fractionnaire est
effectuée par un contréleur proportionnel intégral d’ordre fractionnaire (PIOF). L'analyse de la
stabilité de ces systémes non linéaires a ordre fractionnaire a été étudiée en profondeur[92], ou
une description mathématique d'un théoréme de stabilité de Lyapunov d’ordre fractionnaire a
été présentée.

Dans ce chapitre, une nouvelle approche pour la conception d’un contrdleur proportionnel-
intégral-dérivé d’ordres fractionnaires robustes (PI*'D*) est proposée pour stabiliser un systéme
chaotique non linéaire perturbé sur I'un de ses points fixes instables. Le réglage des paramétres
du controleur est basé sur un diagramme de bifurcation graphique couplé a un algorithme
d'optimisation. Le probléme de la stabilisation du chaos est étudié pour deux systemes non
linéaires: le systeme Multi-scroll Chen [93] et le systeme Genesio-Tesi[94]. L'analyse de la
stabilité du systeme chaotique non lineaire est étudiée pour les actions intégrales et dérivées
d'ordre fractionnaire en utilisant le diagramme de bifurcation. Le contrdleur est implémenté au
moyen de la méthode numérique fractionnaire de Grindwald-Leitnikov. Les résultats montrent
I'efficacité de I'action intégrale d'ordre fractionnaire dans la réalisation de la stabilité souhaitée

méme dans la présence de perturbation.
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4.2. Stratégie de contrdle

Le régulateur PI"D" est un mécanisme de rétroaction de la boucle de contrdle. Il est
largement utilisé dans les systemes de contr6les industriels. Il calcule une valeur d'erreur et
tente de la minimiser en ajustant le processus a l'aide d'une variable manipulée [90]. Supposons

un systeme avec la dynamique classique suivante,
X = f(X)+u(t) (4.1)
ol X e R" et u(t)est le signal du controle.
La loi de commande du contrdleur PI*D* est donnée par la fonction suivante:
u(t)=keX +k,1* +k,D*X (4.2)

Ou A etu sont I’ordre de d’intégration et de la dérivation respectivement.

Le schéma bloc du contrdleur PI"D* proposé appliqué au systtme Multi-Scroll Chen [93] est
montré dans la figure 4.1.

Dans ce travail on utilise les digrammes de bifurcation pour identifier les valeurs des gains k, ,

k, etk,. Pour choisir les valeurs correctes de I'ordre fractionnaire et optimiser les gains du

contréleur, on utilise un critére quadratique formulé comme suit :

J:\/Z(X—xf)z+(y—yf)2+(z—zf)2 (4.3)

OU X,Y,Z sont les variables d’état et F =(x,,y,,z, ) est le point fixe désiré.

B o=

Fig. 4.1 Systéeme de contréle PIDOF
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4.3. Procédure de conception

La méthodologie de conception proposée peut étre représentée par I'algorithme suivant.

e Etape 1: Paramétres du contréleur PID classique
Désigner d’abord les paramétres (K, ,K,,Kp ) par (k,,k,,k, ) respectivement.
- Initialiser(klo,kg,ks?).
- Pouri=1:3
Tracer les diagrammes de bifurcation des variables détats (x, y, ) en fonction dek, .
- Trouver l'intervalle I, ou le systeme stabilise sur le point fixe souhaité pourk;

- Chercher la valeur du gain optimalek,_,, sur Iintervalle en utilisant le critere
quadratique défini dans 1’équation (4.3).
- Mise a jour des gainsk; =k

i—opt *

Fin.

o Etape 2: Paramétres du contrdleur fractionnaire PI"D"
- Fixer les gains (k,,k, , k, )aux valeurs optimales obtenues & I'étape 1.
- Mettre u=1.
- Recherchez la valeur optimale 2,,, sur lintervalle]0,2[en utilisant le critére
quadratique J définis dans (4.3).
- Mettre =4,

- Recherchez la valeur optimale z,,, sur I’intervalle J0, 2[en utilisant le méme critére.
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4.4. Exemples d’application
Dans cette partie, on a réalisé deux applications de la stratégie de contrble présentée
précedemment, d’bord pour controler le systeme chaotique Multi-scroll de Chen, puis pour
contréler le systeme chaotique Genesio-Tesi. La méthode numérique de Griindwald-Leitnikov
définie dans le chapitre 1 est utilisée pour I'approximation numérique du systéme de contrdle a
I'aide de Matlab / Simulink.

4.4.1. Systeme chaotique multi-scroll de Chen

Le systeme Multi-Scroll est dérivé du systeme de Chen dans [93]. Il est décrit par le modéle

mathématique suivant :

x=a(y—x)
y=(c—a—-z+dsiny)x+cy (4.4)
2=xy-bz

ol x,y,zsont les variables d’état, a,b,csont les parametres du systeme. Comme il est indiqué
dans[95] ; quanda =35a,b =3, c =28etd =8, Un attracteur a 6 scrolls est produit comme le

montre la figure 4.2.

45 T T T T T T T T T

40
35

30 7,

200~ S

15~

10

Fig. 4.2 Plan de phase du systéme Multi-Scroll de Chen
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On calcule maintenant les points fixes du systeme Multi-Scroll de Chen. En résolvant

I’équation (X, y,2) =(0,0,0), on a,

x=a(y—x)=0 (4.5)
y=(c—a—z+dsinz)x+cy=0 (4.6)
Z=xy—-bz=0 4.7)
A partir de 1’équation (4.5) on obtient,
x=y (4.8)

En remplacant (4.8) dans (4.7), on trouve,
z=x%/b (4.9)
Cela implique que pour chaque valeur de z il y a une valeur conjuguée pour X et y tel que,
X=y= +/bz (4.10)
A partir de des équations (4.8), (4.9) et (4.6) on trouve,
f(x)=(2c—a)x—x®/b+dxsinx’/b =0 (4.11)

L’¢équation (4.11) peut étre résolue par la méthode graphique comme il est montré dans la figure
4.3.

F., = (46.999,+6.999,16.331)
F., = (17.457,47.457,18.536)
F., = (+8.102,+8.102,21.88)
F., = (£9.059,+9.059,27.356)

F.. = (+8.792,+8.792,25.771)
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Fig. 4.3 Points fixes du systeme Multi-Scroll de Chen

Pour controler ce systeme sur son point fixe F,_ =(+8.102,+8.102,21.88)on va utiliser le

controleur PID classique et PI"D" fractionnaire simultanément.

4.4.1.1. Utilisation d’un contréleur PID classique.

Dans cette partie, les paramétres (ky,K,,ky) sont identifiés a I'aide du diagramme de
bifurcation et du critere quadratique J . Tout d'abord, on fixe (k,,ky)=(0.08,0.02) et on trace
le diagramme de bifurcation qui présente I'évolution de I'état xen fonction du gain K,
représenté sur la figure 4.4,Selon ce diagramme, on détermine que le systéeme se stabilise au
point fixe souhaité pour Kp 6[0.67,0.745]. Ainsi, la recherche de la valeur optimales k,_, a

I'aide du critére quadratique est limitée a cet intervalle tel que présenté dans la figure 4.5.

Une fois qu’on a la valeur optimalek, ., =0.67, on la fixe et on gardek, =0.02 puis

—opt
on trace I'évolution de 1’état x en fonction dek, . Cette derniére est présentée dans la figure 4.6.

Dans ce cas, la convergence est garantie pourk, € [0.0L0.0B], alors la valeur optimalek, , est

tirée de la figure 4.7 qui montre I'évolution du critére quadratique J par rapport au gaink; .

Maintenant, on a les deux valeurs optimales (K, K, ,,:) =(0.67,0.08), on recherche le
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troisieme parametre par la méme procédure. Pour cela, I'évolution de I'état xet le critere

quadratique J versus k,sont présentés respectivement dans la figure 4.8 et la figure 4.9. Le

systéme atteint le point fixe souhaité pour k, =0.01,k, =0.02 et aussi pourk, < [0.25,0.47].

Les valeurs de J correspondant aux trois paramétres qui garantissent la stabilité du systeme sur
le point fixe souhaité sont présentés dans le tableau 4.1, le tableau 4.2 et le tableau 4.3. Par

conséquent, on peut facilement déterminerk,_, ..

A cette étape, on a les trois paramétres de contrdle  optimum
(Kp_opt K1 optrKp_op) =(0.67,0.08,0.37), et on peut contrdler le systeme Multi-Scroll de Chen.

Les réponses résultantes du contr6le du systéme sont présentées sur les figures 4.10 et 4.11. La

commande est déclenchée a I’instant t=5sec.
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Fig. 4.4 Diagramme de bifurcation X = f (K )
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Fig. 4.6Diagramme de bifurcation x = f(k, )
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Fig. 4.8 Diagramme de bifurcation X = f(kp )
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Fig. 4.9Critére quadratique J = f(kD)

Tableau 4.1 J = f(k;)

Ko J
0.670 69.55
0.675 70.59
0.680 71.49
0.685 72.37
0.690 73.27
0.695 74.24
0.700 75.30
0.705 76.47
0.710 77.77
0.715 79.26
0.720 80.95
0.725 82.93
0.730 85.28
0.735 88.13
0.740 91.75
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Tableau 4.2 J = f(k,)

K, J

0.01 74.17
0.02 73.49
0.03 72.83
0.04 72.20
0.05 7158
0.06 70.95
0.07 70.27
0.08 69.55

Tableau 4.3 J = f(k;)

Ko J

0.01 73.69
0.02 69.55
0.25 32.62
0.27 29.22
0.29 26.97
0.31 25.12
0.33 23.63
0.35 22.58
0.37 22.09
0.39 22.32
0.41 23.50
0.43 26.04
0.45 30.96
0.47 45.15
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4.4.1.2. Utilisation d’un contréleur PI*D" fractionnaire

A cette étape, on a les trois parametres optimaux (k K, optrKp op) =(0.67,0.08, 0.37)

P-opt? D_op

, et on doit obtenir les valeurs optimales A, et x,  pour que le systeme atteigne le point fixe

souhaité. Pour cela, on utilise le critéere quadratique défini précedemment. En mettant =1 et
en variant Aentre 0.7 et 3, les valeurs J obtenues sont rassemblées dans le tableau 4.4. Au-
dela de 2 (A= 2), les valeurs de J varient autour de 22, mais le systéeme se stabilise 1égerement
autour du point désiré. A partir des résultats obtenus, la meilleure valeur de Jest pour

Ao =1.05 .

25

24.5 1
24 \
= 235 \
23 \

22,5 \
/Y: 22.05

22 o
0.5 1 15 2 2.5 3
lambda

X:1.05 T~

Fig. 4.10Critére quadratique J = f(/l)
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Fig. 4.11 Critére quadratique J = f(,u)

On met4,, =1.05, et on cherche la valeur optimale g,,en calculant le critere J pour
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différentes valeurs de u .

Tableau4.4 J = (1)

A J X y z

0.70 Nan Divergence

0.75 30.9131 8.101 8.101 21.881
0.80 24.6470 8.101 8.101 21.881
0.85  23.1903 8.102 8.101 21.881
0.90 22.5495 8.102 8.101 21.881
0.95 22.2310 8.102 8.102 21.881
0.97  22.1573 8.102 8.102 21.881
0.99 22.1060 8.102 8.102 21.881
1.00 22.0874 8.102 8.102 21.881
1.01 22.0731 8.102 8.102 21.881
1.03  22.0557 8.102 8.102 21.881
1.05 22.0511 8.102 8.102 21.881
1.07  22.0571 8.102 8.102 21.881
1.09 22.0720 8.102 8.103 21.881
1.10 22.0821 8.102 8.103 21.881
1.15  22.1536 8.103 8.103 21.881
1.20  22.2459 8.103 8.103 21.881
1.25  22.3446 8.103 8.104 21.881
1.30 22.4390 8.104 8.104 21.881
1.40  22.5889 8.104 8.106 21.881
1.50 22.6680 8.105 8.107 21.881

160 22.6774 8.106 8.109 21.881
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170 226332 8108 8111 21.880
180 225565 8109 8.114 21.880
1.90 224671 8111 8.116 21.880
200 223805 8113 8120 21.880
210 223077 8115 8.123 21.880
220 222553 g417 8127 21.980
250 222446 8127 8.142 21.879

3.00 22.6732 8.149 8.178 21.878
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Tableau4.5 J = f(u)

n J X y z

0.1 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.2 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.3 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.4 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.5 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.6 22.0540 8.102 8.102 21.881
0.7 22.0539 8.102 8.102 21.881
0.8 22.0535 8.102 8.102 21.881
0.9 22.0528 8.102 8.102 21.881

1 220511 8.102 8.102 21.881
1.1 22.0475 8.102 8.102 21.881
1.2 22.0403 8.102 8.102 21.881
1.3 22.0263 8.102 8.102 21.881
1.4 22.0017 8.102 8.102 21.881
1.5 21.9723 8.102 8.102 21.881

Variation autour d’un

1.6 149.783 L
point fixe

1.7 Nan Divergence
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On a finalement défini les cing valeurs optimales. Afin de tester la robustesse du contrdleur
fractionnaire, on introduit une perturbation aléatoire a I'entrée comme suit,
U =U + A*rand (4.12)

Dans ce cas A=0.02. Les résultats obtenus sont présentés dans la figure 4.12 et la figure 4.13.
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Fig. 4.12 Variables d'état du systéme Multi-Scroll de Chen perturbé contr6lé
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Fig. 4.13 Signal de controle PI*D"
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4.4.2. Systeme chaotique de Genesio-Tesi

De nombreux chercheurs ont été attirés par le probleme du contréle et de la
synchronisation du systtme non linéaire de Genesio-Tesi[94]. Ils ont proposé différentes
stratégies de contréle et de synchronisation telles que le contr6le adaptatif[90-91-92], I'approche
d'optimisation de [I'inégalitt matricielle linéaire (LMI) [99], le contr6le par mode
glissant[100][101], le contréle de rétroaction a variable unique[102] et le contréle par back-
stepping[103].
Le systeme de Genesio-Tesi est défini par le modéle mathématique suivant,

X=y
y=1 (4.13)
7=-cx—-by—az+x’

Quand (a,b,c)=(1.2,2.992,6), tel quindiqué dans [104], le systéme Genesio-Tesi présente un
comportement chaotique comme le montre la figure4.14. Dans cette simulation numérique, les
conditions initiales sont les mémes utilisées dans [104] : x(0)=-1.0032, y(0) =2.3445 et
z(0)=-0.087. Par une simple analyse, on obtient deux points fixes instables F, =(0,0,0) et
F, =(6,6,0). Pour stabiliser le systtme sur le point fixe d’origine F, =(0,0,0), on utilise la

méme procédure appliquée au systeme Multi-Scroll de Chen.

4.4.2.1. Utilisation d’un contréleur PID classique.
Ici, les diagrammes de bifurcation sont tracés pour obtenir les limites d'intervalles pour
les parametres (Kq,K,,k;) qui seront optimisés en utilisant un critere quadratique. On
commence par varier I'état xen fonction de k,tel que présenté dans la figure 4.15 avec

(ki ks)=1(0.1,0.2). Le systeme se stabilise sur le point voulu pourk, < [0.8, 0.998].
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Fig. 4.14 Portrait de phase du systétme de Genesio-Tesi

Pour k, >1le systeme diverge. Selon la figure 4.16, J est optimal pourk =0.998.

P-opt

Pour avoir le deuxiéme paramétre optimal k on gardek, etonmet k, =k, . et on trace le

I—opt? P—opt
diagramme de bifurcation et le critere quadratique qui sont présentés respectivement dans la
figure 4.16 et figure 4.17. La figure 4.16 montre qu'il existe une stabilité sur le point fixe
souhaité pourk, < [0, 0.16], mais le calcul du critére quadratique optimal prouve que k =0.

P-opt
Pour cela, on se limite a la recherche d'un contréleur PD" optimal. La variation de I'état x et le
critere quadratique en fonction du parametre k, sont donnés dans la figure 4.18 et la figure
4.19 respectivement. A partir de cette étude, on extrait le troisiéme paramétre de controleur
optimal k;,_,,, =0.281.

56



Chapitre4 Controleurs PI*D" Appliqués aux Systémes Chaotiques
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Fig. 4.15 Diagramme de bifurcation x = f (k)
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Fig. 4.17 Diagramme de bifurcation x = f (K, ).
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Fig. 4.18Critére quadratique J = f(k, )
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4.4.2.2. Utilisation d’un contrdleur PI*D" fractionnaire

Aprés avoir identifié les parametres du contréleur classique, on cherche I'ordre
fractionnaire de 1’action dérivée pour créer un contrOleur fractionnaire optimal. Le choix de
I'ordre fractionnaire x est basé sur le critére quadratique. On variez entre 0.1 et 1.1. Les
résultats obtenus sont présentés dans le tableau 6.

En appliquant le contrdleur optimal sur le systeme chaotique de Genesio-Tesi, ce
controleur stabilise le systéme sur le point fixe F, =(0,0,0) comme le montre la figure 4.22 et
la figure 4.23. On a finalement décrit les parametres optimaux du contréleur. Maintenant, on
essaye de tester la robustesse du contrdleur. Le systéme est perturbé par un bruit d'entrée ajouté
tel que défini dans I'équation (4.12). Les résultats obtenus sont présentés dans la figure 4.24 et
figure 4.25.
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Fig. 4.21Critére quadratique J = ()
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Tableau 4.6 J = f(u)

H J
0.100 125.8101
0.200 125.8036
0.300 125.7925
0.400 125.7731
0.500 125.7381
0.600 125.6719
0.700 125.5387
0.800 125.2510
0.900 124.6098
0.990 123.7556
0.991 123.7522
0.993 123.7468
0.995 123.7435
0.997 123.7424
0.999 123.7438
1.000 123.7456
1.001 123.7480
1.003 123.7551
1.005 123.7655
1.010 123.8078
1.050 126.0309
1.100 168.1654
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4.5. Conclusion
Un contréleur PIDOF robuste a été étudié pour stabiliser un systeme chaotique sur 1'un
de ses points fixes. Les trois paramétres, k. ,k,et k, ont été initialement définis dans le
diagramme de bifurcation, puis optimisés au moyen du critere d'erreur quadratique, qui
comprend les ordres fractionnaires. On remarque que les variables d'état du systeme contrdlé
sont stabilisées asymptotiquement sur le point fixe souhaité méme en présence d'une

perturbation aléatoire.

En utilisant des simulations numériques de I'approche de conception proposée dans le
premier exemple du systtme Multi-scroll de Chen, on constate que le contrdleur PI"D"
fractionnaire fournit la meilleure performance du systeme en boucle fermée pour la stabilisation
d’un point fixe instable par rapport & des recherches antérieures. Dans 1’exemple du systéme de
Genesio-Tesi, le contréleur proportionnel dérivé fractionnaire présente une amélioration du

comportement du systéme par rapport au contréleur d’ordre entier.
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Chapitre 5

Synchronisation des systemes chaotiques d’ordre
fractionnaires avec un regulateur par mode glissant
fractionnaire

5.1. Introduction
Récemment, le calcul fractionnaire a attiré de nombreux chercheurs dans le domaine des
systemes dynamiques a comportement chaotique, tels que le systétme de Chen [12], le circuit de
Chua [11], le systéeme de Newton-Leipnik[15], le systeme de Duffing[105], Duffing modifié
[14], le systeme de LU[106], le modéle logistique et logistique retarde [46-47]. Le systeme
d’Arneodo [107]...

Comme il est connu, aprés I’apparition des articles d’Ott-Grebogi-York[7] et de Pecora-
Carroll[8], la commande et la synchronisation du chaos fait I’objet d’une attention particuliéere
dans diverses disciplines en science et I'ingénierie que ce soit pour les systémes d’ordre entier
ou fractionnaire. Depuis lors, plusieurs recherches ont été établies dans ce sens en utilisant

différentes méthodes.

Pour les systéemes chaotiques, il y a trois probléemes a résoudre: suppression,
chaotification et synchronisation. La synchronisation ou le contrle d'un systeme chaotique est
une tache difficile en raison de la caractéristique principale des systéemes chaotiques est leur
sensibilité élevée aux conditions initiales. Mais il y a de plus en plus d’efforts de recherche dans
cette thématique en raison de plusieurs applications potentielles, en particulier dans la
cryptographie[108].

Pour le cas particulier des systémes d'ordre fractionnaire avec une dynamique chaotique, de
nombreuses méthodes ont été introduites pour réaliser la synchronisation du chaos, comme la
commande par PC [109], le contréle par PI"D* d’ordre fractionnaire [110], la méthode

d'observation de I'état non linéaire[111], la commande adaptative[112], et le contr6le par mode

65



Chapitre5 Synchronisation des systémes chaotiques fractionnaires avec un régulateur MGOF

glissant.

La méthode de contr6le par mode glissant est bien connue comme une technique de
contréle non lineaire robuste. La principale caracteristique de SMC est qu'elle peut changer la
loi de commande rapidement pour conduire les états du systtme a partir de tous les états
initiaux vers une surface de glissement définie par I'utilisateur, et de maintenir les états sur la
surface tous les temps ultérieur[111]. Cette stratégie de contrdle réalise une performance

satisfaisante au regard des incertitudes paramétriques et des perturbations externes[113].

Ces dernieres années, elle est intensivement utilisée pour le contrdle et la synchronisation
des systémes chaotique fractionnaire. Dans 1’article [68], le contr6leur proposé est basé sur la
théorie du mode glissant actif pour faire une synchronisation entre deux systéemes chaotiques
d'ordre fractionnaires de Lu et de Chen identiques et différents. Dans [69], en utilisant la méme
strategie de contr6le, une synchronisation identique du systeme Duffing-Holmes est achevée a
la présence de l'incertitude et les perturbations. Dans [114], la synchronisation entre deux
systemes incertains différents d'ordre fractionnaire chaotiques basés sur la commande
adaptative floue et le mode de glissement a été traitée. Dans [71], un nouveau schéma de
contrble est proposé pour la synchronisation des systemes chaotiques d'ordre fractionnaire.
L’approche utilise une combinaison d'un controleur classique glissant et un controleur actif, ou
le contrOleur actif permet d'augmenter la force d'attraction de la surface de glissement. Dans
[115], la synchronisation du chaos du systeme de Genesio-Tesi d'ordre fractionnaire est étudiee
via deux stratégies de contr6le différentes; contrdle actif et commande par mode glissant. Dans
[74], un controleur par mode glissant adaptatif est proposé pour une nouvelle classe des
systemes chaotique d’ordre fractionnaire avec incertitude et perturbation externe. Les lois

adaptatives appropriées sont désignées pour traiter I’incertitude et la perturbation externe...

Dans ce chapitre, Une nouvelle conception de schéma de controle de mode glissant d'ordre
fractionnaire(CMGOF) est proposée pour la synchronisation d'une classe de systemes d'ordre
fractionnaire non linéaire avec un comportement chaotique. L'approche de conception
considérée fournit une loi fractionnaire qui garantit la stabilité asymptotique des systemes
chaotiques d’ordre fractionnaire dans le sens du théoréeme de stabilité de Lyapunov. Deux
exemples de simulation illustratifs; le systeme chaotique de Genesio-Tesi et le systéeme de Jerk

modifié d’ordre fractionnaires montrent I'efficacité et la robustesse de cette solution de controle.
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5.2. Definition du probleme de la synchronisation
La classe suivante de systeme chaotique a ordre fractionnaire non autonome de dimension n

est considérée [107].

Xl(q) =X,

1 ()
X =X, (5.1)
X = f(x,t)

0l X = [X,, X0 X, | =[x, X @, x2) x99 c g™ | £ (x,t)est la fonction non lingaire de x

etO<qg<1.

Soit (5.1) le systeme maitre, le systeme esclave avec une entrée de la commande u(t)eER

devient,
Y1(q) =Y,
512 = yn (5:2)
Ly = g(x,t)+u

OuY =[y,,Y,..... ¥, | € R",g(y,t)est la fonction non lingaire de y .

On définit le vecteur d’erreur e, et & partir de (5.1) et (5.2), I’équation d’erreur est comme suit,

(5.3)

Ainsi, le probléme de la synchronisation de deux systemes non linéaires d’ordre fractionnaire

est equivalent au probléme de trouver un controle u(t) en s'assurant que l'erreur e dans (5.3)
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converge vers zéro. Un contréleur par mode glissant est congu pour atteindre cet objectif dans

la section suivante.

5.3. Conception du controleur par mode glissant
La principale raison de la popularité croissante du contr6le par mode glissant (CMG) est sa
robustesse avantageuse contre les perturbations sous certaines conditions [68]. Dans notre

contribution, la surface de glissement de I'ordre fractionnaire proposeée est

s(t)=kD"e, +k,[ Y (E)e 54

o i=1

Ou k,,k, sont des coefficients positifs et c, sont les paramétres de la surface de glissement a

déterminer.

Le contr6le par mode glissant est obtenu en dérivant 1’équation (5.4) comme suit,

$(t)=k,D%, + kziciei =0= D%, = %Zn:ciei (55)
i=1

1 i=1

De plus, en définissant,

C =—7° (5.6)

(el(q) =&,
|6l =e, (5.7)
e =D, ce

ou sous la forme matricielle comme,
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e@(t) = Ac(t)

ou
0 1 0 |
A=
0 0 1
¢ G o Gy

La sélection des paramétres de la surface de glissement d'ordre fractionnaire ¢ (i=1.2,...,n)
obéit au théoreme de la stabilité de Matignon [116] qui assure que la surface de glissement (5.4)

est asymptotiquement stable tant que la condition de la stabilité |arg(eig(A)]>qz/2 est
verifiée.

On propose la loi CMG suivante dans le but que les trajectoires d'état du systeme (5.2)

convergent vers la surface de glissement.

u(t)=-g(y,t) + f (x,t) ~ksign(s) -k>_cie, (58)
i=1
Ouk est un nombre réel positif.

5.4. Analyse de la stabilité

Le résultat principal de ce travail est exprimé par le théoréme suivant,
Théoreme 5.1: La synchronisation des systéemes (5.1) et (5.2) est parfaitement réalisée par la

. . k
loi de contr6le par mode glissant (5.8) aveck = k—2
1

Preuve :on va prouver que les systemes (5.1) et (5.2) sont completement synchronisés, ce

qui signifie que le systeme dynamique d'erreur (5.3) est asymptotiquement stable.
On prend une fonction candidate de Lyapunov définie positive telle que,

v =g (5.9)
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par une simple dérivation on trouve,

V =sign(S)s

= sign(S)(k1 D, + kZZcieij

i=1

= sign(S)(kl (g(y,t) = f(x,t)+u)+ kzzn:cieij

i=1

= sign(S){k1 (— kzn:ciei -k sign(S)J + kzzn:cieij

On pose

K =—2 (5.10)

Donc on a

V= sign(S)[k1 [—t—zzn:ciei —%sign(S)j + kzzn:cieij

1 i=1 1 i=1

= sign(S)(— kzzn:ciei —k,sign(S) + kzzn:cieij

= sign(S)(—k,sign(s))
=k,

Et suite au Lemme 2.1, le systeme (5.2) est stable au sens de Mittag-Leffler et I'erreur

converge asymptotiquement vers zéro, ce qui compléte la preuve.

5.5. Resultats de simulation
Afin d'illustrer I'efficacité du schéma de synchronisation proposé, deux exemples de
simulation numériques d'application aux systtmes chaotiques Genesio-Tesi d’ordre
fractionnaire et aux systemes de Jerk modifiés d’ordre fractionné sont proposés, dans des
conditions idéales et perturbées.

70



Chapitre5

Synchronisation des systémes chaotiques fractionnaires avec un régulateur MGOF

5.1.1. Synchronisation du systeme de Genesio-Tesi fractionnaire

Le systeme de Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire est donné par,

Il
N

y(Q)
79 = _cx—by —az + x?

(5.11)

Pour les valeurs des paramétres du systéme (a,b,c)=(1.2,2.992,6) et en prenantq = 0.99, le

systeme de Genesio-Tesi présente un comportement chaotique tel qu'illustré dans la figure 5.1

et la figure 5.2 [117].

Les conditions initiales sont les mémes utilisées dans [104] ; x(0) =-1.0032, y(0) =2.3445 et

2(0) =—-0.087.

La figure 5.1 montre le comportement chaotique du systéeme de Genesio-Tesi d'ordre

fractionnaire, alors que la figure 5.2 présente une simulation numérique de son attracteur.
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Fig. 5.1 Le comportement chaotique du systéme fractionnaire de Genesio-Tesi
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Fig. 5.2Portrait de phase de I’attracteur de Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire

5.1.1.1. Synchronisation dans le cas idéal (sans perturbation)

En prenant les paramétres de la surface de glissement comme [107]:

(c,.c,.c;)=(6,1,5), on applique la loi de contréle par mode glissant (5.8) avec les paramétres

k, =let k, =0.13. Les résultats de simulation obtenus lors de I'application de I'action de

controle de synchronisation a t = 40s avec les conditions initiales
(xmy, ym,, zm, ) = (~1.0032,2.3545,-0.87)et (xs,, ¥S,,25,) = (—2,1,—0.5) pour les systemes

maitre et esclave respectivement, sont présentés dans la figure 5.3 a la figure 5.6.

Comme le montrent les figures 5.3 et 5.4, il existe trois étapes de comportement du systeme
contrélé [118]. Dans les 40 premieres secondes, sans controleur, le systéme est chaotique
comme on le voit sur la figure 5.1. Dans la deuxieme phase connue sous le nom (reaching
phase), apres t = 40s, le systéme chaotique d’ordre fractionnaire est forcé vers le la surface de
glissement par le contr6leur de mode glissant. Lorsque la trajectoire touche la surface de
glissement, le systeme entre dans la 3éme phase, appelée opération en mode glissant. Les
résultats présentés ici montrent la bonne performance des schémas de synchronisation proposés.
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Fig. 5.3 Synchronisation du systéme de Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire
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Fig. 5.5 Signal de contréle pour la synchronisation du systéme de Genesio-Tesi fractionnaire
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Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire
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5.1.1.2.  Synchronisation du systéme fractionnaire de Genesio-Tesi perturbé
Maintenant, on applique un signal de perturbation aléatoire §(t)sur le systeme
fractionnaire de Genesio-Tesi pour tester la performance de la loi de contrdle CMG proposée
dans de mauvaises conditions d'exploitation. Le modele mathématique correspondant est donné

par 1’équation (5.12)

x(@ — y
y(q) =7 (512)
7@ = —cx—by—az+ X2+ &

0l &(t)est un signal aléatoire d’amplitude B = 0.1.

Les figures 5.7 a 5.10 présentent les résultats de la synchronisation en utilisant la loi (5.8) de

CMG aveck = % =0.1.
1
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WUPWWWIN Y v Uy vV VY

o At ahadabsbababebabadeladadad
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R T Y
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Fig. 5.7 Synchronisation du systeme de Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire en présence de la

perturbation
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Fig. 5.10 Surface de glissement pour la synchronisation par CMG du systeme
de Genesio-Tesi d’ordre fractionnaire perturbé

Comme le montrent les résultats de la simulation, bien que le systeme esclave comporte une
perturbation additive, le suivi est atteint. Lorsque le CMG proposé est appliqué, I'entrée de
contrble est tres lisse, et les fluctuations de la commande de commutation sont assez petites

comme indiqué sur la Figure 5.9.

Afin d’indiquer les performances du systéme de contr6le par rapport au parametre de

contréle k , on définit le critére d'erreur quadratique J, comme,

J :\/J.:f (€2 +e2 +e?) (5.13)

Out, est le moment de I'application du contréle et t, la durée de la simulation. Les résultats

numériques obtenus sont présentés dans le tableau 5.1.
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Tableau 5.1: Temps de réponse et critére quadratique en fonction du paramétre de contrblek .

J J,

0.36 0 0 0

033 3758 223.92 201.89
030 37.37 11651 136.46
0.27 3731 147.04 112,57
024 3729 13947 103.53
0.21 3746 136.53  99.77
0.18 3747 13537  98.73
0.15 3749 13469 98.51
0.12 3749 13441 9841
0.09 3753 13466  99.16
0.06 3755 136.08 101.57
0.03 0 0 o0

Les résultats de la simulation ont démontré I'efficacité de la méthode de controle CMG
proposée pour obtenir la synchronisation des deux systémes de Genesio-Tesi avec rejet de

perturbation.

5.1.2. Synchronisation du systéeme de Jerk d’ordre fractionnaire

Le systéme Jerk a ordre fractionnaire modifié est donné comme suit [119],

y W=z (5.14)
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(©)

Fig. 5.11 Comportement chaotique du systéme de Jerk modifié¢ d’ordre fractionnaire : (a) plan(x, y) (b)
plan(x,z), (c) plan(y, z), (d) 'espace(x, y, z).

ou les valeurs des parametres sont données par ¢, =1.5, ¢, = 0.35 et la fonction f (x(t))est une

fonction linéaire par morceaux définie par,
f(x(t)= %(6'0 =6, M|x(®)+1 ~[x(t) 1)+ ox(t)  (5.15)
oug, <-1<6, <0et g, =-25, 6, =-0.5.

Lorsque les valeurs initiales sont choisies comme (1,1,1)" et I'ordre fractionnaireq =0.98, le
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systtme de Jerk modifi¢ d’ordre fractionnaire montre un comportement chaotique comme
I'illustre la figure 5.11 [119].

5.1.2.1.  Synchronisation dans le cas idéal (sans perturbation)

En prenant les paramétres de la surface de glissement comme [107]:
(c,.c,.c,)=(6,1,5)0n applique la loi de contréle par mode glissant (5.8) avec les parametres
k, =1letk, =0.001. Les résultats de simulation obtenus lors de I'application de I'action de
contrle de synchronisation & t=20savec un temps d’échantillonnage h=0.01 et les
conditions initiales (—1.0032,2.3545,-0.87)et (—2,1,-0.5) pour le systtme maitre et esclave
respectivement sont représentés de la figure 5.12 a la figure 5.15.

Comme le montrent les figures 12 et 13, il existe trois étapes de comportement du
systeme contrélé [118]. Au cours des 20 premieres secondes, sans contréleur, le systeme est
chaotique comme on peut le voir gans la Figure 5.11. Dans la deuxieme phase (connue sous le
nom de phase d'atteinte), aprést = 20s, le systeme chaotique d’ordre fractionnaire est forcé vers
la surface de glissement avec le contréleur par mode glissant. Lorsque la trajectoire touche la
surface de glissement, le systeme entre dans la3éme phase, appelé fonctionnement en mode
glissant. Les résultats presentes ici montrent la bonne performance du schéma  de

synchronisation proposé.
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Fig. 5.15 Surface de glissement pour la synchronisation par CMG du systéme de Jerk modifié

d’ordre fractionnaire
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5.1.2.2.  Synchronisation du systeme de Jerk modifié d’ordre fractionnaire
retardé
Ici, on essaye de synchroniser deux systtmes de Jerk modifiés d’ordre fractionnaire
(5.14) avec différentes conditions initiales et une perturbation de retard sur le systéme esclave.

Les résultats obtenus pour différentes valeurs du parametre de contrbéle k sont présentés dans le
tableau 5.2, our, est le temps de réponse etJ, est le critére d'erreur quadratique définie par

(5.13).

Dx(t)=y(t-7)
D@Wy(t)=z(t—7)
D(q)z(t)= —& X(t —z')— y(t —r)—52 Z(t —T)— f (X(t —r))+ u(t)

La variation du critere d'erreur quadratique J, par rapport aux parametres du controleur

k,et k,est illustrée a la figure 5.16. En choisissantk =0.0001, on obtient les résultats de

simulation présentés sur les figures 5.17 a 5.20.

Tableau 5.2 Performances dynamiques du systéme de Jerk modifié via le paramétre de controle k

k T, J
0.15 o0 0
0.10 36.90 63.99
0.05 30.08 49.98
0.01 29.81 47.74
0.005 29.59 47.35
0.001 29.88 47.03

0.0005 29.88 46.99
0.0001 28.89 46.96
0.00005 29.89 46.96
0.00001 29.89 46.96
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Fig. 5.17 Synchronisation des systemes de Jerk modifiés d’ordre fractionnaire avec

perturbation de retard.
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Fig. 5.20 Surface de glissement pour la synchronisation par CMG du systéme Jerk modifié d’ordre
fractionnaire avec des perturbations de retard

Les résultats de la simulation de la figure 17 montrent que, malgré le fait que la valeur du
retard n'est pas utilisée dans le contréleur proposé (5.8), les réponses temporelles du systeme en
boucle fermee avec le contrdleur propose sont aussi efficaces que dans le cas idéal (sans
perturbations de retard). Cela confirme les performances tres acceptables du contrdleur proposé.
En fait, le rapport de gain de contrdle k permet d'adapter la commande CMG pour contrer les
perturbations et les retards introduits dans le systéeme de réponse, ce qui rend le systtme de

controle plus robuste dans des conditions de fonctionnement pratiques.

5.6. Conclusion

Une nouvelle conception systématique du schéma de contréle par mode glissant
fractionnaire pour la synchronisation d'une classe de systémes chaotiques d’ordre fractionnaire
est proposée. L'approche de conception considérée fournit une loi de commande fractionnaire
qui garantit la stabilité asymptotique des systémes chaotiques d’ordre fractionnaire dans le sens
du théoréeme de stabilitté de Lyapunov. Des simulations illustratives resultent de la
synchronisation de deux systemes fractionnaires; le systeme chaotique d’ordre fractionnaire de
Genesio-Tesi et celui de Jerk modifié méme en présence des perturbations et des retards
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affectant le systéme esclave, montrent les bonnes performances et I'efficacité de cette solution

de contrdle.
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Chapitre 6

Commande Adaptative par Mode glissant pour la
Synchronisation des systemes chaotiques

d’ordre fractionnaire

6.1. Introduction

Le calcul fractionnaire existerait depuis plus de trois siecles. Par rapport a la théorie
classique, les équations différentielles fractionnaires décrivent plus précisément de nombreux
systemes dans des domaines interdisciplinaires, tels que les systéemes viscoélastiques, la
polarisation diélectrique, I'oscillation non linéaire des tremblements de terre, la mécanique et les
ondes électromagnétiques [19]. Les systéemes d'ordre fractionnaire ont montré des performances
et des propriétés trés attrayantes et, par conséquent, de nombreuses applications de ces systemes
ont été effectuées dans différents domaines tels que le contr6le automatique [3-4], la

robotique[5], le traitement du signal [1][2], et les énergies renouvelables[6].

Au cours de ces dernieres décennies, un grand nombre de travaux de recherche sont
concentrés sur des systemes fractionnaires qui présentent un comportement chaotique comme:
modeéle de Duffing modifi€[14], systtme de Chua [11], circuit dynamique de Chen[120],
modéle de Rossler[121], modele de jerk [119], la caractérisation du systeme de Lu [106] et la
formulation de Newton-Leipnik[15]. La synchronisation ou le contrdle de ces systémes est une
tache difficile, en raison de leurs caractéristique principale « sensibilité élevée aux conditions
initiales », mais ils regroupent de plus en plus d'efforts de recherche a cause de plusieurs
applications potentielles, en particulier dans le traitement de 1’information[108][122]. Pour cela
de nombreuses méthodes ont été introduites pour réaliser la synchronisation du chaos

fractionnaire.

La commande de ce type de systemes par mode glissant a connu un essor considérable
durant les derniéres décennies [116-117-118], du fait de sa principale propriété de

convergence ainsi que la grande robustesse vis-a-vis des incertitudes et des perturbations. Ce
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type de commande induit en pratique des commutations haute fréquence connue sous le nom
chattering. Cet inconvénient est important et pourrait endommager les actionneurs et les
systemes. La réduction de ce phénoméne peut se faire de deux fagon; la premiere consiste a
borner le gain :dans ce cas, de nombreuses approches ont proposé un réglage adéquat des gains
des contréleurs [126], et la deuxieme se base sur le mode glissant a ordre supérieur[120-121-
122]. Cependant, dans ces deux approches de contrble, la connaissance des incertitudes est
nécessaire d’ou I’intérét d’utilisation du mode de glissement adaptatif dont I'objectif est
d'assurer une dynamique d’adaptation du gain de contréleur afin d'étre aussi petit que possible

mais suffisant pour contrer les incertitudes et/ou les perturbations[70]- [66].

Dans le présent travail, on s’est concentré sur le probléme de la synchronisation pour une
classe de systéemes chaotiques d’ordre fractionnaire avec un contr6le adaptatif par mode
glissant. A la suite des résultats récents qu’on a présentés précédemment [130], on propose un
nouveau contréleur par mode glissant a ordre fractionnaire avec des gains adaptatifs afin de

synchroniser deux systemes d'ordre fractionnaire Arneodo maitre-esclave.

Sur la base du théoréme de stabilité de Lyapunov, la preuve de la stabilité de la conception
de la technique de contrdle proposée est effectuée. Les exemples de simulation confirment la

validité des résultats théoriques.

6.2. Synchronisation de deux systemes chaotiques fractionnaires
La classe de systeme chaotique d’ordre fractionnaire non autonome de dimension n[107]

décrit dans le chapitre précédent est considérée.

er(q) =X,

) :
xr(]‘ﬂ =X, (6.1)
X9 = £(x,t)

0U X =[x, Xy,o0n X, | = [x,x(q),x(z‘”,...,x((”‘l)q)]T eR" , f(xt)est la fonction non linéaire de

Xet0O<qg<l.

Si (6.1) est le system maitre, alors le systeme (6.2) avec une entrée de commande u(t)e Rest
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I’esclave,

0=y, 6
4 = o)

Ou Y =[y,,¥,r... Y, ] €R",g(y,t)est la fonction non linéaire de y .

Donc, a partir de (6.1) et (6.2) le vecteur d’erreur peut étre écrit comme suit,

(el(q) =€,
le@ =g, (6:3)
el = g(x,t)- f(xt)+u

Afin d'assurer que l'erreur edonnée par (6.3) converge vers zéro, un contrdleur par mode

glissant est congu suivant le schéma bloc présenté par la figure 6.1.

Esclav

"

y

Loi d’Adaptation

A 4

Controleur d’ordre
Fractionnaire

Fig. 6.1 Schéma de la synchronisation

La conception du contréleur adaptatif par mode glissant se fait de la méme maniére

définie dans le chapitre 5 sauf que la loi de commande contient un gain adaptatif qui varie en
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fonction de la surface de glissement.
Dans notre contribution, la surface de glissement de I'ordre fractionnaire proposée est

t n
s(t)=k,D%"e, +k, f > celr)dr (6.4)

o i=1

Ou kj,k, sont des coefficients positifs et c, sont les paramétres de la surface de glissement

déterminés dans la section 5.3 du chapitre 5.

Afin de forcer les trajectoires d'état du systeme (6.2) a converger vers la surface de glissement,

on propose le contréleur par mode de glissement adaptatif suivant,
n -
u=-g(y,t)+ f(x1)- k[ZCiei - §(t)Slgn(S)j (6.5)
i=L
Ouk est un nombre réel positive et «f(t)est définit positive.

6.3. Analyse de la stabilité

Le résultat principal de ce travail est exprimé par le Théoréme suivant,
Theoreme6.1: La synchronisation des systemes (6.1) et (6.2) est parfaitement réalisée par la loi
de contrdle par mode glissant (6.5) avec k = t—zet Et) =Kk,
1
Preuve :on va prouver que les systemes (6.1) et (6.2) sont complétement synchronisés, ce
qui signifie que le systeme dynamique d'erreur (6.3) est asymptotiquement stable.
On prend une fonction candidate de Lyapunov définie positive telle que,

Vv =[s| (6.6)
par une simple dérivation on trouve,

V =sign(s)s
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= sign(S)| k, D%, + kZZcieij

i=1

=sign(S)| k, (g(y,t) = f (x,t)+u)+ kzzn:cieij

: sign(S){k{g(y,t)— () -g(y,t)+ f(x,t)—k(iciei —:(t)sign(S)j}kzicieij

= sign(S)(kl [Zn:ciei -~ §(t)sign(8)j +k, Zn:ciei J

on pose

k2

Kk = 2
kl

(6.7)

Donc on a

V = sign(S)(kl [— o/ S cies — (K, /kl)é(t)sign(s>]+ kzicieiJ

= sign(S)(— kz_znlciei —k,sign(S) + kzzn:ciei]

=sign(S)(—k, &(t)sign(s))
=k, f(t)
Pour &(t)=K,|S|, la condition de la stabilité est vérifige.

Et suite au Lemme 2.1, le systeme (6.2) est stable au sens de Mittag-Leffler et I'erreur

converge asymptotiquement vers zéro, ce qui compléte la preuve.

6.4. Résultat de simulation

Afin d’évaluer les performances du schéma de synchronisation proposé, on procéde a des
tests en simulation. Un exemple d’application est présenté pour montrer I’efficacité et la
faisabilit¢ de la méthode. Cet essais concerne le systéme chaotique d’ordre fractionnaire
d’Arneodo sans et avec deux différentes types de perturbation.

Le systeme fractionnaire d’Arneodo est défini par le modéle mathématique suivant [107],
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y(Q):Z (6.8)
29 =ax-by-rz—x*

Pour a=55b=35 r=04et g=0.9Le systtme d’Arneodo fractionnaire présente un
comportement chaotique tel qu'il est montré dans la figure 6.2. Les variables d’états des
systétmes maitre et esclave avec les deux conditions initiales (0.2, 0.2,0.2), (0.8,1,0.5) sont
présentés respectivement dans les figures 6.2 et 6.3.
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Fig.6.2Attracteur d’Arneodo d’ordre fractionnaire
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6.4.1. Synchronisation du systéme d’Arneodo dans le cas idéal

On prend les paramétres de la surface de glissement(c,,c,,c,)=(6,1,5)[107]. Aprés le

déclanchement du controle adaptatif par mode glissant (6.5) at =20s et avec les paramétres

(Ky.k;, k,)=1(1.2,0.99,0.001) et un pas d’échantillonnage h =0.005, le systéme chaotique d’ordre

fractionnaire (6.2) est force vers le la surface de glissement par le contrdleur en mode glissant.
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Fig. 6.5Synchronisation du systeme d’Arneodo d’ordre fractionnaire
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Fig. 6.6 Erreurs de la synchronisation du systéme d’Arneodo fractionnaire

Lorsque la trajectoire touche la surface de glissement, le systeme entre dans la phase
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d’opération et aprés un temps fini il commence a poursuivre le systeme maitre. Les résultats de
simulation présentés de la figure 6.5 a la figure 6.9 montrent la bonne performance du schéma

de la synchronisation proposés.
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Fig. 6.7 Surface de glissement pour la synchronisation par CMGA du systéme d’Arneodo d’ordre

fractionnaire
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Fig. 6.8 Signal de contrdle pour la synchronisation du systeme d’Arneodo d’ordre fractionnaire

96



Chapitre 6 Commande AMG pour la Synchronisation des systémes chaotiques fractionnaire

30

25

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80
temps (s)

Fig.6.9 Le gain adaptatifk” = k&(t)

6.4.2. Synchronisation du systeme fractionnaire d’Arneodo perturbé
En ajoutant une perturbation 5(t)au systeme fractionnaire d’Arneodo esclave, on obtient

la modéle mathématique suivant,

y@ =z (6.9)
29 =ax-by-rz-x*+¢s

Afin de tester la robustesse des performances du schéma de synchronisation CMGA

propose, on ajoute au systeme quatre variantes de perturbation: perturbation par échelon
5(t)=B, perturbation aléatoire 5(t)=B.rand, perturbation sinusoidale J(t)= B.sin(«t)et
perturbation multiple 5(t) = B.rand.sin(et)*. D’aprés les résultats de simulation, on remarque

que malgré tous ces types de perturbation il y a toujours une poursuite dans 1’intervalle perturbé

et méme apres le retrait de la perturbation comme il est montré dans les figures 6.10 a 6.13.

Pour &(t)=B la perturbation est appliquée at=45s. La synchronisation reste

maintenue jusqu'a B =0.04 d’ou le signal du systéme esclave commence a se détacher du

systéme maitre malgré qu’il suit sa trajectoire.
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Fig. 6.11 (1) Synchronisation et (2) erreur de synchronisation du systeme d’Arneodo perturbé par un aléatoire ; (a): B = 0.01et (b) :B = 0.05
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Fig. 6.12 (1) Synchronisation et (2) erreur de synchronisation du systeme d’Arneodo perturbé par unesinusoide ol =10; (a): B = 0.01et (b) :B =0.02
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Fig. 6.13 Synchronisation du systeme d’Arneodo en présence d’une perturbation multiple
5(t)=0.01.rand.sin(10t)* ; (a) synchronisation du systéme maitre et esclave, (b) les erreurs de la

synchronisation, (c) la perturbation appliquée

D’apés les résultats de simulation,bien que le systeme esclave comporte différent types de

perturbation, la synchronisation est toujours obtenue.En présence d’un bruit additif son infulence est
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relativement liée a la grandeur de I’amplitide de la perturbation appliquée.

6.5. Conclusion

Un nouveau schéma de contr6le adaptatif par mode glissant fractionnaire est proposé pour la
synchronisation d'une classe de systémes chaotiques d’ordre fractionnaire. L'approche de conception
considérée fournit un ensemble de loi fractionnaire qui garantit la stabilité asymptotique des systémes
chaotiques d’ordre fractionnaire dans le sens du théoréme de stabilité de Lyapunov. Les résultats de
simulations illustratives de la synchronisation du systeme d’Arneodo chaotique d’ordre fractionnaires
en présence de différents types de perturbations montrent les bonnes performances et I'efficacité de
cette solution de controle.
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Chapitre 7

Conclusion Générale

Cette étude s’inscrit dans une démarche d’application des outils d’analyse, de caractérisation
et de contr6le du chaos dans des systemes d’équations différentielles d’ordre entier et fractionnaire.
Cette contribution tend ainsi & élargir la théorie de la commande en développant de nouvelle
techniques tout en montrant leurs robustesse contre les bruits et les perturbations en les appliquant a
une classe des systemes chaotiques. L'analyse de la stabilité de tous les schémas de commande

proposes est etudiée par I'approche de Lyapunov.

Le premier chapitre permet de se familiariser avec 1’outil fractionnaire. On a fourni quelques
notions de base de ce calcul et les méthodes d’approximation les plus courantes dans le domaine

fréquentiel ainsi que dans le domaine temporel.

Aprés un court historique du chaos, on a fourni les moyens d'appréhender et de reconnaitre un
comportement chaotique, quantitativement et qualitativement et introduit les différentes méthodes du
contrble du chaos et les outils majeures utilisées dans la suite de cette these. Ce fut I'objet du
troisieme chapitre. Un exemple illustratif qui montre le contréle par retour d’état des systémes

chaotiques d’ordre fractionnaire est aussi proposé.

La contribution majeure de nos travaux porte sur deux grands aspects. Il s’agit en premier lieu
d'éliminer le chaos qui existe dans différent systémes chaotique d’ordre entier en utilisant un PI*"D" en

présence des perturbations. Cela est développé de facon approfondie dans le quatrieme chapitre.

Le deuxieme point a porté sur la synchronisation robuste d’une classe de systéme chaotique
d’ordre fractionnaire. Pour cela deux approches basées sur la commande par mode glissant sont
proposée afin d’améliorer les performances des systémes de controle. De plus, la proposition d’une
strategie de commande par mode glissant adaptatif qui présente une partie complémentaire du
développement précédent permet d’ameliorer les performances de la commande. Ce fut 1’objet des

cinquiéme et sixiéme chapitres respectivement.

Nous avons présent¢ plusieurs contributions a la commande d’ordre fractionnaire des

systemes chaotiques d’ordre entier ainsi qu’a la synchronisation d’ordre fractionnaire pour des
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systemes dynamiques non linéaires a comportement chaotique d’ordre non-entier.

Le travail effectué dans le cadre de cette these a permis de réaliser plusieurs
publications notamment :

e pour ce qui concerne de la commande par retour d’état des systeémes chaotiques d'ordre
fractionnaire, une conférence internationales[89].

e Concernant la technique de commande par PI"D* d'ordre fractionnaire, deux publication ; la
premiére dans une revue internationale indexée [110] et le deuxieme dans un journal
internationale[90]et une conférences internationales[131].

e Concernant la nouvelle loi de commande proposée pour control par mode glissant, une
publication dans une revue indexée[132]et une conférence internationale [130].

e Et finalement, la synchronisation par mode glissant adaptatif, une conférence

internationale [133].

Perspectives

Dans des situations réelles, les systémes chaotiques peuvent ne pas étre définis par des équations
mathématiques. De plus, ils peuvent avoir des incertitudes sur un ou plusieurs de leurs parametres.

Pour ces raisons, on propose comme perspectives :

e Développer de nouveaux schémas de commande adaptative robuste d’ordre fractionnaire qui
peuvent régir ce probleme (Perturbations paramétriques).
e Généraliser les résultats obtenus au cas des systéemes a degré de liberté élevé.

e FEtudier des schémas de commande adaptative indirecte avec identification des systémes

chaotiques d’ordre fractionnaire...
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Résumé

Résumé

Le but de cette these consiste a prouver les performances des schémas de commande basés sur les
éléments du calcul fractionnaire afin de les appliquer aux différentes classes de systémes non
lingaires a comportement chaotique. Dans ce contexte, des idées nouvelles sont proposées pour
ameéliorer différents systemes de controle.

La contribution de ce travail comporte la proposition de trois schémas de commande d'ordre
fractionnaire destiné aux systémes d’ordre entier et fractionnaire notamment :

e Concevoir un controleur PI"D* d’ordre fractionnaire ou la configuration de ses paramétres se
base sur les diagrammes de bifurcation et 1’erreur quadratique.

e une nouvelle conception systématique du schéma de contr6le par mode glissant fractionnaire
pour la synchronisation d'une classe de systemes chaotiques d’ordre fractionnaire en se basant
sur le théoreme de la stabilité de Lyapunov.

e Proposition d’une nouvelle loi de commande adaptative en utilisant le control par mode
glissant fractionnaire pour la synchronisation de la méme classe des systemes chaotiques.

Les résultats théoriques sont validés par des exemples de simulation. Pour la premiére
contribution, la comparaison avec le schéma de commande d'ordre entier classique montre une nette
amélioration des performances.

Mots Clés :

Calcul fractionnaire, systéemes chaotiques, systtme de commande d'ordre fractionnaire, commande
par PID d’ordre fractionnaire, commande par mode glissant fractionnaire, commande par mode
glissant adaptatif fractionnaire.
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Summary

Summary

The aim of this thesis is to prove the performance of the control schemes based on
fractional calculus elements in order to apply them to different classes of nonlinear systems
with chaotic behavior. In this context, new ideas are proposed to improve various control
systems.

The contribution of this work involves the proposal of three fractional order schemes for
integer and fractional order systems, in particular:

« Design a PI*"D* controller of fractional order where the configuration of its parameters
is based on the bifurcation diagrams and the quadratic error.

« A new systematic design of the fractional sliding control scheme for the
synchronization of a class of fractional order chaotic systems based on the Lyapunov
stability theorem.,

» Proposition of a new adaptive control law using fractional sliding control for the
synchronization of the same class of chaotic systems.

The theoretical results are validated by simulation examples. For the first contribution,
comparison with the classical integer order scheme shows a remarkable improvement in
performance.

Keywords:

Fractional calculus, chaotic systems, fractional order control system, synchronization,
fractional order PID controller, fractional sliding mode control, fractional adaptive sliding
mode control.

114



