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 ملخص

  :ملخص

في هذه الأطروحة، اقترحنا نظام تقويم جديد يهدف إلى تحسين نتائج المصحح التنبؤي المعمم في حالة وجود أخطاء مرفقة بالنموذج 

حيث تبدأ فكرة التحسين بٕادراج و بصفة مسـتقلة . الرياضي الخطي الذي يصف دينامكية النظام الفيزيائي الحقيقي المراد التحكم فيه

حيث يقوم هذا الأخير بتحسين و توسـيع  ஶܪ قةالحصول عليه بتطبيق النظام التحكمي المدعم أين يتم فيه تطبيق طري مصحح اخٓر يتم

تطور الحساسـية  د، حيث تعمل كل منهما على تقييدالنظام المغلق و هذا عن طريق إختيار أمثل لمصفوفتي التقيي مجال الأمان لإسـتقرار

حيث تدرج هاتين الأخيرتين في قانون الحساسـية المزدوج و المقيد، أين يتم إسـتنباط . التواتري المجالالمباشرة و المكملة، و هذا في 

كما أن عملية التحسين تتم بٕادراج أبعاد يولا أين تتم عملية . المصحح الأنسب و الذي يضمن تحسين مساوئ المصحح التنبؤي الأولي

يضمن الحصول على محاسن كلا الذي دعم و الم المصحح التنبؤي المعممصول على لحا السابقين وهذا من اجل التهجين بين المصححين

و  أخرىت السـيطرة عليهما بنظم بتطبيقها على نظامين تم وهذا إظهارها تمقد نباط محاسـنها ت تجسـيد هذه الطريقة و إس ـ إنحيث . منهما

لتي تحاكي و امتزامنة  غيرالأما الثاني فيتمثل في الٓة التغذية المزدوجة . في المحرك الهيدروليكي الأولظام حيث يتمثل الن .في عدة مراجعهذا 

مقارنة النتائج  تتمكما  السـيطرة على النظامين السابقين، خلالتم تاكٔيد صحة هذه الفكرة الجديدة المقترحة من حيث . تشغيل نظام الرياح

وكذا وحدة   ஶܪ ال التواتري وكذالك في المجال الزمني ، مع تلك التي توفرها وحدة تحكمالمجل عليها من خلال هذا التحسين، في المحص

 .تحكمو قوة ال المتانة  موازنة بينهذه المقارنة تؤكد فعالية اقتراحنا من حيث ضمان أفضل حل . تحكم التنبؤية الأوليةال 

  (MADA)المحرك الغير متزامن, المحرك الهيدروليكي, المصحح الخطي, التحكم المدعم, التحكم التنبؤي المعمم: الكلمات المفتاحية
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Résumé 

Le travail proposé dans ce manuscrit concerne la robustification d’une classe de 

contrôleurs prédictifs primaires à deux degrés de liberté. Cette robustifiaction proposée a pour 

but de commander plusieurs systèmes incertains, en particulier : un actionneur hydraulique et 

une machine asynchrone à doubles alimentations qui simule  le fonctionnement du système 

éolien. La synthèse du contrôleur robustifié par notre proposition doit passer par les trois 

étapes suivantes : Premièrement, un contrôleur prédictif primaire est synthétisé par la méthode 

GPC afin d’assurer un bon comportement de poursuite des trajectoires de référence. Cela peut 

être obtenu par un choix adéquat des paramètres de réglage proposés dans la méthode GPC. 

Ensuite, un contrôleur robuste est indépendamment synthétisé par la méthode  afin de 

fournir un bon compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les performances 

nominales du système bouclé. Ceci est assuré par le choix adéquat des pondérations dans le 

critère de sensibilité mixte du problème à résoudre. Ces deux contrôleurs synthétisés ont été 

finalement hybridés par le transfert de Youla, qui est déterminé par un algorithme 

d’optimisation utilisant l’approche de l’identification fréquentielle. Le contrôleur résultant a la 

capacité de conserver le meilleur comportement de poursuite du contrôleur prédictif primaire. 

Il conserve également une meilleure robustesse du contrôleur robuste qui réalise avec succès 

le meilleur compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les performances nominales 

du système bouclé. La validité de cette nouvelle idée proposée est confirmée via la commande 

des deux systèmes cités précédents dont le comportement réel de chacun a été décrit par un 

modèle incertain entaché par des erreurs de modélisation présentées sous forme d’incertitudes 

non structurées amenées à la sortie du modèle de synthèse. Les résultats obtenus par cette 

robustification sont comparés, dans les plans fréquentiel et temporel, à ceux fournis par le 

contrôleur robuste et le contrôleur prédictif primaire. Cette comparaison confirme l’efficacité 

de notre proposition en termes de l’assurance du meilleur compromis de robustesse par le 

contrôleur robustifié.   

Mots-clés : Commande Prédictive Généralisée Multivariable MGPC ; Commande 

Robuste ; Compromis de robustesse entre les performances nominales et la stabilité robuste ; 

Problème de sensibilité mixte.    
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Abstract: 

This work proposes a robustification method of primary two degree-of-freedom (2-DOF) 

controllers which are used to control some uncertain systems such as: hydraulic actuator, 

wind turbine equipped with a doubly-fed induction generator DFIG, and so one. The proposed 

robustification method should follow the following three step-procedures. First, the primary 

2-DOF controller is designed through the initial form of the multivariable generalized 

predictive control MGPC law to ensure a good tracking dynamic of reference trajectories. 

Second, the robust ܪஶ controller is independently designed to ensure good robustness 

properties of the closed-loop system against model uncertainties, neglecting dynamics and 

sensor noises. Finally, both above controllers are combined to design the robustified 2-DOF-

MGPC controller using the Youla parameterization method. Consequently, the robustified 

controller should conserve the same good tracking dynamic that is provided by the primary 2-

DOF-MGPC controller. It should also ensure the same good robustness properties that are 

provided by the robust ܪஶ controller. The proposed robustification method is validated from 

controlling the two previous processes. Their actual behaviors have been modeled by an 

unstructured-output multiplicative uncertainty model. The given performances are compared, 

in time and frequency domains, with those given through both robust controller and primary 

2-DOF one. This comparison confirms the effectiveness of the proposed method in term of 

enhancing the trade-off robustness between nominal performances and robust stability of the 

closed-loop system. 

Key-words: Multivariable Generalized Predictive Control MGPC; Robust control; 

Trade-off between nominal performances and robust stability; weighted-mixed sensitivity 

problem.  
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Introduction : 

La commande prédictive généralisée est une méthode très récente. Elle est un sujet de 

plusieurs recherches pendant ces dernières décennies. Elle a été appliquée avec succès dans 

plusieurs applications industrielles dans lesquelles plusieurs types de processus industriels ont 

été stabilisés. Parmi les types les plus saillants dans l’industrie, on peut citer les processus 

simples, complexes, mono-entrée et mono-sortie SISO et les systèmes multi-entrées, multi-

sorties MIMO [TK01, SC08]. La commande prédictive unidimensionnelle a été inventée, en 

premier lieu, par l’automaticien J. Richalet, en 1978 [RJ78]. Ensuite, elle a été généralisée par 

D.W. Clarke en 1987 afin de développer la nouvelle version de cette stratégie de commande 

appelée « Commande Prédictive Généralisée GPC » [CD87, YT95]. Cette appellation a été 

effectuée en accord avec de grands groupes industriels aux États-Unis et en Europe (Shell et 

Adersa) [DR85]. Le concept de base de la commande prédictive généralisée est qu’il s’appuit 

sur le développement d’un modèle mathématique qui doit être linéaire. Le modèle le plus 

souvent utilisé, dans la pratique, est celui de type CARIMA  (où en anglais : Controlled Auto 

Regressive Integrated Moving Average) assurant la prédiction parfaite du comportement futur 

de la dynamique réelle du système à commander [MM99]. Cette prédiction doit être assurée 

dans un horizon du temps futur ou glissant. Par conséquent, la loi de la commande optimale 

correspondante est développée via la minimisation d'un critère de performance fixé 

préalablement par l’utilisateur. Ce critère est souvent constitué par deux termes. Le premier 

terme de celui-ci présente la somme quadratique de l’écart de poursuite entre la sortie prédite 

et celle de référence (consigne). Celle-ci doit être effectuée pour chaque voie du système à 

commander. Le second terme du critère représente la somme pondérée de l’énergie de 

commande, qui doit être pénalisée à l’avance par l’utilisateur pour chaque voie du système 

[MJ07, KB92]. En effet, La détermination de la loi de GPC nécessite la détermination d’un 

prédicteur optimal, qui nécessite la résolution de deux équations dites Diophantiennes [PL90]. 

Ce prédicteur est reformulé en fonction d’un vecteur inconnu contenant tous les incréments de 

commande du système [RP02]. La détermination optimale de ces derniers est assurée par la 

minimisation du critère précédent et la solution optimale par cette minimisation fournie les 

séquences futures des commandes [GJ97]. Le principe de l’horizon glissant est, finalement, 

appliqué et seule la première commande de chaque voie est appliquée sur le processus 

industriel.     

Toutefois l’application de la version algorithmique citée précédemment sur certains 

systèmes physiques pluridimensionnels peut fournir une dynamique de poursuite très 
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acceptable en termes d’obtention des réponses caractérisées par des dépassements très faibles 

et admissibles, temps de réponse rapide et erreurs statiques très réduites en régime permanant. 

Cette dynamique est souvent assurée via le choix adéquat de trois types des paramètres on 

l’occurrence : l’horizon de prédiction de chaque sortie du système, l’horizon de prédiction de 

la commande de chaque voie et finalement, le coefficient de pondération qui pénalise 

l’énergie de commande de chaque voie. Le choix de ces paramètres doit être effectué a priori 

par l’utilisateur qui doit respecter certaines règles de réglages assurant le comportement de 

poursuite souhaité avec des énergies de commandes très économiques. Néanmoins, 

l’application de cette stratégie de commande sur les systèmes d’ordre élevé nécessite un choix 

très spécifique de ces paramètres [YB84, YT95]. Un mauvais choix de ceux-ci peut 

facilement conduire à des anomalies à savoir : la nature des signaux de commande, qui sont 

souvent devenues fluctuantes sur des plages du temps très réduites ce qui peut déstabiliser le 

système bouclé, le calcul des séquences de commande qui souvent, nécessite un temps très 

lent ce qui peut enlever l’avantage de l’application de cette stratégie en temps réel, la qualité 

de robustesse fournie par le système bouclé notamment en présence des incertitudes de 

modélisation affectant le modèle de synthèse ainsi que la présence de l’effet de bruits de 

mesure et celui de la dynamique non linéaire négligée en hautes fréquences [MJ89].  

Pour palier à ces anomalies, on fait appel à la transformation polynomiale de loi de GPC 

sachant que cette dernière donne la possibilité d’analyser la robustesse du système bouclé 

dans le plan fréquentiel. Ceci est abouti par le tracé des lieux des valeurs singulières 

maximales des différentes sensibilités à savoir la sensibilité directe et la sensibilité 

complémentaire, sachant que ces deux dernières assurent l’information a priori sur la stabilité 

robuste et les performances nominales respectivement [ZG81, OK14]. Un autre avantage de la 

version polynomiale précédente c’est qu’on peut aussi éviter le calcul récursif de chaque 

équation diophantienne à chaque instant du temps ce qui permet de fournir des signaux de 

commande dans un temps très raisonnable du point de vue pratique [PL90]. Récemment, 

plusieurs applications industrielles basées sur la commande des processus industriels par la 

version polynomiale de GPC ont montré les anomalies de cette stratégie de commande [RP03, 

RP08]. Ces anomalies sont apparues notamment lors de la phase de synthèse du contrôleur 

prédictif correspondant, qui est noté par la suite par le contrôleur prédictif primaire sachant 

que, le modèle de synthèse est souvent entaché par des incertitudes de modélisation. A cet 

effet, le tracé des lieux des valeurs singulières maximales de la sensibilité directe permet de 

découvrir, dans le plan fréquentiel, la dégradation remarquable de la stabilité robuste du 



Introduction générale 
 

Page | 3  
 

système bouclé ce qui peut traduire, dans le plan temporel, par la grande sensibilité aux effets 

de bruits de mesure ainsi que ceux causés par la dynamique non linéaire négligée en hautes 

fréquences [SC08]. De plus, le tracé des valeurs singulières de la sensibilité complémentaire 

permet de découvrir les informations qui concernent les performances nominales, sachant que 

la dégradation de celles-ci se traduit, dans le plan temporel, par la qualité de poursuite ainsi 

que la dynamique de rejection de l’effet des incertitudes qui affectent le modèle de synthèse 

[RJ98]. Il faut noter ici que la satisfaction simultanée de la robustesse sur la stabilité robuste et 

celle sur les performances nominales est pratiquement impossible sur la même plage de 

fréquences. C’est pour cette raison qu’on doit chercher un compromis de robustesse (ou en 

anglais, trade-off robustness) et cela non seulement pour le régime de fonctionnement 

nominal mais aussi pour tous les régimes perturbés [ZK96].  

La synthèse d’un contrôleur robuste, qui doit stabiliser la boucle de commande dans 

laquelle tous les effets non souhaités suscités sont pris en considération, présente le but 

principal de la stratégie basée sur la commande robuste [NS11]. Pour atteindre cet objectif, les 

spécifications fréquentielles, qui sont souvent imposées par le cahier de charges, sont 

présentées sous forme de pondérations où le choix optimal des paramètres de chacune peut 

être effectué préalablement par l’utilisateur et cela suivant des règles de sélection très connues 

dans la théorie de la commande robuste [SS88]. Ces pondérations sont, ensuite, utilisées pour 

limiter l’évolution des valeurs singulières des différentes sensibilités. Cette limitation peut 

être reformulée sous forme d’un problème d’optimisation optimale ou sous-optimale [OM04]. 

La résolution de l’un des deux derniers problèmes peut fournir la représentation d’état du 

contrôleur robuste désiré. La méthode de résolution, la plus souvent utilisée dans la 

commande robuste, est celle de ℋஶ basée soit sur la résolution des deux équations 

algébriques de ܴ݅ܿܿܽ݅ݐ ou bien celle basée sur l’approche des inégalités matricielles (ou en 

anglais ݏ’ܫܯܮ ݏ݁݅ݐ݈݅ܽݑݍ݁݊ܫ ݔ݅ݎݐܽܯ ݎܽ݁݊݅ܮ) [MM09].  

La commande robuste basée sur la méthode ܪஶ a été introduite par Doyle en 1982 [DJ82]. 

Puis, d’autres chercheurs ont suggéré les règles fondamentales de l’analyse du contrôle 

robuste. Ensuite, le problème de synthèse optimale d’un contrôleur robuste stabilisant les 

systèmes SISO a été résolu par Zames et Francis en 1983 [ZG83]. Enfin, l’extension sur les 

systèmes pluridimensionnels a été abordée par Francis, Helton, et ZAMES en 1984 [FB84]. 

En effet, le développent d’un contrôleur robuste pluridimensionnel stabilisant un système 

MIMO a été présenté par plusieurs chercheurs (1986) comme Vidyasagar et Kimura et Glover 

[VM86]. L’évaluation des performances du système bouclé entraîne, dans ce cas, la recherche 
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d’algorithmes performants, qui sont aujourd’hui disponibles dans les logiciels spécialisés 

comme le Matlab. Parallèlement à ces travaux suscités, d’autres recherches ont été 

développées, notamment sous l’impulsion de Francis, Kwakernaak, Doyle, Glover,…, etc. Le 

problème de synthèse des lois de commande peut être transformé sous forme d’une 

minimisation de la norme ℋஶ d’un transfert définissant le rapport entre les signaux d’entrées 

exogènes (perturbations, bruits, références,…, etc.) et les signaux de sorties exogènes (erreur 

pondérée, commande pondérée,…, etc.). Le pas décisif pour l’utilisation de cette approche fut 

franchi à la fin des années 80, quand apparurent les principales techniques permettant de 

résoudre le problème standard. Toutefois, la commande robuste basée sur la méthode ܪஶ a la 

capacité d’assurer un bon compromis de robustesse, en particulier le cas des processus 

industriels décris par des modèles mathématiques linéaires incertains. En contre partie, la 

dynamique de poursuite fournie par cette stratégie de commande est souvent dégradée ainsi 

que les signaux de commande qui sont assurés mais avec des énergies très élevées avec 

lesquelles les instruments de mesure peuvent être rapidement saturés. Récemment, plusieurs 

approches ont été suggérées pour réduire l’ordre élevé des contrôleurs. Parmi ces approches, 

on peut citer : l’approche SMR de Schur (Shurt Model Reduction) proposée par Safonov et 

Chiang en 1989 [SM89], l’approche de Hankel suggérée par Safonov en 1990 [SM90], …etc. 

Toutefois, ces approches proposées ont la capacité de réduire le degré de complexité 

survenant lors la phase d’implémentation des contrôleurs d’ordre élevé. Néanmoins, cette 

réduction peut détériorer le compromis de robustesse  du système bouclé ce qui peut 

restreindre son domaine d’application dans l’industrie. Récemment, l’objectif de la plupart 

des méthodes de synthèse est de comment assurer simultanément la bonne dynamique de 

poursuite des trajectoire de références et la bonne robustesse face aux incertitudes de 

modélisation et l’effet non souhaité causé par les bruits de mesure et la dynamique négligée 

en hautes fréquences ? Notant ici que la synthèse basée sur un contrôleur de un degré de 

liberté est incapable de réaliser tous les objectifs précédents. A cet effet, la plupart de 

recherches avancées ont été orientées vers la synthèse d’un contrôleur robustifié de deux 

degrés de liberté qui doit conserver la meilleure dynamique de poursuite du contrôleur 

prédictif primaire et en même temps, il doit fournir la même robustesse du contrôleur robuste. 

Ces deux objectifs contradictoires « poursuite et régulation » peuvent être réalisés via la 

paramétrisation de tous les transferts du système bouclé dans lequel un transfert de Youla doit 

être développé. En résumé, la synthèse d’un contrôleur prédictif robustifié peut nécessiter les 

trois étapes suivantes : Premièrement, un contrôleur prédictif primaire doit être assurée, en 

premier lieu, afin d’assurer la bonne dynamique de poursuite avec une certains performances 
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nominale. Ensuite, un compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les performances 

nominales doit être assuré par une synthèse indépendante du contrôleur robuste et finalement, 

les deux contrôleurs précédents sont hybridés par la détermination optimale du transfert de 

Youla. La synthèse du transfert optimal de Youla présente un problème très vaste pendant ces 

dernières années. A cet effet, plusieurs méthodes ont été proposées pour développer un 

transfert optimal permettant la robustification du contrôleur prédictif primaire. Parmi de 

celles-ci on peut citer : la robustification proposée par Kouvaritakis et son groupe, en 1992 

pour robustifier une classe des contrôleurs mono-variable avec lesquels la poursuite et la 

robustesse des systèmes unidimensionnels (SISO) sont assurées avec des marges très 

acceptables [KB92]. Yoon et Clarck ont proposé, en 1995, une autre stratégie de 

robustification basée sur l’introduction d’un polynôme noté (ܥ −  dans le (݈ܽ݅݉݊ݕ݈

modèle de ܣܯܫܴܣܥ cité précédemment [YT95]. Ce polynôme permet d’approcher le 

comportement du modèle à celui du système réel. Par conséquent, la détermination du 

prédicteur optimal ainsi que la résolution des deux équations de Diophantiennes sont 

effectuées par la prise en considération de ce polynôme. De plus, Rossiter et son groupe ont 

proposé, en 1998, une approche de robustification dite SGPC (ou en anglais Stable GPC) 

[RJ98]. Ayerbe et son groupe ont proposé, en 2003, une synthèse collaborateurs du transfert 

de Youla donné sous forme d’un polynôme discret [RP03]. Les coefficients de celui-ci sont 

obtenus via la résolution d’un problème d’optimisation quadratique formulé à partir des 

spécifications fréquentielles et temporelles imposées à l’avance par un cahier de charges. Il 

faut noter ici que toutes les approches de robustification citées précédemment sont proposées 

pour les systèmes mono-variable. L’inconvénient majeur de ces approches réside dans le 

choix d’une structure adéquate pour le transfert de Youla. De plus, la solution optimale du 

problème d’optimisation permettant la détermination des coefficients du transfert de Youla 

peut être piégée par des minima locaux avec lesquels le transfert obtenu devient incapable de 

satisfaire certaines spécifications du cahier de charges [CB01]. Récemment, la synthèse du 

transfert de Youla pour les systèmes pluridimensionnels a été proposée, pour la première fois, 

par Stoica et son groupe, en 2008 [SC08]. L’idée de cette proposition représente une 

extension de celle proposée par Ayerbe en 2003 [RP03] dans laquelle le transfert de Youla a 

été imposé sous forme d’états discrets dont les matrices inconnues sont déterminées par 

l’optimisation min-max. Toutefois cette approche peut assurer de meilleurs résultats 

notamment pour le cas des systèmes modélisés par des modèles prédictifs d’ordre très réduit.  
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Objectif de la thèse : 

Toutefois, la version polynomiale de la loi de GPC a la capacité de fournir un 

comportement de poursuite très acceptable notamment en l’absence des erreurs de 

modélisation. Cet objectif est atteint par un choix adéquat des paramètres de synthèse comme 

les horizons de prédiction de sorties et de commandes ainsi que la matrice pondérant les 

énergies de commande. Néanmoins, pour un modèle de synthèse imprécis, la robustesse 

fournie par cette stratégie de commande n’est pas garantie et le système bouclé présente, par 

conséquent, une instabilité remarquable notamment en régime permanant. En revanche, la 

commande robuste par la méthode ܪஶ a la capacité de remédier à toutes les anomalies de la 

version polynomiale de GPC. Elle permet d’assurer un compromis de robustesse entre la 

stabilité robuste et les performances nominales du système bouclé. Cet objectif est atteint par 

un choix adéquat des pondérations limitant l’évolution des valeurs singulières maximales des 

différentes sensibilités comme la sensibilité directe et la sensibilité complémentaire. En 

revanche, les avantages de cette stratégie de commande sont assurés mais, malheureusement, 

avec une dégradation remarquable de sa dynamique de poursuite des trajectoires de 

références. A cet effet, notre but étant donc plus précis. Nous allons proposer une nouvelle 

stratégie de synthèse permettant d’assurer simultanément les avantages des deux méthodes de 

commande citées précédemment. Autrement dit, le contrôleur hybride à synthétiser doit 

conserver la même dynamique de poursuite de la version polynomiale de GPC et cela avec la 

même robustesse fournie par la méthode ܪஶ. Dans ce cas, la synthèse de ce contrôleur est 

assurée par le choix des paramètres de réglage de la méthode GPC ainsi que celui des 

pondérations de la méthode ܪஶ. L’hybridation des deux contrôleurs précédents nécessite la 

détermination optimale du transfert de Youla qui doit être élaboré mais avec un ordre très 

réduit. Cela représente également l’objectif de cette thèse. A cet effet, la structure de ce 

transfert sera obtenue de manière systématique dans laquelle ces paramètres sont déterminés 

par une approche basée sur l’identification fréquentielle. Finalement, l’efficacité du contrôleur 

robustifié sera confirmée à travers la commande de systèmes physiques modélisés par des 

modèles linéaires incertains.  

Organisation de la thèse : 

Ce manuscrit sera divisé en quatre chapitres qui sont les suivants : Le premier chapitre 

portera sur les bases théoriques nécessaires pour la synthèse du contrôleur prédictif primaire 

assurant la bonne dynamique de poursuite en l’absence des erreurs de modélisation. A cet 

effet, une version algorithmique de la loi de GPC sera détaillée en premier lieu puis la 
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transformation polynomiale de celle-ci sera définie afin d’entamer une analyse de robustesse 

du système bouclé dans le plan fréquentiel. Cette analyse permettra de découvrir plusieurs 

anomalies à partir desquelles on cherchera d’autres méthodes de synthèse. Cette méthode 

présentera l’objet du deuxième chapitre. Le deuxième chapitre sera consacré à la synthèse du 

contrôleur robuste en utilisant la méthode ܪஶ. L’objectif de la synthèse se basée sur 

l’obtention d’un compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les performances 

nominales du système bouclé. Pour atteindre cet objectif, un critère de performance basé sur 

la norme ܪஶ sera formulé à partir des formes idéales proposées (pondérations) pour limiter 

l’évolution des valeurs singulières maximales des différentes sensibilités dans le domaine 

fréquentiel. Le problème de synthèse sera donc présenté sous forme d’un problème ܪஶ optimal et l’autre sous forme ܪஶ sous-optimal. La suite de cette thèse sera basée sur la 

résolution du second problème en utilisant l’approche d’inégalités linéaires LMIs. Ce chapitre 

sera achevé par une étude en simulation dont les performances des deux versions précédentes 

de la méthode ܪஶ seront comparées à travers une application sur un procédé modélisé par un 

modèle incertain. Le troisième chapitre a pour but d’hybrider les deux contrôleurs de GPC 

primaire et de la méthode ܪஶ. On fait ressortir le contrôleur GPC robustifié. A cet effet, les 

outils mathématiques nécessaires pour cette hybridation seront détaillés dans ce chapitre dans 

lequel on présentera les différentes factorisations possibles de chaque transfert existant dans la 

boucle de commande. Ensuite, on présentera les différentes méthodes existantes dans la 

littérature pour déterminer le transfert de Youla. Ce chapitre sera achevé par la présentation de 

notre proposition qui permettra la détermination systématique de la structure de ce transfert 

avec un ordre très raisonnable du point de vue implémentation. Le quatrième chapitre a pour 

but de présenter l’efficacité de cette nouvelle stratégie de robustification. Celle-ci sera 

montrée à travers la commande de deux systèmes modélisés par des modèles linéaires 

incertains. Le premier modèle incertain décrivant le comportement réel d’un actionneur 

hydraulique. La commande de ce système a été effectée par la méthode ܪஶ et les détails de 

cette synthèse sont disponibles dans la bibliothèque Robust/Toolbox de Matlab. Le second 

modèle incertain simule le fonctionnement d’un système d’énergie renouvelable. Ce système 

est présenté par un générateur de tension à doubles alimentations. 

Enfin, le manuscrit sera achevé par une conclusion générale et un ensemble de perspectives 

proposées pour d’autres candidats intéressés par cet axe de recherche.           
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Ce chapitre porte sur les démarches nécessaires de la synthèse d’une loi optimale basée 
sur la méthode GPC. La version polynomiale de cette loi de commande sera utilisée pour 
commander un système pluridimensionnel où sa dynamique est modélisée par une matrice de 
transfert non carrée. Pour atteindre cet objectif, le transfert de ce système est décomposé  afin 
d’élaborer un modèle de synthèse de type CARIMA qui permet la détermination d’un 
prédicteur optimal. Ce prédicteur doit assurer la détermination des sorties prédites dans un 
horizon du temps étendu. Ces sorties sont ensuite utilisées afin d’aboutir à la formulation 
matricielle du critère de performance dont le vecteur inconnu est celui englobant les 
incréments de commande de chaque voie du système bouclé. La minimisation de ce critère 
permet de fournir la version algorithmique de la méthode GPC. Dans la suite de ce travail, la 
transformation polynomiale de cette loi de commande est ensuite abordée afin d’analyser la 
robustesse du système bouclé dans le plan fréquentiel. Finalement, ce chapitre sera achevé 
par une partie de simulation dans laquelle l’efficacité de la version polynomiale de la loi 
GPC est montrée à travers la commande d’un processus industriel modélisé par un modèle 
incertain présenté par un transfert non carré.  

1.1. Introduction : 

La commande prédictive a été introduite en 1978 par J. Richalet [RJ78]. Depuis, plusieurs  

travaux ont été publiés par des ingénieurs de la Shell, RMC., De Keyser, et AR., Van 

Cauwenberghe en 1982 [DR82]. Puis en 1984, B.E. Ydstie [YB84] suggère leur propre 

approche et leur apport à ce type de technique.  

La commande prédictive généralisée (GPC), proposée par Clarke et al. [CD87] en 1987, 

est l’un des algorithmes de commande prédictive les plus répandus. Elle a été implémentée 

avec succès dans de nombreuses applications industrielles [RJ04], et a montré de bonnes 

performances et un certain degré de robustesse. Elle peut traiter beaucoup de problèmes de 

commande pour une large étendue de systèmes et met en jeu un nombre raisonnable de 

paramètres, que l’utilisateur doit spécifier en fonction de sa connaissance a priori du procédé 

à commander et de ses objectifs de commande [OK14]. L’idée de base de la méthode GPC est 

de calculer une séquence de commandes futures de telle façon qu’une fonction de coût à 

plusieurs composantes soit minimale sur un certain horizon de prédiction. L’indice à 

optimiser est une fonction quadratique qui mesure la distance entre les sorties prédites du 

système et des séquences de références, plus une fonction quadratique qui mesure les énergies 

de commandes [GZ15]. 

1.2. Représentation d’un système pluridimensionnel : 

Les différents éléments d’interaction entre un système dynamique et son environnement 

sont représentés par la figure suivante [BT97, AM02]: 
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Figure.1.1 : Définitions des grandeurs relatives à un système multivariable 

Les entrées exogènes représentent, ici, les excitations qui agissent sur le fonctionnement 

nominal du système à commander. Parmi lesquelles, on peut citer: l’effet de perturbations, 

l’effet des bruits de mesures, l’effet de la dynamique négligée en hautes fréquences, …, etc. 

De plus, les sorties exogènes peuvent regrouper les effets qui découlent et désignent, le plus 

souvent, des signaux mesurés. Dans ce chapitre, la synthèse des contrôleurs sera effectuée 

uniquement pour les systèmes présentés par des modèles linéaires pluridimensionnels et 

invariants dans le temps, c'est-à-dire, ceux qui possèdent un vecteur d’entrée, noté ici 

par (ݐ)ܷ  , où (ݐ)ܷ  = ,(ݐ)ଵݑ] ,(ݐ)ଶݑ … , ்[(ݐ)ݑ  . Ces entrées sont, souvent, mutuellement 

couplées avec les sorties ݕଵ, ,ଶݕ … ,   qui sont par la suite regroupées dans un vecteur, notéݕ

ici par (ݐ)ܻ  , où (ݐ)ܻ  = ,(ݐ)ଵݕ] ,(ݐ)ଶݕ … , ்[(ݐ)ݕ . Une représentation schématique d'un 

système multivariable est donnée par la figure ci-dessous:  

 

 
 
 
 

Figure.1.2 : Représentation d’un système multivariable de    entrées -  sorties. 

1.2.1. Représentation d’un système multivariable par une matrice de transfert 

Dans la méthode de GPC, un comportement réel d’un système multivariable est souvent 

décrit par la matrice de transfert discrète, notée ici par ܩௗ(ିݖଵ), telle que la relation suivante: 
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൭ݕଵ(ݐ)⋮ݕ(ݐ)൱ = (ଵିݖ)ௗܩ ൭  ൱                                                                                     (1.1)(ݐ)ݑ⋮(ݐ)ଵݑ

avec ܩௗ(ିݖଵ) ∈ ℂ× est définie par : 

(ଵିݖ)ௗܩ = ێێۏ
(ଵିݖ)ௗభభܩۍێێ (ଵିݖ)ௗభమܩ … ⋮⋮(ଵିݖ)ௗమభܩ(ଵିݖ)ௗభܩ (ଵିݖ)ௗమమܩ …      ⋮         ⋮      ⋮         ⋮ (ଵିݖ)ௗభܩ⋮⋮(ଵିݖ)ௗమܩ (ଵିݖ)ௗమܩ … ۑۑے(ଵିݖ)ௗܩ

 (1.2)                                             ېۑۑ

où ܩௗೕ(ିݖଵ) représente le transfert entre l’entrée ݆ et la sortie ݅  
1.2.2. Description matricielle fractionnaire MFD d’un système MIMO: 

La représentation en MFD est une alternative à la représentation d’état d’une matrice de 

transfert rationnelle. En effet, elle généralise le concept de fonctions de transfert pour les 

systèmes SISO [DM07] aux systèmes multivariables MIMO. Une représentation en MFD à 

droite, pour la matrice de transfert ܩௗ(ିݖଵ) est une factorisation de la forme [GK89, MD90, 

CR96]:  

(ଵିݖ)ௗܩ =  ܰ(ିݖଵ) ∙ ିܦ ଵ(ିݖଵ)                                                                                     (1.3) 

où ܰ(ିݖଵ) représente la matrice polynomiale de dimension ݊ × ݉. De plus, ܦ(ିݖଵ) est une 

matrice polynomiale inversible de dimension  ݉ × ݉ . Une telle MFD est appelée MFD 

copremière à droite, si ܰ(ିݖଵ) et ܦ(ିݖଵ) sont copremières à droite. Le degré d’une MFD à 

droite est le degré du polynôme ݀݁ݐ൫(1−ݖ)ݎܦ൯, où ݀݁ݐ(ܺ) est le déterminant de la matrice 

polynomiale ܺ(ିݖଵ). Une représentation en MFD à gauche est une factorisation de la forme  

(1−ݖ)ௗܩ  = ℓିܦ ଵ (ିݖଵ) ∙  ℓܰ (ିݖଵ)                                                                                  (1.4) 

où ܦℓ (ିݖଵ)  est une matrice polynomiale non singulière de dimension  ݊ × ݊ . De plus,  ℓܰ (ିݖଵ) est une matrice polynomiale de dimension ݊ × ݉. De l’équation (1.3) et l’équation 

(1.4), la matrice de transfert ܩௗ൫1−ݖ൯ peut être présentée en double factorisation co-premières 

à droite et à gauche comme suit: 

(ଵିݖ)ௗܩ =  ܰ(ିݖଵ) ∙ ିܦ ଵ(ିݖଵ) = ℓିܦ  ଵ (ିݖଵ) ∙ ℓܰ (ିݖଵ)                                                (1.5) 
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Dans la suite de ce travail, la synthèse du contrôleur prédictif sera basée seulement sur le 

modèle de synthèse donné par l’équation (1.4). En revanche, les détails de GPC basés sur la 

factorisation (1.3) seront reportés à d’autres recherches ultérieures. Noter ici que la 

détermination des deux matrices polynomiales ܦℓ (ିݖଵ) et   ܰℓ (1−ݖ)  sera effectuée de telle 

sorte que la matrice polynomiale (1−ݖ) ℓܦ    doit être diagonale dont chaque transfert 

diagonal  ܦℓ (ିݖଵ) représente le plus petit dénominateur commun des transferts se trouvant 

dans la ligne correspondante de la matrice de transfert (ଵିݖ)݀ܩ  . De plus, la matrice de 

polynomiale ܰℓ (1−ݖ) est déduite directement par de la relation suivante: 

ℓܰ (ିݖଵ) = (ଵିݖ) ℓܦ ∙  (1.6)                                                                                     (1−ݖ)ௗܩ 

1.3. Modèle de CARIMA.  

La commande prédictive nécessite, a priori, la connaissance d’un modèle mathématique 

linéaire. Ceci à pour but de prédire le comportement futur du système à commander. Le 

modèle le plus souvent utilisé pour la synthèse de la loi de GPC est celui de CARIMA 

(Controlled AutoRegressive Integrated Moving Average) qui est déduit à partir des deux 

équations (1.1) et (1.4), on obtient,  ܻ(ݐ) = (ଵିݖ)ℓܰ(ଵିݖ)ℓିଵܦ  ∙  (1.7)                                                                               (ݐ)ܷ

Dans ce travail, les deux matrices polynomiales ܦℓ൫1−ݖ൯ et ℓܰ൫1−ݖ൯ sont choisies comme 

suit : 

1൯−ݖℓ൫ܦ =  1൯,                                                                                                       (1.8)−ݖ൫ܣ

ℓܰ൫1−ݖ൯ =  1൯,                                                                                                 (1.9)−ݖ൫ܤ1−ݖ

Tenant en compte des erreurs de modélisations qui sont regroupées dans le vecteur (ݐ)ߞ, et 

sachant que (ݐ)ߞ  = ,(ݐ)ଵߞ] ,(ݐ)ଶߞ … , ்[(ݐ)ߞ , le modèle de CARIMA est celui donné par 

l’équation ci-dessous [CE07, CE13, CD87, BP96] : ܣ(ିݖଵ) ∙ (ݐ)ܻ = (ଵିݖ)ܤଵିݖ ∙ (ݐ)ܷ + ∆ିଵ(ିݖଵ) ∙ (ଵିݖ)ܥ ∙  (1.10)                              ,(ݐ)ߞ

Le schéma fonctionnel de ce modèle est donné par la Figure.1.3 comme suit:  
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Figure.1.3 : Schéma fonctionnel représentant le modèle de CARIMA 

De l’équation (1.10), la matrice polynomiale ߂(ିݖଵ), permet au système corrigé d’annuler 

les erreurs statiques en présence des incertitudes de modélisation, sert à rendre le bruit non-

stationnaire, ce qui permet de modéliser n’importe quelle perturbation dans la boucle de 

commande. De plus, les deux matrices polynomiales ܣ(ିݖଵ) et ܥ(ିݖଵ) de dimensions ݊ × ݊ 

sont supposées diagonales et non singulières. Tandis que la matrice polynomiale ܤ(ିݖଵ) est 

une matrice quelconque de dimension ݊ × ݉. Ces dernières sont données par l’opérateur de 

retard ିݖଵ avec les relations ci-dessous :  
൞ܣ(ିݖଵ) = ×߇ + ଵିݖଵܣ + ଶିݖଶܣ + ⋯ + ೌିݖೌܣ = ×߇ + ∑ ࣽܣ ∙ (ଵିݖ)ܤೌࣽୀଵࣽିݖ = ܤ + ଵିݖଵܤ + ଶିݖଶܤ + ⋯ + ್ିݖ್ܤ = ∑ ࣽܤ ∙ (ଵିݖ)ܥ್ࣽୀࣽିݖ = ×߇ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ିݖܥ = ×߇ + ∑ ࣽܥ ∙ ࣽୀଵࣽିݖ ,      (1.11) 

tenant compte la matrice polynomiale diagonale ߂(ିݖଵ) définie par: ߂(ିݖଵ) = (1 − (ଵିݖ ∙  ×,                                                                                       (1.12)ܫ

de l’équation (1.11), les valeurs entiers  ݊ , ݊  et ݊  représentent les degrés des matrices 

polynomiales ܣ(ିݖଵ), ܤ(ିݖଵ) et ܥ(ିݖଵ) respectivement.  

݊ × : Représente la matrice d’identité de dimension߇  × ݊, 
:(ଵିݖ)߂   Représente l’opérateur de différentiation,  ࣽܤ ,ࣽܣ et ࣽܥ : Représentent les matrices réelles constituant les matrices polynomiales ܣ(ିݖଵ), ܤ(ିݖଵ) et ܥ(ିݖଵ) respectivement. Une autre façon de représenter le système, en opérant les 

deux membres de l’équation (1.10) par ߂(ିݖଵ), on obtient la version incrémentale du modèle 

CARIMA suivante [CD87]: ∆(ିݖଵ) ∙ (ଵିݖ)ܣ ∙ (ݐ)ܻ = (ଵିݖ)∆ ∙ (ଵିݖ)ܤ ∙ ݐ)ܷ − 1) + (ଵିݖ)ܥ ∙  (1.13)                  ,(ݐ)ߞ

sachant que les sorties et les commandes du modèle incrémental de CARIMA sont données 

par: ∆ܻ(ݐ) = (ݐ)ܻ − ݐ)ܻ − 1)  et ∆ܷ(ݐ) = (ݐ)ܷ − ݐ)ܷ − 1) , ainsi l’équation (1.13) décrit 

∆ିଵ(ିݖଵ)ܥ(ିݖଵ) 

  + 
+ 

 (ݐ)ߞ

 (ଵିݖ)ଵିܣ
 (ଵିݖ)ܤଵିݖ (ݐ)ܻ

ݐ)ܷ (ݐ)ܷ − 1) 
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l’évolution des variations de  ݊ sorties du système en fonction de ݉ variations des entrées, et 

cela entre deux instants d’échantillonnage successifs (ݐ − 1) et ݐ. 

1.4. Critère à minimiser : 

La loi de la méthode GPC est synthétisée via la minimisation d’un critère quadratique 

portant, d’un côté, les erreurs futures entre les sorties prédites et les consignes. Il porte, d’un 

autre côté, les énergies des incréments de commande qui sont, a priori, pondérées par une 

matrice de pondération choisie par l’utilisateur. Ce critère est formulé comme suit [YT95, 

ZW06, SR92] :  

(ݑ∆)ܬ = ݏ݁ ൜∑ ቀ∑ ݐ)ݓ] + ݇) − ݐ)ොݕ + ଶேమାேభିଵୀேభ[(ݐ/݇ ቁୀଵ + ∑ ቀߣ ∑ ݐ)ݑ∆ൣ + ݇ − 1)൧ଶேೠೕୀଵ ቁୀଵ ൠ  (1.14) 

 ଵܰ: Représente l’horizon minimal de prédiction de sortie pour la  ݅è sortie ݕ, sachant 

que  ݅ = 1,2, ⋯ , ݊. Dans ce travail, tous les horizons minimaux sont supposés égaux, 

i.e. ଵܰଵ = ଵܰଶ = ⋯ = ଵܰ = ଵܰ. 

 ଶܰ: Représente l’horizon maximal de prédiction de la  ݅è sortie ݕ. Tenant compte la 

condition suivante :  ଵܰ < ଶܰ  
 ௨ܰೕ : Représente l’horizon de prédiction de lܽ ݆è  command݁ ݑ  , où  ݆ = 1,2, ⋯ , ݉, 

tenant compte les deux conditions suivantes  ௨ܰ ≥ ଵܰ, et  ௨ܰ ≤ ଶܰ, ∀݆ ∈ ℕ∗. 

 ߣ est une matrice réelle diagonale de dimension  ݉. ௨ࣨೌೣ × ݉. ௨ࣨೌೣ définie par: 

ߣ =
ۈۉ
ۇۈۈۈ

൭ߣଵ ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮0 … ൱ୀଵߣ ⋯ ൭0 ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ 0൱⋮ ⋱ ⋮൭0 ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ 0൱ …                ൭ߣଵ ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮0 … ൱ୀߣ ೠࣨೌೣ ۋی
 (1.15)                       ,ۊۋۋۋ

Sachant que ௨ࣨೌೣ = maxୀଵ,ଶ,⋯, ቀ ௨ܰೕቁ, ainsi de l’équation (1.15), chaque bloc diagonal ݀݅ܽ݃ൣ(ߣ)ୀଵ,ଶ,⋯,൧  de la matrice diagonale ߣ  permettant de pondérer les énergies des 

incréments de commande du vecteur ∆ݑ(ݐ + ݇ − 1) pour ݇ = 1,2, ⋯ , ௨ܰೕ et ݆ = 1,2, ⋯ , ݉. 

 ݓ(ݐ + ݇): Représente la référence appliquée à la  ݅è voie à l’instant du temps ݐ + ݇. 

 ݕො(ݐ + ݇) : Représente la sortie prédite pour la  ݅è voie à l’instant ݐ + ݇. 
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 ∆ݑ(ݐ + ݇ − 1): représente l’incrément de la ݆è commande à l’instant du temps ݐ + ݇ −1. 

La synthèse de la loi de GPC minimisant le critère (1.14) sera basée sur le principe de base 

présenté par le diagramme fonctionnel suivant (voir la Figure.1.4) [SR92, OS06]: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure.1.4 : Structure de base du critère de performance de la méthode GPC 

De plus, le principe de base de l’horizon glissant utilisé dans la méthode GPC pour un 

système SISO (i.e. ݅ = ݆ = 1), peut être illustré par le schéma suivant :  

                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.1.5 : Principe de base de la commande prédictive à base de modèle 

D’après la Figure.1.5, tous les incréments de commandes ∆ݑ qui peuvent apparaitre après 

les horizons  ௨ܰೕ sont considérés comme nuls, en se basant sur l’hypothèse ci-dessous : 

ݐ)ݑ∆ + ݇) = 0 pour ݇ ≥  ௨ܰೕ,                                                                                                (1.16) 
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De plus, pour satisfaire à la condition (1.16), il est préférable de choisir ௨ܰೕ élevé, ceci 

implique que l’incrément de commande ∆ݑ(ݐ + ݇) est d’autant plus faible que la valeur de ݇ est élevée. 

1.5. Calcul du prédicteur optimal : 

Le calcul du prédicteur optimal ܻ(ݐ + ݇) nécessite, a priori, une résolution récursive de 

deux équations Diophantiennes pour chaque sortie ݕ(ݐ + ݇) et cela dans un horizon du temps 

donné par ݇ = ଵܰ, ⋯ , ଶܰ. Pour réaliser cet objectif, on doit suivre les démarches suivantes :  

Soit (ܧ,  :) l’unique couple, solution de l’équation Diophantienne [GJ97], avecܨ

ܥ = ∆ܣܧ +  ,                                                                                            (1.17)ܨିݖ

sachant que ܧ(ିݖଵ) ∈ ℂ× et  ܨ(ିݖଵ) ∈ ℂ× sont deux matrices polynomiales données en 

fonction de l’opérateur de retard  ିݖଵ comme suit :   

൞ (ଵିݖ)ܧ = ܧ + ଵିݖଵܧ + ⋯ + ିଵܧ (ଵିݖ)ܨାଵିݖ = ܨ + ଵିݖଵܨ + ⋯ + (ೖ)ܨ (ೖ)݂݊()ିݖ = max(݊, ݊ − ݇) ,                                                        (1.18) 

La résolution de l’équation (1.17), développée par Clarcke, sera détaillée en annexe A, alors, 

les deux membres de l'équation (1.13) sont multiplies par ܧݖ, on obtient: ܧܣ ∙ ݐ)ܻ∆ + ݇) = ܤܧ  ∙ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1) + ܥܧ  ∙ ݐ)ߞ + ݇),                                   (1.19) 

de l’équation (1.19), la substitution de la matrice polynomiale ܧ. .ܣ ∆  provenant de 

l’équation (1.16) donne alors : (ܥ − (ܨିݖ ∙ ݐ)ܻ + ݇) = ܤܧ ∙ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1) + ܥܧ ∙ ݐ)ߞ + ݇),                         (1.20) 

en faisant quelques manipulations mathématiques sur l’équation (1.20), on obtient alors: ܻ(ݐ + ݇) = ܨଵିܥ ∙ (ݐ)ܻ + ܤܧଵିܥ ∙ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1) + ܧ ∙ ݐ)ߞ + ݇),                   (1.21) 

il faut noter, ici, que le terme ܧ. ݐ)ߞ + ݇) des valeurs futures des perturbations ou des bruits 

sont, par définition, indépendantes des signaux mesurables à l’instant  ݐ. Il est, donc, supprimé 

dans l’équation (1.21), par conséquent, la prédiction optimale à l’instant ݐ de ܻ(ݐ + ݇) notée 

ici par ܻ(ݐ + ݇), est obtenue par la relation suivante : 
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ܻ(ݐ + ݇) = ܨଵିܥ ∙ (ݐ)ܻ + ܤܧଵିܥ ∙ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1),                                             (1.22) 

Dans l’équation (1.22), le terme ܧ. .ܤ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1)  de dimensions ݊ × 1 sont des 

combinaisons linéaires de valeurs de  ∆ܷ  à des instants du temps fluctuant entre les deux 

instants ݐ)  − ݊)  et (ݐ − ݇ − 1) . Sachant que la fonction objective donnée par l’équation 

(1.14) possède des valeurs futures et valeurs présentes de  ∆ܷ. Pour cela, une séparation de 

celles-ci doit se faire via une résolution récursive d’une deuxième équation Diophantienne où 

deux matrices polynomiales ܩ(ିݖଵ) et  ܪ(ିݖଵ) sont obtenues [SMT08, PL90], on obtient: 

ܤܧ = ܩܥ +  ,                                                                                                (1.23)ܪିݖ

sachant que ܩ(ିݖଵ) ∈ ℂ× et  ܪ(ିݖଵ) ∈ ℂ× sont deux matrices polynomiales données 

en fonction de l’opérateur de retard  ିݖଵ comme suit :    

ቐܩ(ିݖଵ) = ܩ + ଵିݖଵܩ + ⋯ + ିଵܩ (ଵିݖ)ܪାଵିݖ = ܪ + ଵିݖଵܪ + ⋯ + ܪ ݊ିݖ = max(݊, ݊) − 1 ,                                                          (1.24) 

La résolution de l’équation (1.23), sera détaillée en annexe A. Finalement, en remplaçant 

l’équation (1.23) dans (1.22), on obtient : ܻ(ݐ + ݇) = ܩ ∙ ݐ)ܷ∆ + ݇ − 1) + ଵିܥ] ∙ ܪ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ଵିܥ ∙ ܨ ∙  (1.25)          ,[(ݐ)ܻ

D’après l’équation (1.25), le premier terme représente les réponses « forcées » du système, 

qui sont dues aux commandes futures, cependant, le deuxième terme représente les réponses 

« libres ». Dans le sens qu’elles sont les conséquences, dans le futur, des commandes qui ont 

été appliquées jusqu’à l’instant ݐ.  

Notons ici que les cas des horizons de prédiction distincts peuvent être envisagés dans 

certaines applications industrielles où ces derniers cas peuvent ouvrir une nouvelle fenêtre sur 

d’éventuelles recherches ultérieures. Dans la suite de ce travail, l’horizon de 

prédiction  ଶܰ sera considéré égal à  ଶܰ , tandis que l’horizon de prédiction  ௨ܰೕ sera égal 

à  ௨ܰ . En effet, de l’équation (1.25), pour ݇ = ଵܰ, ⋯ , ଶܰ, le vecteur du prédicteur optimal ܻ 

peut être écrit sous la forme matricielle suivante : ܻ = ܩ ∙ ∆ܷ +                                                                                                           (1.26)ܨ

où : 
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 ܻ = ݐ)ොݕ] + ଵܰ) ݐ)ොݕ + ଵܰ + 1) ⋯ ݐ)ොݕ + ଶܰ)]் : représente le vecteur du prédicteur 

de dimensions (݊. ( ଶܰ − ଵܰ + 1) × 1) dont chaque ligne de celui-ci représente la sortie 

prédite ݕො(ݐ + ݇) à l’instant ݇, où ݇ = ଵܰ, … , ଶܰ, avec : ݕො(ݐ + ݇) = ݐ)ොଵݕ] + ݇) ݐ)ොଶݕ + ݇) ⋯ ݐ)ොݕ + ݇)]். 

 ∆ܷ = (ݐ)ܷ∆] ݐ)ܷ∆ + 1) ⋯ ݐ)ܷ∆ + ௨ܰ − 1)]் : représente le vecteur des incréments 

de commandes de dimensions  (݉. ௨ܰ × 1)  dont chaque ligne de celui-ci représente les 

incréments de commande à l’instant ݇, où ݇ = 0, … , ௨ܰ − 1, avec : ∆ܷ(ݐ + ݇) = ݐ)ଵݑ∆] + ݇) ݐ)ଶݑ∆ + ݇) ⋯ ݐ)ݑ∆ + ݇)]். 

 ܨ  est un vecteur de dimensions  [݊. ( ଶܰ − ଵܰ + 1) × 1]  comportant la prédiction de la 

réponse libre du système pour les instants d’échantillonnage entre ݐ + ଵܰ (l’horizon 

d’initialisation) et  t + Nଶ (l’horizon de prédiction), avec : 

ܨ = ܪܫ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ܨܫ ∙ (ݐ)ܻ = ێێێۏ
ۍ ேభܪଵൣିܥ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ேభܨ ∙ ேభାଵܪଵൣିܥ൧(ݐ)ܻ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ேభାଵܨ ∙ ேమܪଵൣିܥ⋮൧(ݐ)ܻ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ேమܨ ∙ ൧(ݐ)ܻ ۑۑۑے

ې
        (1.27) 

 ܨܫ est une matrice polynomiale de dimension [݊( ଶܰ − ଵܰ + 1) × ݊]  définie par:  

ܨܫ =
ێێۏ
ێێێ
ۍێ 1−ܥ ቆ0ܰܨ 1 + 1ܰܨ 1−ݖ1 + ⋯ + ݂ܰ݊ܨ 1ܰ1 ݂ܰ݊−ݖ 1 ቇ1−ܥ ቆ0ܰܨ 1+1 + 1ܰܨ 1−ݖ1+1 + ⋯ + ݂ܰ݊ܨ 1+1ܰ1+1 ݂ܰ݊−ݖ 1+1ቇ⋮1−ܥ ቆ0ܨேమ + 1−ݖ1ேమܨ + ⋯ + ಿ݂݊ܨ మேమ ಿ݂݊−ݖ మ ቇ ۑۑے

ۑۑۑ
ېۑ
                                             (1.28) 

Avec: ݊ = max୩(݊, ݊ − ݇) 

 ܪܫ est une matrice polynomiale de dimensions [݊( ଶܰ − ଵܰ + 1) × ݉]  définie par:  

ܪܫ = ێێۏ
ۍێ ேభܪଵ൫ିܥ + ଵିݖଵேభܪ + ⋯ + ேభାଵܪଵ൫ିܥ൯ିݖேభܪ + ଵିݖଵேభାଵܪ + ⋯ + ܰܪଵ൫ିܥ⋮൯ିݖேభାଵܪ 2 + ଵܰܪ ଵିݖ2 + ⋯ + ൯ିݖܰ2ܪ ۑۑے

 (1.29)                                               ېۑ
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avec : ݊ = max୩(݊, ݊) − 1,   

 ܩ: représente une matrice réelle de dimensions [݊( ଶܰ − ଵܰ + 1) × ݉ ௨ܰ] définie par :  
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 ,                                              (1.30) 

De l’équation (1.30), la matrices réelle ࣹܩ de dimensions ݊ × ݉ est définie par : 

ࣹܩ = ൭ ଵ݃ଵ ⋯ ݃ଵ⋮ ⋱ ⋮݃ଵ ⋯ ݃൱ࣹ                                                                                           (1.31) 

Où ൫݃൯ࣹ représente le coefficient de la réponse indicielle à l’instant ࣹ pour le transfert 

entre la ݆è  entrée et la  ݅è  sortie du système à commander. 

1.6. Formulation matricielle du critère 

De l’équation (1.14), la représentation matricielle du critère de performance peut être écrite 

comme suit: 

ܬ = ൫ ܻ − ܹ൯்൫ ܻ − ܹ൯ + ∆்ܷ ∙ λ ∙ ∆ܷ                                                                    (1.32) 

avec :   ܹ = ݐ)ܹ] + ଵܰ) ݐ)ܹ + ଵܰ + 1) ⋯ ݐ)ܹ + ଶܰ)]் représente le vecteur des 

références futures de dimensions   ݊ × ( ଶܰ − ଵܰ + 1)  comportant les combinaisons futures ܹ(ݐ + ݇) pour ݇ = ଵܰ, … , ଶܰ, il vient donc : ܹ(ݐ + ݇) = ݐ)ଵݓ] + ݇) ݐ)ଶݓ + ݇) ⋯ ݐ)ݓ + ݇)]். À partir des équations (1.26), (1.27) 

et (1.28), les deux matrices polynomiales ܨܫ  et ܪܫ  peuvent être représentées comme suit 

[SS92, SMT08, PL90] : 

൝ ܨܫ = ൫ିܥଵ ∙ (ଵିݖ)ேభܨൣ (ଵିݖ)ேభାଵܨ ⋯ ܪܫ൧൯்(ଵିݖ)ேమܨ = ൫ିܥଵ ∙ (ଵିݖ)ேభܪൣ (ଵିݖ)ேభାଵܪ ⋯   ൧൯்,                                   (1.33)(ଵିݖ)ேమܪ
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La substitution de l’équation (1.25) dans l’expression (1.31) permet de donner la 

représentation matricielle du le critère, d’où : ܬ = ܩൣ ∙ ∆ܷ + ܪܫ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ܨܫ ∙ (ݐ)ܻ − ܹ൧்ൣܩ ∙ ∆ܷ + ܪܫ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ܨܫ ∙ (ݐ)ܻ − ܹ൧ +∆்ܷ ∙ λ ∙ ∆ܷ  (1.34) 

1.7. Loi de GPC algorithmique: 

La loi de GPC est obtenue par la minimisation du critère (1.33) par rapport aux incréments ∆ܷ , on aura donc l’expression suivante [KB92, RP02, MB05, SMT08]: 

∆ܷ ௧ = ܯܫ− ∙ ܪܫൣ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) + ܨܫ ∙ (ݐ)ܻ − ܹ൧                                                              (1.35) 

avec : ܯܫ ∈ ℝ.ேೠ×.(ேమିேభାଵ) est la matrice du gain optimal du correcteur GPC, donnée par 

la relation ci-après:  

ܯܫ = ൫ܩ்ܩ + ்ܩ൯ିଵߣ = ଵܯ ] ⋮ ⋯ ⋮  ேೠ]்                                                       (1.36)ܯ 

On peut constater que l’équation (1.34), permet d’obtenir le vecteur des incréments 

optimaux présents  ∆  ainsi que celui des incréments optimaux de commande futurs ,(ݐ)ݐܷ 

de  [∆ ݐ)ݐܷ  + 1) ⋯ ∆ ݐ)ݐܷ  + ௨ܰ − 1)]் . En se basant sur le principe de l’horizon 

glissant, seules  les ݉ premières lignes de la matrice ܯܫ (i.e.,  ܯଵ ∈ ℝ×.(ேమିேభାଵ)) sont 

appliquées au système (ces ݉ premières lignes correspondent au calcul de la commande à 

l’instant ݐ , les  ݉. ( ௨ܰ − 1)  restantes correspondants aux instants (ݐ + 1), … , ݐ) + ௨ܰ − 1) 

quand ௨ܰ > 1). De ce fait, l’équation (1.34) devient comme suit : 

(ݐ)ܷ = ݐ)ܷ − 1) + ଵܯ ∙ ൣܹ − ܪܫ ∙ ݐ)ܷ∆ − 1) − ܨܫ ∙  ൧.                                           (1.37)(ݐ)ܻ

En tenant compte de la relation : ∆ (ݐ)ݐܷ  = (ݐ)ܷ − ݐ)ܷ − 1),                                                                                   (1.38) 

où la matrice ܯଵ est donnée par : ܯଵ = ଵேభܯ] ⋮ ⋯ ⋮  ଵ ܯ ଵ(ேమିேభାଵ)]், sachant que lesܯ

pour ݇ = ଵܰ, … , ( ଶܰ − ଵܰ + 1) sont des matrices réelles de dimensions m×n.  

1.8. Algorithme de la méthode GPC algorithmique : 

L’algorithme qui permet de déterminer la loi optimale de la méthode GPC pour 

commander un système pluridimensionnel se resume par les deux étapes de calcul suivantes : 
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Étape1: Calculs hors ligne  

a) Obtention de la matrice de transfert ܩௗ(ିݖଵ). 

b) Factorisation de ܩௗ(ିݖଵ) en deux matrices polynomiales ܯ෩(ିݖଵ) et ෩ܰ(ିݖଵ) . 
c) Détermination des deux matrices ܣ(ିݖଵ) et ܤ(ିݖଵ) du modèle de CARIMA. 

d) Définition des trajectoires de références (à suivre). 

e) Choix des paramètres de synthèse de la méthode de GPC à savoir : ଵܰ, ଶܰ, ௨ܰ, ߣ. 

f) Résolution de la première équation diophantienne pour le calcul des deux matrices 

polynomiales ܧ(ିݖଵ) et ܨ(ିݖଵ), pour ݇ = ଵܰ, ⋯ , ଶܰ. 

g) Résolution de la deuxième  équation diophantienne pour le calcul des deux matrices 

polynomiales ܩ(ିݖଵ) et ܪ(ିݖଵ), pour ݇ = ଵܰ, ⋯ , ଶܰ. 

h) Détermination de deux matrices polynomiales ܨܫ et ܪܫ. 

i) Calcul des matrices réelles ܯܫ ,ܩ et ܯଵ. 

j) Initialisation de la variable du temps (ݐ =   (ݐ

k) Initialisation des deux vecteurs de sortie ܻ(ݐ) et de commande ܷ(ݐ). 

 Étape2: Calculs en ligne 

a) Mise à jour du vecteur de sortie ܻ(ݐ + 1) à partir du modèle de CARIMA.  

b) Choix d’un vecteur de référence ܹ(ݐ + ݇) pour l’horizon glissant ݇ = ݐ + ଵܰ  jusqu’au ݇ = ݐ + ଶܰ + ଵܰ − 1.  

c) Calcul des incréments optimaux ∆  à partir de l’équation (1.35) ݐܷ

d) Mise à jour du vecteur de la commande optimale ܷ(ݐ) =  ∆ (ݐ)ݐܷ  + ݐ)ܷ − 1). 

e) Mise à jour du variable du temps, i.e.,  ݐ = ݐ + 1 et retour à l’étape (a)  

1.9. Choix des paramètres de synthèse ࡺ, ࢛ࡺ et ࣅ: 

D’après les démarches citées précédement pour la détermination d’une loi optimale de 

GPC algorithmique, on a pu constater que l’application de cette version est néanmoins facile 

pour certains processus industriels. Le seul point délicat est celui qui concerne le choix de ses 

paramètres de synthèse à savoir  ଵܰ , ଶܰ, ௨ܰ et ߣ [RP08, RP02]. L’objectif principal d’un bon 

réglage de ces paramètres est d’assurer une bonne dynamique de poursuite du système bouclé 

tout en assurant des énergies de commande néaumoins très réduites [RJ98, CE13, CD87 ]. 

Pour atteindre ces objectifs, plusieurs méthodes de réglage ont été proposées pour assurer un 

meilleur choix de ceux-ci. Parmi lesquelles, on peut citer les choix suivants : 
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1.9.1.  Choix des horizons de prédiction sur les sorties  

 L’horizon  ଵܰ est souvent choisi égal à la valeur minimale des retards purs de chaque 

voie du système à commander. Pour un système sans retard,   ଵܰ est choisi égal à 1. 

 L’horizon ଶܰ est choisi de façon que  ଶܰ ܶ soit égal au maximum des temps de réponse 

en boucle ouverte pour chacune des voies, où ܶ est le temps d’échantillonage du 

contrôleur. Il est à noter que plus ଶܰ est grand, plus le temps de calcul est long, [CS12, 

CD87, CE07]. 

1.9.2. Choix de l’horizon de prédiction sur les commandes  

Pour les processus simples, il suffit de prendre  ௨ܰ égal à 1 pour assurer une bonne 

dynamique de poursuite de chaque voie. Par contre, pour les processus complexes  ௨ܰ doit 

être égal au moins au nombre des pôles instables ou mal amortis pour chaque voie du système 

à commander, [CD87, CE13, DB09].  

1.9.3. Choix de la matrice de pondération ࣅ sur les commandes  

Pour le coefficient de pondération  ߣ, le choix de celui-ci est effectué d’une façon intuitive 

et en fonction de l’énergie de commande qui doit être raisonable et économique du point de 

vue pratique. De ce fait, on peut dire que plus  ߣ  est elevé, plus le temps de réponse du 

système est long sur la iéme voie. Il faut mentionner ici que la matrice ߣ peut jouer un rôle très 

important notamment dans le conditionnement numérique de la méthode GPC car elle 

intervient dans la matrice  ܩ்ܩ +   .que l’on doit inverser, [KB92, DM10, GZ15] ߣ

1.10. Formulation polynomiale de la loi de GPC algorithmique   

L’application de la loi de GPC algorithmique sur les systèmes pluridimensionnels présente 

un certain nombre de difficultés notamment pour les processus industriels modélisés par des 

modèles d’ordre très élevé. Dans ce cas, le calcul de la commande nécessite un temps de 

calcul très élevé. A cet effet, nous allons utiliser la version polynomiale de celle-ci, et cela 

pour, d’un côté, d’éviter le calcul récursif de la commande, ce qui réduit d’une façon 

remarquable le temps de calcul de cette dernière. D’un autre côté, elle permet de faire 

l’analyse de robustesse de stabilité et de performance du système bouclé dans le plan 

fréquentiel. Pour présenter les avantages de cette version, la loi de GPC algorithmique sera 

concrétisée par trois contrôleurs qui peuvent se présenter sous la forme  ܴ0ܵ0ܶ0 ci-dessous 

[RP03, MB05, SC08, RP08, RS09] : 
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Figure.1.6 : Système bouclé basé sur la structure RST 

d’après la Figure.1.6, la structure  ܴ0ܵ0ܶ0 proposée peut fournir la relation ci-après:  

(ଵିݖ)0ܵ ∙ (ݐ)ܷ∆ = (ଵିݖ)0ܶ ∙ ݐ)ܹ + ଶܰ) − (ଵିݖ)0ܴ  ∙  (1.39)                                    ,(ݐ)ܻ

sachant que le vecteur des références futures à l’horizon de prédiction ݇ = ଶܰ est donné par: ܹ(ݐ + ଶܰ) = ݐ)ଵݓ] + ଶܰ) ݐ)ଶݓ + ଶܰ) ⋯ ݐ)ݓ + ଶܰ)]்,                               (1.40) 

l’équation (1.40) peut être réécrite comme suit:  ܹ(ݐ + ଶܰ) = (ݐ)ଵݓ]ேమݖ (ݐ)ଶݓ ⋯ ்[(ݐ)ݓ =  (1.41)                                ,(ݐ)ேమܹݖ

de plus, en faisant quelques manipulations mathématiques sur l’équation (1.37), on obtient :  (ܫ× + ଵିݖ ∙ ଵܯ ∙ (ݐ)ܷ∆(ܪܫ = ଵܯ ∙ ܹ − ଵܯ ∙ ܨܫ ∙  (1.42)                                       ,(ݐ)ܻ

de l’équation (1.42), le vecteur des références futures ܹ peut être réécrit comme suit: 

ܹ = (ݐ)ܹ ∙ ×ܫேభݖ] ×ܫேభାଵݖ ⋯  ×]்,                                               (1.43)ܫேమݖ

la substitution de l’équation (1.41) dans l’équation (1.39) permet l’obtention de l’expression 

ci-dessous: ܵ(ିݖଵ) ∙ (ݐ)ܷ∆ = ܶ(ିݖଵ) ∙ (ݐ)ேమܹݖ − ܴ(ିݖଵ) ∙  (1.44)                                         ,(ݐ)ܻ

De plus, le remplacement de l’équation (1.43) dans l’équation (1.42) donne l’expression 

suivante: 

×ܫ) + ଵܯଵିݖ ∙ (ݐ)ܷ∆(ܪܫ = ଵܯ ∙ ݊×݊ܫ1ܰݖ](ݐ)ܹ ݊×݊ܫ1+1ܰݖ ⋯ ܶ[݊×݊ܫ2ܰݖ − ଵܯ ∙ ܨܫ ∙  (1.45)  ,(ݐ)ܻ

Maintenant, l’identification terme à terme des deux équations (1.44) et (1.45) permet de 

définir les matrices polynomiales de la structure ܴ0ܵ0ܶ0, on aura donc: 

Contrôleur ܴ0ܵ0ܶ0 

ܻ + 
- ௗܷ(∆ܵ0)ିଵܩ

ܴ0
ݐ)0ܹܶ + ଶܰ) 
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ቐܵ(ିݖଵ) = ×ܫ + ଵܯଵିݖ ∙ (ଵିݖ)ܴ                                                                             ܪܫ = ଵܯ ∙ (ଵିݖ)ܶ                                                                                                   ܨܫ = ଵܯ ∙ ×ܫேమାேభିݖ] ×ܫேమାேభାଵିݖ ⋯  ×]்                              (1.46)ܫ

On peut constater que la matrice polynomiale ܥ(ିݖଵ) se trouve au niveau du correcteur 

dans  ܵ(1−ݖ), ܶ(1−ݖ)  et ܴ(1−ݖ)  par l’intermédiaire de ܪܫ  ܨܫ ,  et ଵܯ  . Dans la suite de ce 

travail, la matrice polynomiale sera égale à la matrice d’identité (i.e.  ܥ(ିݖଵ) =  .(݊×݊ܫ

Les avantages procurés par l’obtention de la forme polynomiale RST équivalente au GPC 

sont multiples. Parmi lesquels, on peut citer : 

 L’utilisateur peut étudier, a priori, la stabilité du système bouclé en fonction des 

paramètres N1, N2, Nu, λ. On peut alors garantir la stabilité nominale de celui-ci dans le 

plan fréquentiel. Ce n’est pas le cas avec la version algorithmique de GPC, pour laquelle 

la stabilité pourra seulement être examinée via des théorèmes généraux. 

 Il est possible de procéder à une analyse de stabilité robuste par le tracé des valeurs 

singulières maximales du système bouclé où ce dernier permet d’évaluer le degré 

de robustesse de stabilité et des performances du système. 

 Cette approche permet d’analyser le correcteur généré par le jeu de paramètres N1, N2, Nu, 

λ qui sont choisis par l’utilisateur. De ce fait, on peut donc obtenir les pôles et les zéros du 

correcteur et étudier son conditionnement…, etc. 

 Les polynômes matriciels étant obtenus une fois pour toute hors ligne, l’approche 

polynomiale du GPC apparaît plus rapide à l’exécution que la version algorithmique. (Ce 

qui peut être intéressant dans le cas de l’utilisation de périodes d’échantillonnage courtes). 

1.11. Analyse de robustesse du système bouclé : 

Comme nous l’avons dit précédemment, la représentation de la version polynomiale de la 

méthode GPC est indispensable pour effectuer l’analyse de robustesse en stabilité du système 

bouclé. En effet, rappelons ici que la version algorithmique ne fournit pas de façon explicite 

les correcteurs. Nous allons aborder un ensemble de théorèmes concernant des conditions de 

robustesse de stabilité d’un système bouclé. En effet, une boucle d’asservissement est 

habituellement décrite par le schéma standard suivant [RS09, RP03, OM04, ZA14]:  
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Figure.1.7 : Système bouclé basé sur le contrôleur prédictif primaire de 2 degrés de liberté 

D’après la Figure.1.7, les nomenclatures ci-après seront utilisées pour la suite de ce travail, 

on aura donc : 

 .représente le poste-compensateur du contrôleur prédictif primaire : (ଵିݖ)ܭ •

 .représente le pré-compensateur du contrôleur prédictif primaire : (ଵିݖ)ܪ •

 .représente le vecteur des erreurs de poursuite : (ݐ)݁ •

-représente le vecteur des consignes filtrées qui sont générées par le pré : (ݐ)ݓ •

compensateur ܪ(ିݖଵ). 

Dans la phase d’analyse de robustesse du système bouclé par un contrôleur de deux degrés 

de liberté, il existe souvent d’autres signaux de perturbation et d’autres des bruits de mesure 

qui doivent les prendre en considération lors de l’étude de robustesse dans le plan fréquentiel. 

La configuration standard du système bouclé peut être généralisée par le schéma de la figure 

ci-dessous : 

  

 

 

 

 
 

Figure.1.8 : Configuration standard du système bouclé par le contrôleur prédictif primaire 

 Avec : 

 ݀௨ : représente les entrées de perturbation ramenées en entrée du système à commander. 

 ݀௬ : représente les entrées de perturbation ramenées en sortie du système à commander. 

 .௬ : représente les entrées des bruits de mesuresߟ 

D’après la Figure.1.8, on peut définir les différentes matrices de sensibilité comme suit 

[ZG81, RP03, OH03, MB05]: 

1.11.1. Matrice de sensibilité directe en sortie :  

Elle représente le transfert entre le vecteur de sortie ܻ  et celui des perturbations en 

sortie ݀௬. Notons ici que cette matrice de transfert représente également le transfert entre les 

erreurs  de poursuite et les entrées de consigne ainsi que les entrées de bruit de mesure. A cet 

݁ ܻ+
-  ܪܭௗܷܩ

ݓ ܹ

ܹ ܷ ܻ
++

 + ܭௗܩ
 ܪ - 

 ௬ߟ
+݀

௨
+

+݀

௬
+
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effet, cette matrice de sensibilité joue un rôle très important pour l’amélioration de la 

dynamique de poursuite du système bouclé en présence des entrées citées précédemment. Elle 

est donc définie par: ܵ௬బ = ×ܫ)  +  )ିଵ                                                                                            (1.47)ܭௗܩ
1.11.2. Matrice de sensibilité directe en entrée : 

Elle représente le transfert entre la somme des entrées  ܷ + ݀௨  et le vecteur des 

perturbations ݀௨ qui affecte cette entrée. Elle  est définie par: ܵ௨బ = ×ܫ) +  ଵ                                                                                            (1.48)ି(݀ܩܭ

1.11.3. Matrice de sensibilité complémentaire en sortie : 

La fonction de sensibilité complémentaire en sortie notée ௬ܶబ détermine le transfert entre le 

vecteur de sortie ܻ et celui des bruits de mesure  ݊௬. Elle est donnée par : 

୷ܶబ = ×ܫ)ܭௗܩ +  )ିଵ                                                                                             (1.49)ܭௗܩ

1.11.4. Matrice de sensibilité complémentaire en entée : 

Cette matrice représente le transfert qui détermine la manière dont les perturbations du 

système  ݀௬ et les bruits de mesure  ݊௬ affectent les commandes  ܷ. Elle est donc définie par: 

௨ܶబ = ×ܫ)ௗܩܭ +  ௗ)ିଵ                                                                                   (1.50)ܩܭ

1.11.5. Matrice de transfert d’entrée/sortie du système : 

La matrice de transfert d’entrée/sortie ܩబ  du système, représente la boucle fermée du 

système corrigé. Elle permet donc de définir la dynamique de poursuite des trajectoires de 

référence. Cette matrice est donnée par l’expression suivante : ܩబ = ×ܫ)ܭௗܩ +  ,                                                                              (1.51)ܪ)ିଵܭௗܩ

en faisant quelques manipulations mathématiques sur cette matrice, d’où l’obtient l’identité 

suivante qui est toujours vérifiée ܩௗܭ(ܫ× + )ିଵܭௗܩ = ×ܫ] +  ଵ]ିଵ. A partir deି(ܭௗܩ)

là, le transfert de la boucle fermée peut être réécrit comme suit, [OH03, MB05, GK88]:  ܩబ = ×ܫ] +                                                                                          (1.52)ܪଵ]ିଵି(ܭௗܩ)
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D’après les définitions précédentes, on peut constater que les matrices de sensibilité à 

savoir   ܵ௬బ(ିݖଵ), ܵ௨బ(ିݖଵ), ௬ܶబ(ିݖଵ)  et ௨ܶబ(ିݖଵ) font intervenir la matrice de transfert en 

boucle ouverte ܩௗ(ିݖଵ).  : et vérifiant les propriétés ci-après (ଵିݖ)ܭ

ቐܩௗܭ[ܫ× + ଵ]ିଵି(ܭௗܩ) = ×ܫ] + ×ܫ]ௗܩܭܭௗܩ]ିଵܭௗܩ + ௗ]ିଵܩܭ = ×ܫ] + ܵ௬బܭௗܩܭௗ]ିଵܩܭ = ܵ௨బܭ                                             (1.53) 

sachant que les deux identités suivantes sont toujours vérifiées:   

൜ ܵ௬బ + ௬ܶబ = × ܵ௨బܫ + ௨ܶబ =  ×                                                                                                    (1.54)ܫ

de plus, d’après la configuration standard donnée par la Figure.1.8,  on peut définir le bilan 

des signaux comme suit: 

൞ܻ = బܩ ∙ ܹ − ௬ܶబ ∙ ௬ߟ + ܵ௬బ ∙ ݀௬ + ܵ௬బܩௗ ∙ ݀௨  ݁ = ܵ௬బ ∙ ൫ܹ − ݀௬ − ௬൯ߟ − ܵ௬బܩௗ ∙ ݀௨            ܷ = ܵ௬బܭ ∙ ൫ܹ − ݀௬ − ௬൯ߟ − ௨ܶబ ∙ ݀௨                                                                 (1.55) 

Rappelons ici, que le lieu des valeurs singulières maximales de la matrice de sensibilité 

directe permet de définir les performances nominales du système bouclé. Autrement dit, cette 

matrice de sensibilité peut fournir, dans le plan fréquentiel, les informations sur l’effet des 

incertitudes de modélisation sur le système corrigé ainsi que celles des erreurs de poursuite en 

régime permanent. En revanche, le tracé des valeurs singulières maximales de la matrice de 

sensibilité complémentaire peut fournir l’information sur la robustesse de stabilité en tenant 

compte de la dynamique négligée en hautes fréquences ainsi que l’effet des bruits de mesure.  

1.12. Simulations et interprétations des résultats : 

Pour examiner les performances de la version polynomiale de la méthode GPC basée sur 

les trois contrôleurs ܴܵ ܶ, nous allons utiliser un processus physique pluridimensionnel. Sa 

dynamique a été modélisée par une matrice de transfert non carrée obtenue via un pas de 

discrétisation ܶ = 15 secondes. Ce processus comporte trois grandeurs d’entrées présentées 

par le vecteur   ܷ = (ݐ)ଵݑ] (ݐ)ଶݑ [(ݐ)ଷݑ . Il comporte aussi deux grandeurs de sorties 

présentées par le vecteur ܻ = (ݐ)ଵݕ]  Le transfert reliant le système d’entrée/sortie de .[(ݐ)ଶݕ

ce processus est présenté par le schéma fonctionnel suivant : 
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Figure.1.9 : Représentation du système couplé de 3 entrées -2 sorties 

où, sa matrice de transfert discrète est donnée par:  

(ଵିݖ)ௗܩ = ൦ ି.ଵସ଼ଷଵି.ଽହଵ௭షభ .ଵି.ଽହଵ௭షభ .ଶଶଵି.ଽହଵ௭షభ.ଵଷା.ଵଽ଼௭షభଵି.ଽଶ௭షభ .ହଵହି.ଷଷଶ௭షభଵି.ଽଶ௭షభ .ଷ଼ି.ହ଼௭షభଵି.ଽଶ௭షభ ൪,                       (1.56) 

de l’équation (1.56), les deux matrices polynomiales construisant le modèle de CARIMA sont 

déterminées suivant la méthode citée au paragraphe §1.2.2, il vient donc : 

(ଵିݖ)ܣ = ቂ1 00 1ቃ + ቂ−0.9516 00 −0.972ቃ  ଵ                                                         (1.57)ିݖ

(ଵିݖ)ܤ = 10ିଶ. ቂ−14.83 0.777 2.6260.13 5.15 3.08 ቃ + ቂ 0 0 00.1908 0.3362 −0.7758ቃ  ଵ   (1.58)ିݖ

Dans la phase de synthèse du contrôleur prédictif basé sur la structure RST, les paramètres 

de réglage qui assurent la bonne dynamique de poursuite des trajectoires de référence ont été 

choisis comme suit : ൫ ଵܰ, ൣ ଶܰభ, ଶܰమ൧, ௨ܰ, ଵ,ଶ,ଷ൯ߣ = (1, [2, 2], 1,   10ିଶ. [8, 5, 1]).  

Notons ici que les choix de ces paramètres a été effectué tout en respectant les règles de 

réglages citées au paragraphe §1.9, d’où on fait ressortir les trois matrices polynomiales 

suivantes : 

ܴ(ିݖଵ) = −4.379 2.831.43 4.7166.843 4.605൩ +  2.662 −1.792−0.8694 −2.837−4.16 −2.264൩  ଵ                                     (1.59)ିݖ

 

 (ଵିݖ)ௗܩ

(ଵିݖ)ௗమయܩ(ଵିݖ)ௗమమܩ(ଵିݖ)ௗమభܩ

 (ݐ)ଷݑ (ݐ)ଶݑ (ݐ)ଵݑ(ଵିݖ)ௗభయܩ(ଵିݖ)ௗభమܩ(ଵିݖ)ௗభభܩ

 (ݐ)ଵݕ

Σ (ݐ)ଶݕ

Σ
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ܵ(ିݖଵ) = 1 0 00 1 00 0 1൩ + 0.3518 −0.06198 −0.1430.5571 −0.09814 −0.22650.4444 −0.0783 −0.1807൩  ଵ                             (1.60)ିݖ

ܶ(ିݖଵ) =  −1.35 0.82870.3708 1.071.774 −0.0127൩ + −0.5817 0.20950.19 0.80860.909 2.354 ൩  ଵ                                 (1.61)ିݖ

La dynamique de poursuite du système bouclé est celle obtenue à partir de l’utilisation du 

vecteur de consignes ܹ dans la configuration donnée par la Figure.1.6 telle que : ܹ = ൜ݓଵ(ݐ) = 1: ݐ ≥ (ݐ)ଶݓ0 = 2: ݐ ≥ 0 , pour ݐ ∈ [0,100] seconde. 

 On obtient alors la Figure.1.10 ci-après:  

  

Figure.1.10 : Évolution temporelle des réponses indicielles du système commandé par le GPC 
polynomial 

A partir de la Figure.1.10, on a pu constater que la version polynomiale proposée peut 

garantir une bonne dynamique de poursuite. Ceci pour chaque voie du système bouclé. Cette 

dynamique est caractérisée par un temps de montée néanmoins rapide avec un dépassement 

acceptable du point de vue pratique. De plus, les deux réponses temporelles du système 

corrigé sont assurées avec une erreur statique très réduite pour chaque voie.  

Pour la robustesse du système bouclé, En  se basant sur la configuration standard présentée 

par la Figure.1.8 où le pré-compensateur ainsi que le poste-compensateur sont choisis 

respectivement par les deux transferts suivants :  

ቊ (ଵିݖ)ܪ = ܴିଵ(ିݖଵ) ∙ ܶ(ିݖଵ)ܭ(ିݖଵ) = [∆ܵ(ିݖଵ)]ିଵ ∙ ܴ(ିݖଵ)                                                                         (1.62) 
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De plus, le vecteur de perturbation agissant sur les entrées du modèle de synthèse est 

supposé nul (i.e. ݀௨ = [0 0 0]்) tandis que le vecteur de perturbation ݀௬ est supposé être 

un échelon d’amplitude de 0.25 Volt qui est porté sur les sorties du processus à partir de 

l’instant ݐ = 100 secondes. Pour le vecteur de bruit de mesure ߟ௬, il est supposé être un signal 

aléatoire gaussien de moyenne nulle et de variance 0,01. Ce dernier est appliqué à partir de 

l’instant ݐ = 200 secondes. Les figures (Figure.1.11 et Figure.1.12) représentent 

respectivement les lieux de  ߪ௫ൣܵ௬బ(݁ఠ ்)൧  et ௫ൣߪ  ௬ܶబ(݁ఠ ்)൧  dans une plage de 

fréquences limitée par  10ିହ ≤ ߱ ≤ 10ିଵ  radian/seconde, on obtient donc les réponses 

fréquentielles suivantes : 

 

Figure.1.11 : Évolution de la performance nominale du système bouclé 

 

Figure.1.12 : Évolution de la stabilité robuste du système bouclé 
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D’après la Figure.1.11, on a pu constater que les valeurs singulières maximales de la 

matrice de sensibilité directe sont très réduites en basses fréquences. Ceci est traduit par 

l’obtention d’une bonne dynamique de réjection des perturbations ou des incertitudes de 

modélisation. De plus, les performances nominales sont assurées avec une marge de 

robustesse acceptable du point de vue pratique. En revanche, d’après la Figure.1.12, il est 

clair de voir l’apparition d’un pic de résonance égal à ݉ܽݔฮ ௬ܶబฮஶ = 1.2803 survenant à la 

pulsation ߱ = 0.03 radians/secondes dans le tracé du lieu des valeurs singulières maximales 

de la fonction de sensibilité complémentaire  ௬ܶబ . Ceci peut provoquer l’apparition des 

phénomènes non souhaités dans la chaine de commande du système bouclé. De ce fait, la 

marge de sécurité face aux effets des bruits de mesures (marge de la stabilité robuste) sera très 

étroite en hautes fréquences notamment dans l’intervalle 10ିଷ ≤ ߱ ≤ 10ିଵ radian/seconde. 

Pour confirmer les résultats précédents dans le plan temporel, la Figure.1.13 présente les 

sorties globales du système bouclé en tenant compte des signaux exogènes cités 

précédemment, on obtient donc : 

  

Figure.1.13 : Évolution temporelle des réponses indicielles du système en présence de perturbations 
et de bruit de mesure 

D’après la Figure.1.13, il est évident d’observer que les deux entrées de perturbation sont 

bien rejetées et cela dans un intervalle de temps très réduit. Par contre, le système bouclé 

présente une grande sensibilité aux entrées de bruits de mesure en régime permanant comme 

le montre la Figure.1.14. 
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Figure.1.14 : Sensibilité de la réponse indicielle du système en présence de bruit de mesure (zoom) 

La Figure.1.15 présente les signaux de commande fournis par la version polynomiale de la 

méthode GPC dans le plan temporel, on obtient : 

 

Figure.1.15 : Les commandes appliquées au système 

D’après la Figure.1.15, on peut voir nettement que cette version de GPC n’arrive pas à 

fournir de bons signaux de commande qui sont très fluctuants notamment en régime 

stationnaire. 

1.13. Conclusion. 

Dans ce chapitre, on a présenté les démarches de la commande prédictive généralisée pour 

la commande des systèmes pluridimensionnels. Cette méthode de commande était présentée 

en deux versions : algorithmique et polynomiale. La version polynomiale possède l’avantage 

de l’analyse de robustesse du système bouclé dans le plan fréquentiel. Ceci en présence des 



Chapitre 1 :                                      Commande Prédictive Généralisée Multivariable polynomiale 

Page | 32  
 

incertitudes de modélisation ainsi que des signaux des bruits de mesure. Cette analyse était 

basée sur le tracé des lieux des valeurs singulières maximales des deux matrices de sensibilité 

qui sont la sensibilité directe en sortie et la sensibilité complémentaire en sortie. Cette étude à 

été validée sur un processus physique,  modélisé par une matrice de transfert non carrée. 

Les résultats de simulation montrent que la bonne dynamique de poursuite des trajectoires 

de référence dépend du choix adéquat des paramètres de synthèse. Néanmoins, la robustesse 

fournie, en particulier la stabilité robuste, était assurée mais avec une marge de sécurité très 

réduite. Ces résultats ont été confirmés dans le plan temporel où les commandes fournies sont 

très fluctuantes dans un intervalle de temps très réduit chose qui peut restreindre l’application 

de cette version de GPC en présence ce type des signaux dans la boucle de commande. 

Toutefois la bonne dynamique de poursuite était bien assurée par la version polynomiale 

de GPC. Néanmoins, la robustesse du système bouclé était très fragile en présence des bruits 

de  mesure. En conséquence, notre objectif devient plus précis dans la suite de ce travail. 

Nous allons suggérer, et indépendamment de la stratégie de commande, une autre méthode de 

synthèse basée sur la théorie de la commande robuste, et cela pour palier à l’inconvénient de 

la méthode de GPC. La méthode robuste suggérée pour atteindre cet objectif est celle de la 

méthode ℋஶ qui sera détaillée dans le chapitre suivant.    
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Ce chapitre décrit d’une manière succincte les différentes techniques basées sur la théorie 
de la commande robuste des systèmes pluridimensionnels linéaires. Dans ce manuscrit, nous 
nous sommes intéressés à la méthode de synthèse dite ܪஶ. A cet effet, nous allons présenter 
les outils mathématiques et les principales définitions utilisées dans cette stratégie de 
commande comme la définition de la norme ܪஶ et ses propriétés, la quantification et 
l’évaluation des incertitudes de modélisation qui affectent les modèles de synthèse, les tracés 
des lieux des valeurs singulières maximales des deux sensibilités directe et complémentaire 
dans le plan fréquentiel. Ces deux conditions seront formulées sous forme d’un problème de 
sensibilité mixte dont deux versions de la méthode ܪஶ seront utilisées pour la résolution de 
celui-ci. La première version est celle basée sur la résolution récursive de deux équations de 
Riccati. Tandis que la seconde est celle basée sur la formulation des spécifications sous forme 
des inégalités matricielles où en anglais Linear Matrix Inequalities LMI’s. Ce chapitre sera 
achevé par une étude en simulation qui sera effectuée seulement par la résolution du 
problème de ܪஶ sous-optimal donné par le critère de sensibilité mixte. Les résultats de 
simulation dans le plan fréquentiel et temporel seront comparés à ceux fournis par le 
contrôleur prédictif primaire de GPC. 

2.1. Introduction : 

La commande robuste des systèmes pluridimensionnels est un type de commande qui vise 

à garantir les performances et la stabilité des processus industriels en présence des 

perturbations du milieu ainsi que les incertitudes de modélisation qui affectent le modèle de 

synthèse. Dans la plupart des applications industrielles, il existe un écart entre le 

comportement observé du système réel et son modèle de synthèse [SS88]. Par conséquent, le 

contrôleur robuste obtenu doit assurer une Stabilité Robuste RS du système bouclé ainsi que 

des Performances Nominales NP de celui-ci [ZG81]. Ceci non seulement pour le régime de 

fonctionnement nominal mais aussi pour tous les régimes possibles de perturbation commise 

pendant la phase de modélisation. En effet, plusieurs méthodes efficaces ont été proposées 

pour assurer les deux robustesses précédentes en présence des incertitudes de modélisation, 

des bruits de mesure et finalement en présence des dynamiques négligées en hautes 

fréquences [OM04]. Parmi les méthodes de synthèse les plus efficaces, la méthode ܪஶ est la 

plus utilisée. Elle permet d’assurer les meilleures marges de RS et de NP [NS11, MM09]. 

C’est une méthode d'optimisation qui prend en compte une définition mathématique des 

contraintes en ce qui concerne le comportement attendu en boucle fermée [ZG81, LL03]. Un 

avantage considérable que possède par la commande ܪஶ est sa capacité d'introduire, dans un 

même effort de synthétisation, les concepts liés à la commande classique et à la commande 

robuste [MD90]. Le mot « optimal » est fréquemment utilisé dans son sens strictement 

mathématique, car la commande synthétisée est celle qui minimise l'effet des entrées/sorties 



Chapitre 2 :                                                               La commande robuste pluridimensionnelle 

 

Page | 34  
 

exogènes du système, ce qui peut être vu comme "non optimal" par les opérateurs 

(l'optimisation étant relative à l'objectif recherché). De plus, le mot « infini » dans le symbole ܪஶ signifie que ce type de commande est conçu pour imposer des restrictions de type min-

max au sens de la théorie de la décision (minimiser la perte maximum possible) dans le 

domaine fréquentiel [KA06]. Finalement, La norme ܪஶ d'un système dynamique est 

l'amplification maximale que le système peut exercer sur l'énergie du signal d'entrée. Dans le 

cas d'un système Multi-Input, Multi-Output MIMO, ceci équivaut à la valeur singulière 

maximale du système ce qui, dans le cas mono variable SISO (Single Input Single Output), 

se traduit par la valeur maximale de l'amplitude de sa réponse fréquentielle [GS09, GK88].  

2.2. Représentations fréquentielles d’un système pluridimensionnel : 

Dans le but de mettre en évidence la correction d’un système pluridimensionnel,  à partir 

d’un modèle de synthèse qui modélise parfaitement la dynamique réelle du système à 

commander, la représentation unifiée conformément à la Figure.2.1.a à été utilisée dans 

l’étape de synthèse du contrôleur. En revanche, si ce dernier est entaché par des erreurs 

d’incertitudes de modélisation, dans ce cas, la représentation précédente doit être remplacée 

par celle donnée par la Figure.2.1.b [OH03, GP94], on aura: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.2.1 : Configuration standards d’un système bouclé 

A partir de cette figure, les nomenclatures suivantes seront utilisées dans la suite de ce travail, 

avec : 

 .est une matrice de transfert décrivant le modèle généralisé (système augmenté) :(ଵିݖ)ܲ •

 est une matrice de transfert décrivant le contrôleur robuste à synthétiser par la :(ଵିݖ)ுܭ  •

méthode ܪ∞. 

• ∆(ିݖଵ): est une matrice de transfert stable décrivant les incertitudes de modélisation. 

(ଵିݖ)ுܭ
 ݖ ݓ (ଵିݖ)ܲ

ܻ ܷ 
Fig.2.1.a: Configuration standard (ܲ −  (ܭ

 (ଵିݖ)ுܭ

 (ଵିݖ)ܲ

∆(ିݖଵ) ∆ݓ ܷݖ ݓݖ∆ ܻ 

 (ିࢠ)ࡹ

Fig.2.1.b. Configuration standard (ܯ − ∆)
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 est un vecteur qui représente les différentes entrées exogènes à savoir: les trajectoires : ݓ •

de référence, les perturbations, les bruits de mesures, …, etc. 

 est un vecteur qui représente les différentes sorties exogènes telles que: les erreurs : ݖ •

modérées de poursuite, les commandes modérées, …, etc.  

Où la réponse fréquentielle notée ܩௗ൫݁ఠ൯ pour ߱ ∈ ℝ∗ା est une matrice complexe et le 

gain de cette réponse dépendra de la fréquence d’étude mais aussi de la direction du vecteur 

d’excitation. Il est donc intéressant d’étudier certaines propriétés de la matrice de gain pour 

chaque fréquence. 

2.2.1. Représentation par les lieux des valeurs singulières : 

Lors de la synthèse d’un contrôleur robuste, les valeurs singulières sont le plus souvent, 

utilisées pour quantifier les énergies des signaux agissant sur un système pluridimensionnel. 

Elles mesurent les gains principaux d’une matrice de transfert en fonction de l’évolution de la 

pulsation ߱ dans le plan fréquentiel. Ces gains peuvent être définis comme suit [KV80, 

OH03, GP94]: 

Soit ܩௗ(ିݖଵ) une matrice de transfert modélisant le comportement réel d’un système 

physique pluridimensionnel. Les gains principaux maximaux et minimaux de celle-ci sont 

respectivement donnés par: 

∀߱ > ௗ൫݁ିఠ൯൧ܩതൣߪ ,0 =:  ௗ൫݁ିఠ൯൧ൟ                                                         (2.1)ܩൣߪ൛ݔܽ݉

∀߱ > ௗ൫݁ିఠ൯൧ܩൣߪ ,0 =: ݉݅݊൛ߪൣܩௗ൫݁ିఠ൯൧ൟ                                                          (2.2) 

Sachant que l’opérateur ିݖଵ est défini par ିݖଵ = ݁ିఠ. De plus, ces deux dernières relations 

sont encore équivalentes à : 

ௗ൫݁ିఠ൯൧ܩതൣߪ ≜ ௗܩ‖௫‖ୀଵ‖ݔܽ݉ ∙ ‖ݔ = ටࣺߣ௫(ܩௗ∗ ∙  ௗ)                                         (2.3)ܩ

ௗ൫݁ିఠ൯൧ܩൣߪ ≜ ݉݅݊‖௫‖ୀଵ‖ܩௗ ∙ ‖ݔ = ටࣺߣ(ܩௗ∗ ∙  ௗ)                                          (2.4)ܩ

De l’équation (2.4), le terme ‖ܺ‖ représente la norme euclidienne de la matrice ܺ sachant que ܺ∗ représente la matrice conjuguée de celui-ci et que ࣺߣ(ܺ)  sont ses valeurs propres.  
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2.2.2. Décomposition en valeurs singulières SVD : 

Les valeurs singulières de la matrice ܩௗ ∈ ℂ × ࣾ, notées ici par ߪ(ܩௗ), sont les racines 

carrées des valeurs propres de la matrice ܩௗ∗. ࣾ ௗ siܩ > ݊, sinon de ܩௗ.  : ∗ௗܩ

ߪ = ටࣺߣ(ܩௗ∗ ∙ (ௗܩ = ටࣺߣ(ܩௗ ∙  ௗ∗)                                                                     (2.5)ܩ

La décomposition de ܩௗ en valeurs singulières s’écrit [DL94]: ܩௗ = ࣰ ∙ Σ ∙ ࣱ∗,                                                                                                          (2.6) 

sachant que les colonnes de ࣰ et ࣱ sont respectivement les vecteurs propres de  ܩௗ ∙  ∗ௗܩ

et ܩௗ∗ ∙ ࣰ ,ௗ. De plusܩ ∈  ℂ ×     et ࣱ ∈  ℂ ×  sont deux matrices unitaires telles que: ࣰ ∙ ࣰ∗ = ࣱ  × etܫ  ∙ ࣱ∗ = ߑ × etܫ  ∈ ℂࣾ × , ߑ  = ,ଵߪ} ݃ܽ݅݀   … . . , = ࣾ }, pourߪ  ࣿ. 

Ainsi pour le cas ࣾ ≠  est complétée par des zéros. Les plus grande et plus petite ߑ ,ࣿ

valeurs singulières sont notées  ߪത(ܩௗ) et   σ(ܩௗ) respectivement. 

2.2.3. Norme d’une matrice de transfert : 

Dans la commande robuste des systèmes linéaires invariants dans le temps, on s’intéressera 

aux deux normes suivantes sur la relation entrée/sortie [KV80, PD00] :  

2.2.3.1. Norme ऒ : 

La norme ℋଶ d’une matrice de transfert représente l’énergie en sortie lorsqu’on injecte un 

bruit blanc vérifiant la relation ݑ൫݁ିఠ൯ ∙ ൫݁ିఠ൯∗ݑ =  : d’où ,ܫ

ฮܩௗ൫݁ିఠ൯ฮଶ = ቀ ଵଶగ  ௗ൫݁ିఠ൯൧݀߱ାஶିஶܩௗ∗൫݁ିఠ൯ܩൣ݁ܿܽݎݐ ቁభమ                                       (2.7) 

L’équation (2.8) est encore équivalente à celle donnée par : 

ฮܩௗ൫݁ିఠ൯ฮଶ = (௭షభ)∈ுಮݑܵ ൬ ฮ(௭షభ)ฮమ‖(௭షభ)‖ಮ൰                                                                (2.8) 

2.2.3.2. La norme ࡴஶ : 
C’est la norme induite par la norme des fonctions ܪଶ. De plus, cette norme mesure le gain 

maximal (pic de résonance) de la réponse fréquentielle de ܩௗ൫݁ିఠ൯, on obtient donc :  



Chapitre 2 :                                                               La commande robuste pluridimensionnelle 

 

Page | 37  
 

ฮܩௗ൫݁ିఠ൯ฮஶ = ఠݔܽ݉  ௗ൫݁ିఠ൯൧                                                                         (2.9)ܩതൣߪ

L’équation (2.9) est encore équivalente à celle donnée par : 

ฮܩௗ൫݁ିఠ൯ฮஶ = (௭షభ)∈ℋమݑܵ ൬ฮ(௭షభ)ฮమ‖(௭షభ)‖మ൰                                                               (2.10) 

2.3. Modélisation  des incertitudes : 

Dans la pratique, les systèmes ne sont pas isolés et subissent leur environnement. De plus, 

un modèle ne décrit jamais complètement et parfaitement le comportement d’un système. 

La représentation des incertitudes de modélisation pour un processus pluridimensionnel 

reflète notre connaissance des phénomènes physiques qui les causent et notre capacité à les 

représenter sous forme simple et facile à manipuler. 

Dans le cadre de la commande robuste, il est nécessaire de préciser l’ensemble des 

modèles possibles représentant la dynamique réelle du système physique à commander. Un tel 

ensemble est défini par un modèle nominal et un domaine d’incertitude. Ces incertitudes 

peuvent décrire les incohérences entre le modèle de synthèse et le régime réel. Il y a trois 

raisons pour leur existence [MJ06]: 

• Une connaissance incomplète de la dynamique réelle à modéliser. 

• Le système original est parfaitement connu mais le modèle est réduit pour simplifier 

les calculs ou pour contourner les difficultés imposées par la complexité du modèle 

complet. 

• Les incertitudes sont causées par une structure inadéquate du modèle, par exemple la 

représentation d’un modèle non linéaire par un modèle type. 

Dans le cas général, on peut envisager deux types d’incertitude qui sont, incertitudes non 

structurées et Incertitudes structurées (paramétrique). 

 2.3.1. Incertitudes non structurées : 

De nombreuses perturbations se produisant dans différentes parties d'un système, peuvent 

cependant être groupées dans un seul bloc de perturbation ∆. Cette représentation 

d'incertitude est appelée incertitude « non structurée ». Dans le cas de systèmes linéaires 

invariant dans le temps, le bloc  ∆ peut être représenté par une matrice de fonction de 

transfert inconnue. L'incertitude de dynamique non structurée dans un système de contrôle 

peut être décrite de différentes façons, telle que listée dans la suite, où  ܩ(ିݖଵ) désigne la 
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dynamique de système perturbée réelle et  ܩௗ(ିݖଵ) une description nominale du modèle du 

système physique [WS01].  

Dans la théorie de la commande robuste, les incertitudes de modélisation non structurées 

sont souvent représentées de deux façons : additive ou multiplicative (à l’entrée ou à la sortie) 

selon la dynamique du système. 

2.3.1.1. Incertitudes additives : 

Elles représentent, en général, l’erreur absolue entre le système réel et le modèle 

nominal ܩௗ(ିݖଵ). Ce type d’incertitudes est souvent utilisé afin de modéliser les dynamiques 

de non linéarités négligées ou des dynamiques mal connues [WS01, KA06]. Elles peuvent 

être introduites sous forme additives directes ou additives inversées. En effet, la matrice de 

transfert du régime perturbé ܩ(ିݖଵ) est définie, pour chaque configuration, comme suit : 

Incertitudes additives directes : 

 

 

 

 

Figure.2.2 : Incertitudes additives directes 

où,  Δ(zିଵ) est une perturbation additive. D’où le système perturbé qui est obtenu par : ܩ(zିଵ) = ௗ(zିଵ)ܩ + Δ(zିଵ)                                                                                 (2.11) 

Incertitudes additives inversées : 

 

 

 

 

 

Figure.2.3 : Incertitudes additives inversées 

où, Δ(zିଵ) perturbation additive inversée. Le système perturbé est obtenu comme suit : 

(zିଵ)ܩ = ௗିܩൣ ଵ(zିଵ) + Δ(zିଵ)൧ିଵ
                                                                       (2.12) 

 ݓ∆ ݖ∆

 (ଵିݖ)ௗܩ 

∆(ିݖଵ) 

ܷ ܻ 
++

(ିࢠ)ࡳ

 ݓ∆ ݖ∆

 (ଵିݖ)ௗܩ 

∆(ିݖଵ)ܷ ܻ +-

(ିࢠ)ࡳ
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2.3.1.2. Incertitudes multiplicatives : 

Ces incertitudes permettent de définir les écarts, en termes de variation, par rapport au 

modèle nominal. Elles peuvent être introduites sous forme multiplicative en entrée directe, ou 

multiplicative en entrée inverse,  multiplicative en sortie directe, ou multiplicative en sortie 

inverse. Dans la pratique, les incertitudes multiplicatives en entrée (directe ou inverse) sont 

souvent  utilisées pour prendre en compte les erreurs de modélisation (i.e., des actionneurs ou 

des convertisseurs alimentant une machine tournante). Par contre, les incertitudes 

multiplicatives en sortie (directe ou inverse) modélisent généralement les défauts des capteurs 

de mesure [WW91, KA06]. En effet, le régime perturbé ܩ(ିݖଵ) décrivant le modèle 

incertain est celui donné, pour chaque configuration, comme suit :    

Incertitudes multiplicatives en sortie directe : 

 

 

 

 

 

Figure.2.4 : Incertitudes multiplicatives en sortie directe 

A partir  de ce schéma bloc, on peut tirer les formules des modèles perturbés et de la 

perturbation multiplicative directe à la sortie ߂௦(ିݖଵ) : ܩ(ିݖଵ) = ሾܫ + ሿ(ଵିݖ)௦߂ ∙  (2.13)                                                       (ଵିݖ)ௗܩ

Incertitudes multiplicatives en sortie inverse : 

 

 

 

 

 

Figure.2.5 : Incertitudes multiplicatives en sortie inverse 

D’après la Figure.2.5, le modèle perturbé est donné par la relation suivante :            

(ଵିݖ)ܩ = ܫൣ + Δ௦(ିݖଵ)൧ିଵ ∙  (2.14)                                                                     (ଵିݖ)ௗܩ

 ݓ∆ ݖ∆

(ିࢠ)ࡳ
 (ଵିݖ)ௗܩ 

Δ௦(ିݖଵ)ܷ ܻ 
-+

 (ିࢠ)ࡳ

 (ଵିݖ)ௗܩ 

∆௦(ିݖଵ)ܷ ܻ 
++

 ݓ∆ ݖ∆
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où, Δ௦(ିݖଵ)  est l’incertitude multiplicative inverse à la sortie. 

Incertitudes multiplicative en entrée directe :      

 

 

 

 

 

Figure.2.6 : Incertitudes multiplicatives en entrée directe 

où, Δ(ିݖଵ) représente la perturbation multiplicative directe à l’entrée, sachant que :  ܩ(ିݖଵ) = (ଵିݖ)ௗܩ ∙ ሾܫ + Δ(ିݖଵ)ሿ                                                                          (2.15) 

Incertitudes multiplicatives en entrée inverse : 

 

 

 

 

 

Figure.2.7 : Incertitudes multiplicatives en entrée inverse 

D’après la Figure.2.7, le système perturbé est définie par :  

(ଵିݖ)ܩ = (ଵିݖ)ௗܩ ∙ ܫൣ + Δ(ିݖଵ)൧ିଵ
                                                                     (2.16) 

où, Δ(ିݖଵ) représente la perturbation multiplicative inverse à l’entrée. 

2.3.1.3. Incertitudes sur la factorisation co-première gauche du modèle nominal : 

 

 

 

 

 

Figure.2.8 : Incertitudes sur les facteurs co-premiers gauches 

D’après la Figure.2.8, le système perturbé est donné par [DM07]. : 

 (ିࢠ)ࡳ

 (ଵିݖ)ௗܩ 

Δ(ିݖଵ)ܷ ܻ ++
 ݖ∆ ݓ∆

 ଶݖ∆
 ଵݖ∆ ଵݓ∆ ଶݓ∆

 

ܷ ܻ 

 

+

+

+

∆ேℓ ∆ℓ
ℓܰ ℓିܦ ଵ

 (ିࢠ)ࡳ-

  ݖ∆ ݓ∆

+  (ଵିݖ)ௗܩ

Δ(ିݖଵ) ܻ ܷ 
-

(ିࢠ)ࡳ
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ܩ = ൫ܦℓ + ∆ℓ൯ିଵ൫ ℓܰ + ∆ேℓ൯                                                                                 (2.17) 

où ∆ℓ et ∆ேℓ, sont des incertitudes non structurées sur les facteurs premiers à gauche ܦℓ et ℓܰ 

respectivement . 

2.3.1.4. Incertitudes sur la factorisation co-première droite du modèle nominal: 

 

 

 

 

 
 

Figure.2.9 : Incertitudes sur les facteurs co-premiers droits 

ܩ = ൫ ܰ + ∆ேೝ൯൫ܦ + ∆ೝ൯ିଵ
                                                                                 (2.18)                       

sachant que, ∆ೝ et ∆ேೝ, sont des incertitudes non structurées sur les facteurs premiers à droite ܦ  et ܰ respectivement [DM07]. 

2.3.2. Incertitudes structurées : 

Les représentations d'incertitude non structurées discutés précédemment sont utiles pour 

décrire des dynamiques de système non modélisées ou négligées. Ces incertitudes complexes 

se produisent généralement dans la gamme des hautes fréquences et peuvent inclure des 

retards non modélisés, parasite de couplage, hystérésis et autres non-linéarités. Cependant, les 

dynamiques de perturbation dans de nombreux systèmes de contrôle industriels peuvent 

également être causées par une description inexacte des caractéristiques des composants, des 

effets déchirés et usés sur les composants de l'installation ou le déplacement des points de 

fonctionnement, etc. Ces perturbations peuvent être représentées par des variations de certains 

paramètres du système sur certaines gammes de valeurs possibles (complexes ou réelles). Ils 

affectent la performance de la gamme des basses fréquences et sont appelés incertitudes 

paramétriques ou structurées. 

2.4. Transformations fractionnaires linéaires LFT : 

Dans la théorie de la commande robuste, deux transformations linéaires fractionnaires 

seront utilisées pour la modélisation et la commande du système pluridimensionnel incertain. 

 ଶݓ∆ 

 ଵݓ∆ ݖ∆

 (ିࢠ)ࡳ

ܷ ܻ 

 

++ +

∆ೝ ∆ேೝ 

ିܦ ଵ ܰ- 
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Ces deux transformations sont LFT supérieure et LFT inferieure. Pour plus de détails, voir 

l’annexe B. 

2.4.1. LFT supérieure d’un système bouclé: 

Dans le cadre de la modélisation des systèmes incertains, le système d’interconnexion de la 

matrice complexe de transfert ܲ(ିݖଵ) à celle des incertitudes ∆(ିݖଵ) permet de définir le 

transfert en boucle fermée ௪ܶ↦௭(ିݖଵ). Ceci est effectué par l’utilisation d’une transformation 

dite LFT supérieure ܨ௨(ܲ, ∆), on obtient la figure suivante [ZK96, MJ89] : 

 

 

 

 

 

 

Figure.2.10 : Configuration standard de LFT supérieures 

où, ܲ =  ଵܲଵ ଵܲଶଶܲଵ ଶܲଶ൨ représente la matrice de transfert d'interconnexion et d’après la 

Figure.2.10, on peut déduire que : ݖ =  ( ଶܲଶ + ଶܲଵ∆(ܫ − ଵܲଵ∆)ିଵ ଵܲଶ) ∙  (2.19)                                                                        ,ݓ

A partir de l’équation (2.19), si (ܫ − ଵܲଵ∆) est inversible, on peut donc définir l’expression 

suivante : ܨअ(ܲ, ∆) = ଶܲଶ + ଶܲଵ∆(ܫ − ଵܲଵ∆)ିଵ ଵܲଶ                                                           (2.20)  ܨअ (ܲ, ∆) représente la transformation linéaire fractionnaire supérieure de ܲ et ∆. 

Avec l'introduction de transformations fractionnaires linéaires supérieures, les représentations 

d'incertitude non structurées discutées précédemment, peuvent être décrites uniformément par 

la Figure.2.10. En résumé, le système perturbé de chaque type d’incertitudes est donc définie 

par : 

(ଵିݖ)ܩ = ,(ଵିݖ)௨൫ܲܨ ∆(ିݖଵ)൯                                                                              (2.21)  

où la matrice  ܲ de chaque type d’incertitude est définie, comme suit : 

 Perturbation additive: ܲ = 0 ܫܫ  ௗ൨ܩ

 ݖ ݓ

∆(ିݖଵ) 

 ଵܲଵ ଵܲଶଶܲଵ ଶܲଶ൨ 

 ݓ∆ ݖ∆
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 Perturbation additive inverse: ܲ = −ܩௗ ௗܩ−ௗܩ  .ௗ൨ܩ

 Perturbation multiplicative en entrée: ܲ =  0 ௗܩܫ  ௗ൨ܩ

 Perturbation multiplicative en sortie : ܲ = 0 ܫௗܩ  ௗ൨ܩ

 Perturbation multiplicative inverse en entrée: ܲ =  ܫ− ௗܩ−ܫ  ௗ൨ܩ

 Perturbation multiplicative inverse en sortie: ܲ = −ܫ ܫ−ௗܩ  ௗ൨ܩ

 Perturbations sur les facteurs co-premiers gauches : ܲ =  ℓିܦ0 ଵ൨  ℓିܦௗ൨ܩܫ ଵ ௗܩ  

 Perturbations sur les facteurs co-premiers droits : ܲ = ሾ−ܦି ଵ 0ሿ ିܦ ଵሾ−ܩௗ ሿܫ ௗܩ ൨ 

2.4.2. LFT inferieure d’un système bouclé: 

Dans le cadre de la synthèse du contrôleur robuste, le système d’interconnexion de la 

matrice augmentée ܲ(ିݖଵ) à celle du contrôleur ܭு(ିݖଵ) permet de définir le transfert en 

boucle fermée ௪ܶ↦௭(ିݖଵ). Ceci est effectué à l’aide d’une transformation dite ܶܨܮ 

inférieure ܨℓ(ܲ,  :ு). On obtient la figure suivante [ZK96, MJ89]ܭ

 

 

 

 

Figure.2.11 : Configuration standard de LFT inférieures 

D’après la Figure.2.11, la transformation fractionnaire linéaire inférieure  ܨℓ(ܲ,  ு) estܭ

définie par : ܨℓ(ܲ, (ுܭ = ଵܲଵ + ଵܲଶܭு(ܫ − ଶܲଶܭு)ିଵ ଶܲଵ                                                             (2.22) 

D’où, le transfert d’entrées-sorties exogènes est: ௪ܶ↦௭(ିݖଵ) = (ଵିݖ)ܯ = ,ܲ)ℓܨ  .(ுܭ

2.5. Stabilité du système bouclé par un contrôleur ࡴஶ: 

2.5.1. Stabilité nominale : 

La stabilité nominale d’un système monovariable est assurée si tous les pôles du transfert 

en boucle fermée sont situés dans le demi-plan complexe gauche. Il faut noter ici que lors de 

ܷ ܻ 

 ଵܲଵ ଵܲଶଶܲଵ ଶܲଶ൨ 

 (ଵିݖ)ுܭ

 ݓݖ
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la conception du contrôleur, la simplification de pôles/zéros instables entre  ܩௗ et ܭு peut 

faire apparaître une instabilité. Cette simplification disparaissait lors de l’implémentation du 

contrôleur sur le système physique réel. 

2.5.2. Stabilité interne:  

Un système est en stabilité interne si, en lui appliquant en tout endroit des signaux d'entrées 

bornées, on obtient en tout endroit des signaux de sorties bornées. Nous verrons dans la suite 

de ce travail que ce type de stabilité dépend de la stabilité de quatre matrices de sensibilité 

dont ses transferts seront détaillés dans la suite de ce travail.  

2.5.3. Stabilité robuste :  

Ce type de stabilité doit être examiné dans le cas d’un système bouclé soumis à des 

incertitudes de modélisation. A cet effet, étant donné le système bouclé donné par la 

Figure.2.12 où ܩௗ est le modèle de fonctionnement nominal, ܭு est le contrôleur stabilisant 

la boucle et ∆ qui représente le transfert modélisant l’incertitude non structurée parmi celles 

qui ont été citées précédemment [MJ89, BT93], on obtient : 

 

 

 

 

 
Figure.2.12 : Structure d’un système bouclé pour l’analyse de la robustesse de stabilité  

avec ܹ est l’entrée de référence que l’on suppose ici nulle. Pour l’analyse de la robustesse de 

stabilité, la structure donnée par la Figure.2.12 peut être reconfigurée sous la forme générale (ܯ − ∆) ci-dessous: 

 

 

 

 

 

Figure.2.13 : Structure générale d’étude de la robustesse de stabilité  

où ܯ(ିݖଵ) est le transfert qui apparaît lorsqu’on isole dans le bloc ߂(ିݖଵ) toutes les 

incertitudes de modèle citées dans la section §2.3.   

⊗
 

+ 

- 

∆ܩௗ ܭுࡹ 

ܹ = 0 

 ݖ∆ ݓ∆

ܷ ܻ 

 ࡹ
 ݖ∆

≈≈ ݓ∆ ߂
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A partir de la Figure.2.13, il peut être intéressant d’étudier la robustesse de stabilité d’un 

tel système bouclé soumis à des incertitudes de modélisation non structurées (le cas des 

incertitudes structurées sera reporté à d’autres études ultérieures). Pour cela, on fait un appel 

au théorème du faible gain, ou en anglais « ݈݈ܵ݉ܽ ݃ܽ݅݊ ݐℎ݁݉݁ݎ». 

2.5.3.1. Théorème à petit gain : 

Sous l’hypothèse de la stabilité de ‖∆ ‖∞ ≤ 1, et le transfert ܯ du système entre l’entrée 

et la sortie de la perturbation supposée stable également, le système de la Figure.2.13 est 

stable pour toute ߂ [MJ89, BT93] si : 

ฮܯ൫݁ିఠ൯ ∙ ൫݁ିఠ൯ฮ߂
∞

≤ 1  ⟺   ∀߱ ∈ ℝ     ߪത ቀܯ൫݁ିఠ൯ቁ ∙ തߪ ቀ߂൫݁ିఠ൯ቁ < 1 (2.23) 

Le système bouclé, cité ci-dessus, assure la stabilité robuste si la condition suivante est 

vérifiée : 

 ฮ ܯ൫݁ିఠ൯ฮஶ ∙ ฮ ߂൫݁ିఠ൯ฮஶ ≤ 1 ⇔ ∀߱ ∈ ℝ∗ା                                                   (2.24) 

2.5.3.2. Condition de robustesse sur la stabilité robuste : 

D’après les équations  (2.10) et (2.13), le système bouclé, donné par la Figure.2.12 en 

présence des diverses formes d’incertitudes détaillées dans la section §2.3, donne les 

conditions de robustesse de stabilité comme suit : 

 Incertitudes additives directes:  ܯ(ିݖଵ) = ×ܫ)ுܭ− + ு)ିଵܭௗܩ =                  ுܵ௬ಹ                                                             (2.25)ܭ−

ฮܭுܵ௬ಹฮஶ < 1 ⁄‖ஶ߂‖                                                                                                (2.26) 

 Incertitudes additives inverses:  ฮܵ௬ಹ. ௗฮஶܩ < 1 ฮ߂ฮஶൗ                                                                                              (2.27) 

 Incertitudes multiplicatives en sortie:  ܯ(ିݖଵ) = ×ܫ)ுܭௗܩ− + ு)ିଵܭௗܩ = − ௬ܶಹ                                                             (2.28) 

ฮ ௬ܶಹฮஶ < 1 ⁄௦‖ஶ߂‖                                                                                                   (2.29) 
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 Incertitudes multiplicatives en entrée:  ܯ(ିݖଵ) = ×ܫ)ௗܩுܭ− + ௗ)ିଵܩுܭ = − ௨ܶಹ                                                         (2.30) 

 ฮ ௨ܶಹฮஶ < 1 ⁄‖ஶ߂‖                                                                                                  (2.31) 

 Incertitudes multiplicatives inverses en entrée: 

ฮܵ௨ಹฮஶ < 1  ฮ߂ฮஶൗ                                                                                                 (2.32) 

 Incertitudes multiplicatives inverses en sortie: 

ฮܵ௬ಹฮஶ < 1  ฮ߂௦ฮஶൗ                                                                                                 (2.33) 

 Incertitudes sur les facteurs co-premiers gauches :  

ብቈ ܵ௬ಹܦℓି ଵܭுܵ௬ಹܦℓି ଵብஶ < 1  ‖ሾ߂ℓ ⁄ேℓሿ‖ஶ߂                                                                    (2.34) 

 Incertitudes sur les facteurs co-premiers droits :  

 ฮൣܦି ଵܵ௨ ିܦ ଵܵ௨ಹܭு൧ฮஶ < 1  ฯ߂ೝ߂ேೝ൨ฯஶൗ                                                               (2.35) 

2.5.4. Analyse de robustesse en présence de diverses entrées exogènes  

L’analyse de robustesse, fondée sur la stabilité robuste ainsi que les performances 

nominales, présente le sujet de nombreuses méthodes de synthèse des contrôleurs robustes et 

stables. Ces derniers doivent stabiliser, de manière robuste, non seulement le système nominal 

mais aussi le cas de présence des entrées exogènes, en l’occurrence, les incertitudes de 

modélisation, les bruits de mesure, la dynamique négligée en hautes fréquences, …, etc. A cet 

effet, des conditions de robustesse peuvent être introduites afin de satisfaire les spécifications 

fréquentielles imposées par un cahier de charges. Pour la formulation du problème de la 

synthèse d’un contrôleur robuste, on considère la configuration standard donnée par la 

Figure.2.14 [ZK96, TM14] : 
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Figure.2.14 : Configuration standard d’un système bouclé 

Les notations suivantes seront utilisées dans la suite, avec : 

• ݀௨: représente le vecteur des perturbations à l’entrée du système. 

• ݀௬: représente le vecteur des perturbations à la sortie du système. 

•  ݁: représente le vecteur des erreurs de poursuite entre les sorties mesurées et les 

références. 

 .௬: représente le vecteur des bruits de mesureߟ •

 ଷ: représentent, respectivement, les signaux modérés (filtrés) des erreurs deݖ ଶ etݖ ,ଵݖ •

poursuite, des commandes et les sorties mesurées. 

A partir de la configuration standard ci-dessus, les sorties exogènes sont définies par : 

ቐݖଵ = ௌܹ. ଶݖ݁ = ௨ܹ. ଷݖݑ = ்ܹ.  (2.36)                                                                                                              ݕ

où ௌܹ(ିݖଵ), ௨ܹ(ିݖଵ) et ்ܹ(ିݖଵ) représentent des pondérations discrètes fournies par la 

discrétisation des transferts continues ௦ܹ(ݏ) , ௨ܹ(ݏ) et ்ܹ(ݏ) respectivement. L’inverse des 

pondérations discrètes citées ci-haut a pour but de limiter l’évolution des valeurs singulières 

maximales des trois sensibilités ܵ௬ಹ, ܭுܵ௬ಹ et ௬ܶಹ respectivement.  

Par conséquent, les spécifications sur les performances nominales du système bouclé 

peuvent être modélisées par la pondération ௌܹ(݆߱). Les valeurs singulières maximales de 

l’inverse de cette matrice doivent limiter l’évolution de  ܵ௬ಹ(݁ିఠ) dans la plage des 

fréquences ߱ ∈ ሾ߱ , ߱௫ሿ. Elle est choisie comme suit [ZK96] : 

்ܹ 

݁ ܻ+ 
- 

 ௗܩ
ܷ ܹ ܭு 

∆

+
+  ௬ߟ

+
+

݀௬
+
+

݀௨

ௌܹ 

௨ܹ 

 ଷݖ ଶݖ ଵݖ
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ௌܹ(݆߱) = ۈۉ
ۇ ௌܹభభ 0 ⋯ 00 ௌܹమమ ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋱… ⋮ௌܹ×ۋی

ۊ
 , avec : ௌܹ(݆߱) = ఠ ெೞ൘ ାఠಳఠାఠಳ.ఌೄ                (2.37) 

où, ܯ௦ ,  ߱ et  ߝௌ sont des paramètres choisis par l’utilisateur afin de déterminer l’élément 

diagonal ௌܹ(݆߱), sachant que son inverse permet de limiter le transfert ൫ ܵ௬ಹ(݆߱)൯. De 

plus, les spécifications sur les énergies de commande du système bouclé peuvent être 

modélisées par la pondération ௨ܹ(݆߱) qui est, souvent, choisie par: 

 ௨ܹ(݆߱) = ۈۉ
ۇ ௨ܹభభ 0 ⋯ 00 ௨ܹమమ ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋱… ⋮௨ܹ×ۋی

ۊ
 , avec : ௨ܹ(݆߱) = ఠାఠಳ ெೠ൘

ఌಳ.ఠାఠಳ            (2.38) 

où, ܯ௨,  ߱ et  ߝ sont préalablement choisis pour limiter  ൫ ܭுܵ௬ಹ(݆߱)൯ dans la plage 

des fréquences ሾ߱ ߱௫ሿ. Finalement, les spécifications sur la stabilité robuste du 

système bouclé, en présence des incertitudes multiplicatives en sortie, sont représentées par la 

pondération  ்ܹ . Cette dernière est souvent choisie comme suit [ZK96]: 

 ்ܹ(݆߱) = ۈۉ
ۇ ்ܹభభ 0 ⋯ 00 ்ܹమమ ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋱… ⋮்ܹ×ۋی

ۊ
 , avec : ்ܹ(݆߱) = ఠାఠಳ ெ൘

ఌ.ఠାఠಳ            (2.39) 

où ்ܯ,  ்߱ et  ்ߝ sont des paramètres choisis par l’utilisateur afin de déterminer 

l’élément diagonal ்ܹ(݆߱), sachant que son inverse permet de limiter le 

transfert ൫ ௬ܶಹ(݆߱)൯. 
Pendant la synthèse du contrôleur robuste, les spécifications fréquentielles (à satisfaire) 

sont résumées comme suit: 

 Spécification 1 : Une bonne dynamique de poursuite des signaux de référence 

implique que ߪ௫ൣܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧ doit être faible.  

 Spécification 2 : Une bonne atténuation de l’effet des bruits de mesure implique que ߪ௫ൣ ௬ܶಹ൫݁ିఠ൯൧ doit être faible. 
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 Spécification 3 : Une bonne réjection des perturbations en entrée du modèle implique 

que ߪ௫ൣܩௗ൫݁ିఠ൯. ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧ doit être minimisée. 

 Spécification 4 : Une bonne minimisation des énergies de commande implique 

que  ߪ௫ൣ ௨ܶಹ൫݁ିఠ൯൧ ou  ߪ௫ൣܭு൫݁ିఠ൯ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧ doivent être faibles. 

 Spécification 5 : Un compromis de robustesse entre les objectifs contradictoires NP 

et RS doit être assuré avec une marge élevée.  

De plus, la norme  ܪஶ de chaque sensibilité parmi celles mentionnées précédemment, est 

définie comme suit: 

ەۖۖ
۔ۖۖ
ۓۖۖ ௌܯ = ฮܵ௬ಹฮஶ = ோܯ௫ൣܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧൯ߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ = ฮܭுܵ௬ಹฮஶ = ்ܯு൫݁ିఠ൯ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧൯ܭ௫ൣߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ = ฮ ௬ܶಹฮஶ = ௫ൣߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ ௬ܶಹ൫݁ିఠ൯൧൯ܯ෩ௌ = ฮܵ௨ಹฮஶ = ෩ோܯ௫ൣܵ௨ಹ൫݁ିఠ൯൧൯ߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ = ฮܩௗܵ௨ಹฮஶ = .ௗ൫݁ିఠ൯ܩ௫ൣߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ ܵ௨ಹ൫݁ିఠ൯൧൯ܯ෩் = ฮ ௨ܶಹฮஶ = ௫ൣߪఠ∈ℝ∗శ൫ݔܽ݉ ௨ܶಹ൫݁ିఠ൯൧൯

 

où ܯௌ, ܯோ , ܯ ,்ܯ෩ௌ, ܯ෩ோ et ܯ෩் représentent la norme   ܪ∞ des valeurs singulières des 

transferts ܵ௬ಹ, ܭுܵ௬ಹ , ௬ܶಹ, ܵ௨ಹ, ܩௗܵ௨ಹ et ௨ܶಹ. De plus, si les valeurs de ܯ⋆ et de ܯ෩⋆ sont 

élevées, on obtient des marges de robustesse très faibles.  

2.6. Problème  ࡴஶ standard  

La synthèse du contrôleur  ܪ∞ est basée sur la satisfaction de certaines spécifications 

fréquentielles parmi celles citées précédemment. Étant donné que le but de notre travail est 

d’assurer un bon compromis de robustesse entre les performances nominales et la stabilité 

robuste en présence des incertitudes multiplicatives non structurées amenées en sortie du 

modèle. Ce compromis de robustesse doit être assuré par des commandes réduites et cela en 

absence des signaux de perturbation ݀௨ agissant sur les entrées du modèle de synthèse.  A cet 

effet, le critère à minimiser peut contenir les sensibilités à savoir ܵ௬ಹ, ܭுܵ௬ಹ et ௬ܶಹ. Il est 

formulé via l’application de LFT inférieure sur le système d’interconnexion représenté par la 

Figure.2.15 suivante [ZK96, TM14]:    
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Figure.2.15 : Configuration (ܲ −   ு)  du système boucléܭ

où la représentation d’état du modèle augmenté généralisé ܲ(ିݖଵ) peut être mise sous la 

forme suivante: 

ܲ = ێێۏ
ۍ ܣ ⋮ ሾܤଵ ⋯ଶሿܤ ⋮ ⋯ܥଵܥଶ൨ ⋮ ܦଵଵ ଶଵܦଵଶܦ ۑۑےଶଶ൨ܦ

ې ≜ ቐ ݇)ݔ + 1) = ܣ ∙ (݇)ݔ + ଵܤ ∙ (݇)ݖ + ଶܤ ∙ (݇)௨௧ݖቊ(݇)ݑ = ଵܥ ∙ (݇)ݔ + ଵଵܦ ∙ (݇)ݖ + ଵଶܦ ∙ (݇)݁(݇)ݑ = ଶܥ ∙ (݇)ݔ + ଶଵܦ ∙ (݇)ݖ + ଶଶܦ ∙ (݇)ݑ    (2.40) 

A partir de l’équation (2.40), la matrice de transfert ܲ(ିݖଵ) peut être partitionnée suivant le 

formalisme ci-dessous:  

ݖ௨௧(݇) ݁(݇) ൨ = (ଵିݖ)ܲ ݖ(݇)ݑ(݇) ൨ = ൬ ଵܲଵ(ିݖଵ) ଵܲଶ(ିݖଵ)ଶܲଵ(ିݖଵ) ଶܲଶ(ିݖଵ)൰ ݖ(݇)ݑ(݇) ൨                        (2.41) 

En tenant compte lu vecteur de commande  ݑ(݇) = .(ଵିݖ)ுܭ  ݁(݇). D’où, la synthèse du 

contrôleur robuste se ramène finalement à la résolution de l’un des deux problèmes: problème ܪ∞ optimal ou  ܪ∞ sous-optimal. 

2.6.1. Problème ࡴஶ  optimal :   

La synthèse de la commande consiste à minimiser le critère de performance ci-dessous : 

݉݅݊ಹ(௭షభ) ቄݑݏ௪ஷ ‖௭ೠ‖మ‖௭‖మ ቅ = ݉݅݊ಹ(௭షభ){‖ܶܨܮ(ܲ,  ு)‖∞}                                    (2.42)ܭ

La minimisation de  ‖ܶܨܮ(ܲ,  stabilisant (ଵିݖ)ுܭ  ு)‖∞ , sur l’ensemble des contrôleursܭ

d’une manière interne le système bouclé, peut fournir un gain optimal d’atténuation noté ߛ௧ 

pour lequel toutes les spécifications, imposées par le cahier de charges, sont satisfaisantes 

[ZG81, SM08].  

 (ିࢠ)ࡼ
   ݀௨  ݀௬  ߟ௬ 

 ଷݖ ଶݖ ଵݖ ݓ  

(ିࢠ)ࡴࡷ
 ࢚࢛ࢠ    ࢠ      

 ࢛   ࢋ
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2.6.2. Problème ࡴஶ sous optimal : 

Dans ce cas, le problème de la commande est remplacé par la recherche de la solution de 

l’inégalité représentée par l’équation (2.43) [OM04]: ‖ܨܮ ℓܶ(ܲ, ∞‖(ுܭ <  (2.43)                                                                                                             , ߛ

où, ߛ ∈ ℝ∗ାest le gain d’atténuation fixé a priori par l’utilisateur. 

2.6.3. Critère de Sensibilité Mixte généralisée 

Dans la suite de ce travail, le raisonnement adopté durant la synthèse du contrôleur robuste 

est basé sur la limitation des valeurs singulières maximales des sensibilités suivantes: ߪ௫ൣܵ௬ಹ൫ ݁ିఠ൯൧, ߪ௫ൣܭு൫ ݁ିఠ൯ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧  et  ߪ௫ൣ ௬ܶಹ൫݁ିఠ൯൧ respectivement. Cet 

objectif peut être réalisé par la satisfaction des contraintes suivantes [OM04, OH03]: 

൞ ௫ൣܵ௬ಹ൫ ݁ିఠ൯൧ߪ ≤ หℓ௦൫݁ିఠ൯หߪ௫ൣܭு൫ ݁ିఠ൯ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧ ≤ หℓ௨൫݁ିఠ൯หߪ௫ൣ ௬ܶಹ൫݁ିఠ൯൧ ≤ หℓ௬൫݁ିఠ൯ห                                                            (2.44) 

où ℓ௦ , ℓ௨ et ℓ் sont des fonctions scalaires spécifiant la forme (gabarit) désirée de ߪ௫ൣܵ௬ಹ൫ ݁ିఠ൯൧ , ߪ௫ൣܭு൫ ݁ିఠ൯ܵ௬ಹ൫݁ିఠ൯൧  et ߪ௫ൣ ௬ܶಹ൫݁ିఠ൯൧ respectivement. De 

plus, si l’on définit ௌܹ =  ℓௌି ଵ, ௨ܹ =  ℓ௨ିଵ et  ்ܹ =  ℓ்ିଵ, les équations données par (2.44) 

deviennent: 

ฮ ௌܹ ∙ ܵ௬ಹฮ
∞

< 1                                                                                                      (2.45) ฮ ௨ܹ ∙ ுܵ௬ಹฮܭ
∞

< 1                                                                                                  (2.46) ฮ ்ܹ ∙ ௬ܶಹฮ
∞

< 1                                                                                                      (2.47) 

Notons ici que la détermination directe du contrôleur robuste ܭு(ିݖଵ), satisfaisant les 

inégalités (2.45), (2.46) et (2.47), représente un problème d’optimisation ouvert. Cependant, 

ces dernières peuvent être substituées sous forme d’un problème de ࡴ∞ sous-optimal, dit 

problème « sensibilité mixte généralisée ». Ce dernier est donné comme suit [OH03] : 

ቯ ௌܹܵ௬ಹ௨ܹܭுܵ௬ಹ்ܹ ௬ܶಹ ቯஶ ≤ > ߛ 1                                                                                           (2.48) 
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sachant que ߛ ≤ ߛ ≤ ௫ , et ቐߛ ߛ = ݔܽ݉ ቀฮ ௌܹ. ܵ௬ಹฮ
∞

, ฮ ௨ܹ. ுܵ௬ಹฮܭ
∞

, ฮ ்ܹ ௬ܶಹฮ
∞

ቁߛ௫ = √2 max ቀฮ ௌܹ. ܵ௬ಹฮ
∞

, ฮ ௨ܹ. ுܵ௬ಹฮܭ
∞

, ฮ ்ܹ ௬ܶಹฮ
∞

ቁ  
de plus, la détermination du contrôleur robuste ܭு(ିݖଵ), satisfaisant les inégalités (2.45), 

(2.46) et (2.47), peut être encore substituée sous forme d’un problème ࡴஶ optimal formulé 

comme suit : 

,ܲ)ℓܶܨܮ‖}(1−ݖ)ܪܭ݊݅݉ {ஶ‖(ܭ = (1−ݖ)ܪܭ݊݅݉ ൞maxఠ∈ℝ∗శ ൮ߪത ൦ ܪݕܹܶ݀ܶܪݕܵܪܭ݀ݑܹܪݕܹܵ݀ܵ
൪൲ൢ                 (2.49) 

A partir de l’équation (2.41), la matrice du modèle augmenté est obtenue comme suit:  

ܲ = ێێۏ
ۍێ ௌܹ00 ൩ ⋮ − ௌܹ − ௌܹ ௗ்ܹܩ 0 ்ܹܩௗ൨⋯ ⋮ ܫ⋯ ⋮ ሾ−ܫ ܫ− ௗሿܩ− ۑۑے

ېۑ
                                                            (2.50) 

2.7. Résolution du problème  ࡴஶ  

2.7.1. Résolution utilisant les deux équations discrètes de ࢚ࢇࢉࢉࡾ  

Considérons la représentation d’état généralisée donnée par l’équation (2.40) dans 

laquelle la matrice ܦଶଶ est supposée nulle. Cela veut dire qu’il n’existe pas une transmission 

directe des grandeurs d’entrées-sorties du système ce qui est le cas dans la plupart des 

applications industrielles. Lors de la synthèse du contrôleur robuste, la solution du problème  ܪ∞ existe, si et seulement si, les hypothèses ci-dessous sont satisfaites [LL03, AP06]: 

• Hypothèse 1 : Le couple (ܣ, ,ଶܥ) ଶ) est stabilisable ainsi queܤ  ; ) est détectableܣ

• Hypothèse 2 : Le rang de la matrice réelle ܦଵଶ = ൬0ࣾమ×ࣾమࣾܫ మ×ࣾమ ൰ est égal à ࣾଶ ainsi que 

la matrice réelle ܦଶଵ = ൣ0 మ࣪× మ࣪   ࣪ܫ మ× మ࣪൧ égal à ଶ࣪ ; 

• Hypothèse 3 : Pour la plage des fréquences ߱ ∈ ቂ0  ଶగ் ቃ, le rang de la matrice 

polynomiale ቆܣ − ݁ఠࣿܫ ଵܥଶܤ ݊  ଵଶቇ est égal àܦ + ݉ଶ. Autrement dit, le rang de cette 

matrice  doit être plein; 
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• Hypothèse 4 : Pour la plage des fréquences  ߱ ∈ ቂ0  ଶగ் ቃ, le rang de la matrice 

polynomiale ቆܣ − ݁ఠࣿܫ ଶܥଵܤ ݊ ଶଵቇ est égal àܦ +  ଶ. Autrement dit, le rang de cette

matrice doit être complet; 

Maintenant, une fois les quatre hypothèses précédentes étant toutes vérifiées, on assume la 

supposition des matrices ci-dessous : 

۔ۖۖەۖۖ
ۓ ࣤ = ቈ࣪ܫ భ 00 ܫଶࣾߛ− భመࣤ = ቈࣾܫ భ 00 ܫଶࣾߛ− మመࣤ = ቈࣾܫ భ 00 ܫଶ࣪ߛ− భ

 ,                                                                                             (2.51) 

et  

൞ ܥ = ܥଵ0 ൨ܦ = ܦଵଵ భࣾܫଵଶܦ 0 ൨.                                                                                                 (2.52) 

Dans ce cas, la première équation de ܴ݅ܿܿܽ݅ݐ discrète est définie comme suit [GD14]: 

ܺஶ = ்ܥ ∙ ࣤ ∙ ܥ + ்ܣ ∙ ܺஶ ∙ ܣ − ்ܮ ∙ ܴି ଵ ∙  (2.53)                                                          ܮ

sachant que  ܺஶ représente la solution de l’équation (2.54). De plus, les deux matrices ܴ et ܮ 

sont définies par : ܴ = ்ܦ ∙ ࣤ ∙ ܦ + ்ܤ ∙ ܺஶ ∙ ܤ = ቈܴଵ ܴଶ்ܴଶ ܴଷ,                                                        (2.54) 

et ܮ = ்ܦ ∙ ࣤ ∙ ܥ + ்ܤ ∙ ܺஶ ∙ ܣ =  ܮଵܮଶ൨                                                                       (2.55) 

On suppose, maintenant, qu’il existe deux matrices ଵܸଶ் ଵܸଶ et ଶܸଵ் ଶܸଵde dimensions ࣾଶ × ࣾଶ et   ࣾଵ × ࣾଵ respectivement. Sachant que ଵܸଶ் ଵܸଶ = ܴଷ et ଶܸଵ் ଶܸଵ =  ଶ∇, avecିߛ−

la matrice ∇ qui vérifie la condition ∇= ܴଵ − ܴଶ் . ܴଷିଵ. ܴଶ < 0. Maintenant, on définit la 

matrice ቈܣ௧ ௧ܥ෨௧ܤ  :෩௧ parܦ
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ቈܣ௧ ௧ܥ෨௧ܤ ෩௧ܦ = ێێۏ
ۍ ௧ܣ ⋮ ሾܤ෨௧ଵ ⋯෨௧ଶሿܤ ⋮ ⋯ܥ௧ଵܥ௧ଶ൨ ⋮ ቈܦ෩௧ଵଵ ෩௧ଶଵܦ෩௧ଵଵܦ ۑۑے෩௧ଶଶܦ

ې
                                                                     (2.56) 

sachant que : 

ەۖۖ
۔ۖۖۖ
ۖۖۖ
ۓ ௧ܣ = ܣ − ଵܮଵ∇ିଵܤ − ܴଶ் ܴଷିଵܮଶܤ෨௧ଵ = ଵܤ ଶܸଵିଵܤ෨௧ଶ = ෩௧ଵଵܦ0 = ଵܸଶܴଷିଵܴଶ ଶܸଵିଵܦ෩௧ଵଵ = ෩௧ଶଵܦܫ = ଶଵܦ ଶܸଵିଵܦ෩௧ଶଶ = ௧ଵܥ0 = ଵܸଶܴଷିଵ൫ܮଶ − ܴଶ∇ିଵܮଵ − ܴଶ் ܴଷିଵܮଶ൯ܥ௧ଶ = ଶܥ − ଵܮଶଵ∇ିଵܦ − ܴଶ் ܴଷିଵܮଶ

                                                         (2.57) 

De plus, la deuxième équation de ܴ݅ܿܿܽ݅ݐ discrète, dont la solution est donnée par   ܼஶ, est 

obtenue par l’expression ci-dessous: 

ܼஶ = ෨௧ܤ ∙ መࣤ ∙ ෨௧்ܤ + ௧ܣ ∙ ܼஶ ∙ ௧்ܣ − ௧ܯ ∙ ܵ௧ି ଵ ∙ ௧்ܯ                                                       (2.58) 

A partir de l’équation (2.55), les deux matrices ܵ௧ = ܵ௧ଵ ܵ௧ଶܵ௧ଶ் ܵ௧ଷ൨ et ܯ௧ = ሾܯ௧ଵ  ௧ଶሿ sontܯ

définies par : 

ቊ ܵ௧ = ෩௧ܦ ∙ መࣤ ∙ ෩௧்ܦ + ௧ܥ ∙ ܼ∞ ∙ ௧ܯ௧்ܥ = ෨௧ܤ ∙ መࣤ ∙ ෩௧்ܦ + ௧ܣ ∙ ܼ∞ ∙ ௧்ܥ                                                                                (2.59) 

De même, partant des équations (2.53) et (2.58), les solutions ܺ∞ et ܼ∞ existent, si et 

seulement si, les deux conditions ci-dessous sont satisfaites :  

1. La solution ܺ∞ existe si ܺ∞ ≥ 0, ∇< 0 et la matrice ܣ −  doit être ∇ܮଵ∇ିଵܤ

asymptotiquement stable. 

2. La solution  ܼ∞ existe si ܼஶ ≥ 0, ܵ௧ଵ − ܵ௧ଶܵ௧ଷିଵܵ௧ଶ் < 0 et la matrice ܣ௧ − ௧ܵ௧ିܯ ଵܥ୲ doit 

être asymptotiquement stable. 

Finalement, la représentation d’état définissant la matrice polynomiale du contrôleur 

robuste, i.e., ܭு = ݇ܣ ⋮ ⋯݇ܤ ⋮ ݇ܥ⋯ ⋮  : ൩ , est obtenue par l’expression suivante݇ܦ
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ܣ ⋮ ⋯ܤ ⋮ ܥ⋯ ⋮ ൩ܦ = ܣ௧ − ଶܤ ଵܸଶିଵ(ܥ௧ଵ − ܵ௧ଶܵ௧ଷିଵܥ௧ଶ) − .௧ଶܯ ܵ௧ଷିଵܥ௧ଶ ⋮ ଶܤ− ଵܸଶିଵܵ௧ଶܵ௧ଷିଵ + ⋯௧ଶܵ௧ଷିଵܯ ⋮ ⋯− ଵܸଶିଵ(ܥ௧ଵ − ܵ௧ଶܵ௧ଷିଵܥ௧ଶ) ⋮ − ଵܸଶିଵܵ௧ଶܵ௧ଷିଵ  

Maintenant, si la matrice de la transmission directe est différente de zéro, i.e. ܦଶଶ ≠ 0, 

alors, le transfert du contrôleur robuste sera fourni par l’expression ci-dessous:     

ுܭ = ܫு൫ܭ + ு൯ିଵܭଶଶܦ 
                                                                                         (2.60) 

Sachant que : 

ுܭ = ൦ܣݐ − 2ࣾܫଶଶ൫ܦ ݇ܤ + ݇ܥଶଶ൯−1ܦ ܦ  ⋮ ݐܤ − 2ࣾܫଶଶ൫ܦ ݇ܤ + ܦଶଶ൯−1ܦ ܦ  ݇⋯ ⋮ ⋯൫2ࣾܫ + ݇ܥଶଶ൯−1ܦ ܦ  ⋮ ൫2ࣾܫ + ܦଶଶ൯−1ܦ ܦ  ݇ ൪        (2.61) 

Tout en tenant compte de la condition หܫ + ห(∞)ܪܭ22ܦ  ≠ 0 

2.7.2. Résolution fondée sur l’approche LMI 
En dehors de l'approche fondée sur les deux équations discrètes de Riccati et des 

techniques utilisant les représentations d’état, il existe une approche plus récente pour la 

résolution du problème ܪ∞.  En effet, cette approche utilise une formulation du problème en 

termes d'inégalités matricielles linéaires (LMI) pour les matrices ܺ∞ et ∞ܻ introduites 

précédemment [GD14]. Sans entrer dans les détails de la technique, nous donnons ici 

quelques éléments de la théorie développée dans [LL03, AP06]. Dans le cas de ܪ∞, les 

techniques LMI utilisent le lemme fondamental suivant : 

2.7.2.1. Lemme : 

Soit un système, ayant la réalisation en espace d'état, donné par le système d’équations 

(2.40), les assertions suivantes sont équivalentes : 

ܨܮ‖ • ℓܶ(ܲ, ∞‖(ுܭ <  ; est stableܣ et la matrice d’état  ߛ

• Il existe une matrice symétrique ܺ∞ définie positive ܺ∞ > 0 qui représente la solution 

de l'inégalité matricielle linéaire suivante :  

ቌܣ் ∙ ܺ∞ − ܺ∞ ∙ ܣ ܺ∞ ∙ ܤ ்ܤ்ܥ ∙ ܺ∞ ߛ− ∙ ܫ ܥ்ܥ ܦ ߛ− ∙ ቍܫ < 0                                                             (2.62) 
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Ce résultat est connu sous la forme du Lemme de Kalman-Popov-Yacubovich [FA05]. Il 

est facile de voir que l’ensemble des solutions de l’équation (2.62) constitue un ensemble 

convexe dont on peut extraire une solution par des techniques d’optimisation très 

performantes.  

La démonstration pour le problème de synthèse ܪ∞ consiste à appliquer le lemme 

précédent au système bouclé puis à manipuler la condition obtenue jusqu’à obtenir des 

conditions plus simples. On peut raisonnablement espérer obtenir des LMI puisqu’elles 

constituent une autre caractérisation de la norme ܪ∞. Ces manipulations détaillées dans 

[GD14] conduisent au résultat donné par le théorème ci-dessous : 

2.7.2.2. Théorème :  

Il existe un contrôleur ܭு(ିݖଵ) qui représente la solution du problème ܪ∞ sous-optimal, si 

et seulement si, il existe des matrices symétriques ܺ∞  et ∞ܻ solution du problème LMI ci-

après : 

ቀ ௫ܰ 00 ቁ்ܫ ቌቈܺ∞ ∙ ܣ + ்ܣ ∙ ܺ∞ ܺ∞ ∙ ଵ்ܤଵܤ ∙ ܺ∞ ߛ− ∙ ܫ  ቈ ଵଵ்ܦଵ்ܥ ሾܥଵ ଵଵሿܦ ሾ−ߛ ∙ ሿቍܫ ቀ ௫ܰ 00 ቁܫ < 0                     (2.63) 

൬ ௬ܰ 00 ൰்ܫ ቌቈ ∞ܻ ∙ ்ܣ + ܣ ∙ ∞ܻ ∞ܻ ∙ ୮ଵܥ୮ଵ்ܥ ∞ܻ ߛ− ∙ ܫ   ୮ଵܥ୮ଵଵ൨ሾܦ୮ଵܤ ୮ଵଵሿܦ ሾ−ߛ ∙ ሿቍܫ ൬ ௬ܰ 00 ൰ܫ < 0                       (2.64) 

൬ܺ∞ ܫܫ ∞ܻ
൰ > 0                                                                                                            (2.65) 

2.8. Simulations et interprétation des résultats 

Dans cette section, la synthèse du contrôleur robuste, qui stabilise le système bouclé cité 

dans le premier chapitre, est effectuées seulement par la résolution du problème de ܪ∞ sous-

optimal donné par le critère (2.48). Dans ce cas, le contrôleur à synthétiser par cette stratégie 

de commande doit assurer les spécifications ci-dessous: 

1- Assurer la stabilité interne du système bouclé avec des énergies de commandes très 

réduites. 

2- Assurer une bonne dynamique de poursuite des trajectoires de référence. 
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3- Assurer une bonne dynamique de rejection des perturbations en présence des erreurs de 

modélisation présentées sous forme d’incertitudes multiplicatives non structurées 

amenant en sortie du modèle de synthèse 

4- Assurer une bonne dynamique d’atténuation des effets des bruits de mesure qui 

affectent la boucle de commande. 

Nous verrons, dans le chapitre suivant, que ces spécifications sont imposées afin 

d’améliorer les robustesses fournies par le contrôleur prédictif primaire. Il faut noter ici que la 

satisfaction simultanée des deux dernières spécifications est pratiquement impossible dans la 

même plage de fréquences. A cet effet, on synthétisera des contrôleurs robustes assurant un 

bon compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les performances nominales du 

système bouclé. Pour assurer ce compromis de robustesse avec une marge de sécurité élevée, 

on doit passer par l’une des deux voies suivantes :  

 Soit on assure une bonne marge de la stabilité robuste en minimisant, au mieux, les 

valeurs singulières maximales de la sensibilité complémentaire en hautes fréquences. En 

revanche, la satisfaction de la condition sur les performances nominales doit être contrôlée en 

basses fréquences.  

 Soit on assure une bonne marge de performances nominales en minimisant, au 

maximum possible, les valeurs singulières maximales de la sensibilité directe en basses 

fréquences. En revanche, la satisfaction de la condition sur la stabilité robuste doit être 

contrôlée en hautes fréquences.  

A cet effet, la réalisation de tous les objectifs suscités peut être assurée via des choix 

adéquats des pondérations qui sont proposées ici dans l’espace continu. Ces dernières doivent 

être préalablement discrétisées avant le développement du modèle augmenté généralisé et la 

formulation du problème de sensibilité mixte correspondant. 

2.8.1. Compromis de robustesse assuré par la première voie proposée : 

Le but de cette partie consiste à satisfaire les quatre spécifications citées précédemment. 

Cette satisfaction doit être assurée avec un meilleur compromis de robustesse fourni par le 

réglage proposé dans la première voie citée ci-dessus.  

A cet effet, la spécification sur les performances nominales est représentée par la 

pondération continue ௌܹ(ݏ) qui a été choisie comme suit : 
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ௌܹ(ݏ) = ൬ ௌܹభభ 00 ௌܹమమ൰  , où  ௌܹభభ = ௌܹమమ = ௦ ெೞൗ ାఠಳ.ఌೞ௦ାఠಳ , sachant que :  ܯௌ = 2.4975, ߱ = 0.182 × 10ିଶ et ߝௌ = 1.1 × 10ି. Cette spécification permet d’avoir une idée sur la 

dynamique de réjection des perturbations du système bouclé en présence des erreurs de 

modélisation de type multiplicative en sortie. De plus, elle permet également d’avoir une idée 

sur la dynamique de poursuite des trajectoires de référence à savoir le temps de réponse, le 

temps de montée, l’erreur stationnaire, …, etc.  

Dés lors, la spécification sur la stabilité robuste est présentée par la pondération 

continue ்ܹ(ݏ). Cette dernière a été choisie comme suit :  

(ݏ)்ܹ = ൬ ்ܹభభ 00 ்ܹమమ൰  , où  ்ܹభభ = ்ܹమమ = ௦ାഘಳಾఌ.௦ାఠಳ, sachant que  ்ܯ = 2.5, ்߱ =0.33 × 10ିଶ et ்ߝ = 0.1. Cette spécification permet d’avoir une idée sur la dynamique 

d’atténuation de plusieurs effets causés par les bruits de mesure et la dynamique négligée en 

hautes fréquences.  

Les deux pondérations précédentes sont maintenant utilisées afin de formuler le critère de 

sensibilité mixte correspondant. La solution optimale de celui-ci peut fournir la représentation 

d’état discrète du contrôleur robuste ܭு(ିݖଵ) , on obtient donc : 

 

 

 

 

 

 

ܤ  = ێێێۏ
0.39472−0.44731−     1.4845       ۍێ −1.4868 0.32147 0.39258 0.148850.33651

0.077692−0.021261 0.46158−0.10338 ۑۑۑے
ېۑ
݇ܦ     ,  =    −0.51128      0.21488−0.52363 1.3491   0.87225 0.76839  ൩, et 

ܥ  =     0.44932   1.3335 0.1158 2.8047 3.5577 −4.5825−5.3267 −5.2322 9.8295 2.4164 −15.873  21.594  8.2462  7.9633 −0.25841 −2.6358 23.474 −35.511 ൩ 

 =ܣ

1.0207         0.0073127    -0.0065866 0.28048      -0.011676     -0.32032 0.055743    1.2066           -0.031402    -0.15611     0.62404        -0.15665 0.7599         0.39138         0.57276        -1.2996       1.308              -2.292 0.27811      -0.010191      0.06127       -0.064373  0.086272       -0.35052 0.017926    -0.48007        0.010668     0.061572   -0.41369        -0.026873 0.23251       0.0068086    -0.0015743 0.063731   0.007727      -0.069438 
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La robustesse du système bouclé a été analysée dans la même plage des fréquences 

mentionnées dans le premier chapitre. Par conséquent, la Figure.2.16 présente la condition 

sur la stabilité robuste du système bouclé par le contrôleur cité ci-dessus. Cette figure présente 

également la comparaison avec la stabilité robuste du système bouclé par le contrôleur 

prédictif primaire. On obtient donc la figure suivante : 

 

           Figure.2.16 : Comparaison des stabilités robustes fournies par les deux contrôleurs 

Sur la Figure.2.16, on observe nettement la détérioration de la condition sur la stabilité 

robuste du système bouclé par le contrôleur prédictif primaire et cela dans la plage 

fréquentielle qui s’étend de  3 × 10ିଷ ≤ ߱ ≤ ߱௫ radian/seconde. Ce résultat se traduit, 

dans le plan temporel, par une sensibilité importante du système bouclé aux effets des bruits 

de mesure en régime permanant. De plus, la Figure.2.16 montre clairement la satisfaction de 

la condition de robustesse précédente obtenue par le contrôleur synthétisé par la méthode ܪஶ  

et cela pour chaque fréquence appartenant au gabarit fréquentiel ߱ ≤ ߱ ≤ ߱௫ . 

La Figure.2.17 présente la condition sur les performances nominales du système bouclé 

par le contrôleur robuste de la méthode ܪஶ. Ces performances sont comparées avec celles 

fournies par le système bouclé par le contrôleur prédictif primaire. On obtient la figure 

suivante :  
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Figure.2.17 : Comparaison des performances nominales fournies par les deux contrôleurs 

Sur la Figure.2.17, on constate clairement nettement que la condition de robustesse sur les 

performances nominales est respectée par le contrôleur de la méthode ܪஶ. Néanmoins la 

marge de cette robustesse est inferieure à celle fournie par le contrôleur prédictif primaire. au 

regard de ces courbes, on constate qu’en dépit de la supériorité des deux dynamiques de 

rejection des perturbations et de poursuite des trajectoires de références fournies par le 

contrôleur prédictif primaire, le compromis de robustesse « stabilité robuste-performances 

nominales » reste toujours insuffisant, sachant que ce dernier est bien respecté par la méthode  ܪஶ dans toute la plage fréquentielle. 

Afin de confirmer les résultats précédents, le logiciel Simulink/Matlab a été utilisé dans le 

plan temporel afin de visualiser les réponses temporelles du système bouclé par les deux 

contrôleurs précédents, A cet effet, les mêmes vecteurs d’excitation, qui ont été mentionnés 

dans le chapitre précédent, à savoir ܹ(ݐ), ݀௬(ݐ) et (ݐ)ߟ , sont appliqués sur le système bouclé 

afin de voir et analyser les trois dynamiques de poursuite des références, de rejection des 

perturbations en sortie et d’atténuation de l’effet des bruits de mesure. On obtient donc les 

réponses temporelles présentées par la Figure.2.18 comme suit : 
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Figure.2.18 : Comparaison des sorties globales fournies par les deux contrôleurs 

D’après cette figure, il est clair de constater que le contrôleur robuste synthétisé par la 

méthode ܪஶ a la capacité de fournir la meilleure dynamique d’atténuation des bruits de 

mesure. Les dynamiques de poursuite et de réjection des perturbations de ce contrôleur sont 

acceptables quoiqu’elles nécessitent encore d’autres améliorations. Ceci est l’objectif de la 

prochaine section. 

2.8.2. Compromis de robustesse assuré par la deuxième voie proposée : 

Cette partie a pour but de satisfaire les quatre spécifications citées précédemment dans 

lesquelles le bon compromis de robustesse  est effectué via le réglage de robustesse explicité 

dans la deuxième proposition précédente. A cet effet, les paramètres de la pondération 

continue ௌܹ(ݏ) ainsi que ceux de la pondération continue  ்ܹ(ݏ) sont choisis de nouveau 

comme les suit: 

• Pour ௌܹ(ݏ) , on a ∶ ௌܯ = 1.6949, ߱ = 0.059 et ߝௌ = 1.6949 × 10ି. 

• Pour ்ܹ(ݏ), on a ∶ ்ܯ = 1.4596, ்߱ = 0.36496 et ்ߝ = 0.9124. 

Une autre spécification supplémentaire a été ajoutée au critère de sensibilité et cela pour 

limiter l’énergie des signaux de commande. Cette spécification est représentée par une 

matrice réelle donnée comme suit : 

௨ܹ = ൭0.31623 0 00 0.0056234 00 0 0.1൱ 
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Les trois pondérations citées précédemment sont ensuite utilisées afin de formuler le critère 

de sensibilité mixte dont la solution optimale fournit la représentation d’état discrète du 

contrôleur robuste ܭு(ିݖଵ) . On obtient donc : 

 

 

 

  
 

  

 

 

                                                              ,                                                          et                   

 

 

 

  
La Figure.2.19 représente la comparaison des réponses fréquentielles et temporelles du 

système bouclé par le contrôleur robuste de la méthode ܪஶ et le contrôleur prédictif primaire. 

À partir de cette figure, on observe que la meilleure dynamique de réjection des perturbations 

est celle fournie par le contrôleur synthétisé par la méthode ܪஶ qui assure également la 

satisfaction de la condition sur la stabilité robuste et celle sur les performances nominales. En 

revanche, sa dynamique d’atténuation sur les l’effets des bruits de mesure est dégradée en 

comparaison avec celle fournie par le contrôleur prédictif primaire.    

ܣ = 

0.10204      −0.63067  −0.18735 0.46429 −367.32       −80.9241.0995 × 10ି 0.56246    8.498݁ × 10ି଼ −0.97064 0.40701    0.00059575.3609 × 10ି −0.25415   0.43858 1.7819 × 10ି଼ −0.18492    0.0002157      0.52118   0.36535    0.10854 0.73124 212.79        47.299−6.3359 × 10ି −0.0014371 0.0024827 1.2832 × 10ି −0.00025191 −0.0003434−0.0005068  0.0013007 0.0003864 −0.0014503 0.75756       0.16162

ܦ =  −19.807 6.6005−0.14053 42.6421.0711 24.658൩  ܤ = 

−6.6767  5.3252  −8.8304   −1.0092 × 10ିହ 3.997  −1.4838 × 10ି3.8679        6.0242 0.017462     5.819 × 10ି 0.01377     −0.010469 
1.6312  1.3979 7.0108  0.75853 1046.2 231.112.491 0.96857 13.034 10.466 4321.7 952.1812.909  1.6785 21.498 1.1867 7182 ܥ1586.9 = 
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Figure.2.19 : Comparaison des réponses temporelles et fréquentielles  fournies par les deux 

contrôleurs 

2.9. Conclusion : 

Dans ce chapitre on aborde, la synthèse du contrôleur robuste pendant laquelle on 

représentera le critère de sensibilité mixte par deux problèmes différents d’optimisation à 

savoir, problème ܪஶ sous-optimal et ܪஶ optimal. La fonction objective de chaque problème a 

été formulée à partir d’un choix adéquat des pondérations et cela dans l’objectif de limiter les 

valeurs singulières maximales des différentes sensibilités fournies par le système bouclé. 

Sachant que la structure proposée pour chaque pondération a permis d’avoir une information 

a priori sur la sensibilité correspondante, de même, la synthèse utilisant la 

méthode ܪஶ permet de fournir un bon compromis de robustesse sur la stabilité robuste et sur 

les performances nominales. Pour ces raisons, on a pu orienter notre choix sur les 

pondérations et cela pour assurer les performances nominales avec une marge importante tout 

en respectant la condition sur la stabilité robuste ou bien d’assurer cette dernière avec une 

marge de sécurité élevée tout en respectant la condition sur les performances nominales. En 

comparaison avec les résultats fréquentiels et temporels illustrés dans le chapitre précédent, 

on a confirmé que la stabilité robuste du système bouclé par le contrôleur prédictif primaire 

n’est pas assurée en présence des incertitudes de modélisation chose qui peut produire une 

grande sensibilité aux effets des bruits de mesure et produire également des réponses 

temporelles très fluctuantes en régime permanant. Sachant que cet inconvénient a été résolu 
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par le contrôleur ܪஶ et cela par la minimisation, au plus haut degré, des valeurs singulières 

maximales de leur sensibilité complémentaire en hautes fréquences. A cet effet, l’objectif du 

chapitre suivant consistera donc à améliorer la stabilité robuste fournie par le contrôleur 

prédictif primaire en utilisant la méthode ܪஶ basée sur la première voie proposée pour le 

choix des pondérations spécifiques dans le critère de sensibilité mixte. Le contrôleur fourni 

par cette méthode sera hybridée avec celui de GPC primaire en utilisant la paramétrisation de 

Youla.      
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Ce chapitre sera consacré à l’étude de l’approche de robustification basée sur la 
paramétrisation de Youla. Les factorisations fractionnelles co-premières des deux matrices de 
transfert du modèle de synthèse ainsi que celle du contrôleur primaire seront détaillées. La 
synthèse du contrôleur robustifié sera ensuite formulée sous forme d’un problème 
d’optimisation sous contrainte qui sera résolue par l’approche classique, basée sur 
l’algorithme min-max. Les anomalies de cette approche seront présentées. Ainsi, la recherche 
d’une méthode alternative fera apparaitre notre contribution dans ce domaine, dans la 
mesure où notre méthode est basée sur la comparaison des sensibilités fournies par le 
contrôleur ܪ∞ avec celles fournies par le contrôleur prédictif primaire. par la suite, 
l’identification fréquentielle sera utilisée afin de déterminer la matrice optimale de Youla. 
Cette nouvelle proposition sera également appliquée sur le même système qui a été adopté 
durant les deux chapitres précédents. Les résultats obtenus seront comparés, dans le plan 
fréquentiel et temporel, en utilisant le contrôleur prédictif primaire de GPC et celui synthétisé 
par la méthode ܪ∞. 

3.1. Introduction : 

Dans le premier chapitre, nous avons montré l’efficacité de la version polynomiale de la loi 

GPC sur les systèmes pluridimensionnels dont la dynamique est décrite par un modèle 

prédictif incertain [TK0, BP96, CD87]. Cette version a la capacité d’assurer une bonne 

dynamique de poursuite des trajectoires de référence et cela après un choix convenable des 

paramètres de réglage de cette stratégie de commande [YT95, CD87]. En outre, le choix 

adéquat de ces paramètres doit être effectué suivant des règles de réglage. La validité de cette 

version a été démontrée sur un système pluridimensionnel non carré avec lequel on a vérifié la 

robustesse de stabilité ainsi que les performances nominales dans le plan fréquentiel. Celle-ci 

est assurée à travers des lieux des valeurs singulières maximales de différentes matrices de 

sensibilité fournies par le système bouclé [TM14]. L’évolution de ces sensibilités, notamment 

la sensibilité directe et la sensibilité complémentaire, a permis de découvrir les inconvénients 

majeurs de cette stratégie de commande. Ceux-ci sont apparus à chaque fois que le modèle de 

synthèse est entaché par d’incertitudes de modélisation provoquant, en conséquence, la 

variation de chaque paramètre du modèle dans une plage bornée [MJ06, MJ89]. Un autre 

inconvénient constaté lors de l’analyse de robustesse est la sensibilité du système bouclé aux 

effets des bruits de mesure en haute fréquence. A cet effet, le deuxième chapitre a été présenté 

afin de surmonter ces inconvénients. Cela a été assuré par une autre stratégie de commande 

basée sur la théorie de la commande robuste qui utilise la méthode ܪ∞. Sur la base de cette 

méthode, le problème de synthèse a été formulé par un problème de sensibilité mixte où la 

solution optimale fournit la représentation d’état du contrôleur robuste souhaité. Toutefois, les 

robustesses de stabilité et les performances nominales du système bouclé sont assurées avec 
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des marges très élevées. De même, sa dynamique de poursuite est dégradée d’une manière 

importante. Sur la base de ces deux stratégies de commande suscitées, l’objectif de ce chapitre 

a pour but de conserver la bonne dynamique de poursuite du GPC polynomial et de modifier 

sa robustesse de manière qu’elle devienne similaire à celle obtenue par la méthode ܪ∞. Pour 

atteindre cet objectif, le contrôleur de GPC, appelé par la suite contrôleur primaire, sera 

robustifié par l’approche de Youla dans laquelle une matrice appelée Q-Youla sera 

déterminée sur la base du contrôleur ܪ∞. Ceci permet de faire ressortir un contrôleur 

robustifié assurant les bonnes dynamiques souhaitées. 

3.2. Structure du contrôleur GPC robustifié : 

La commande GPC algorithmique nécessite la modélisation du comportement réel du 

système en utilisant le modèle prédictif de CARIMA, qui a été décrit dans le premier chapitre 

par l’équation (1.13). Cette loi de commande peut être la transformée sous une forme 

polynomiale conduisant, par conséquent, à un contrôleur à deux degrés de liberté [ZA14]. Ce 

contrôleur est présenté par la forme ܴܵ ܶ classique et le système bouclé correspondant a été 

donné par la Figure.1.6. Notons ici que l’étape de robustification du contrôleur primaire 

permet de faire apparaitre une autre structure, notée ici par ܴଵ ଵܵ ଵܶ , représentant le contrôleur 

robustifié. De ce fait, le système bouclé correspondant peut être donné par la Figure.3.1 

comme suit :  

 

 

 

 

 

 

Figure.3.1 : Contrôleur GPC robustifié à 2-DOF reformulé selon la forme standard 

L’objectif ici est de conserver, par le contrôleur robustifié, le même comportement 

d’entrée-sortie fournie par le contrôleur prédictif primaire dans lequel les marges de la 

stabilité robuste et les performances nominales doivent être augmentées et ce en dépit de la 

présence des incertitudes de modélisation non structurées, des effets de bruits de mesures et 

des effets non souhaités causés par la dynamique négligée du système réel en hautes 

fréquences. Pour atteindre les objectifs susmentionnés, la robustification sera basée sur la 

Contrôleur R1S1T1 

 + (ݐ)ܻ
- ∆)(ݐ)ܷܤଵିݖ ଵܵ)ିଵܴଵܴଵି ଵ ଵܶ 

ݐ)ܹ + ଶܰ) ିܣଵ 
+

+
+

 (ݐ)௬ߟ
(ݐ)݀

+
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paramérisation de Youla dans laquelle les transferts décrivant le modèle de synthèse ainsi que 

le contrôleur primaire seront factorisés en utilisant la factorisation fractionnaire co-première. 

3.3. Paramétrisation de Youla :  

3.3.1. Principe :  

Pour un problème de commande, on est souvent amené à définir des ensembles de 

solutions. Pour les décrire de la meilleure manière possible, il est nécessaire de choisir une 

paramétrisation conduisant à une représentation simple. La stabilité pour un problème de 

commande est fondamentale. C’est pourquoi, la paramétrisation des correcteurs stabilisans a 

intéressé le milieu des automaticiens. Les premières approches connues sont apparues dans les 

années 50 mais ce n’est que dans les années 70 que le formalisme actuel a pris réellement 

forme [YJ76]. Une théorie complète est disponible dans [CB01, TS11, RP03]. 

3.3.2. Factorisation co-première des transferts modèle/contrôleur primaire :  

Soit le comportement de poursuite du système bouclé par un contrôleur prédictif primaire 

présenté par la Figure.3.2 comme suit [TM93, MD90]. : 

 

 

 

 Figure.3.2 : Boucle fermée classique 

Rappelons ici que, la factorisation co-première de la matrice de transfert du modèle ܩௗ(ିݖଵ) a 

été décrite, dans le premier chapitre, par l’équation (1.5), où  ܩௗ(ିݖଵ) = ܰ(ିݖଵ). ିܦ ଵ(ିݖଵ) 

représente la factorisation co-première droite de ܩௗ(ିݖଵ), tendis que ܩௗ(ିݖଵ) ℓିܦ = ଵ(ିݖଵ). ℓܰ(ିݖଵ) représente la factorisation co-première gauche de ܩௗ(ିݖଵ). 

3.3.2.1. Factorisation co-première du contrôleur ࡷ(ିࢠ) :  

De la même façon, si le transfert ܭ(ିݖଵ) est celui qui représente le post-compensateur 

stabilisant le système ܩௗ(ିݖଵ), où, la factorisation co-première droite et gauche de ce dernier 

est exprimée, respectivement, comme suit [GK89, DM07, CR96]: ܭ(ିݖଵ) =  ܻబିଵ(ିݖଵ)ܺబ(ିݖଵ)                                                                                    (3.1) 

(ଵିݖ)ܭ =  ܺℓబ (ିݖଵ) ℓܻబିଵ (ିݖଵ)                                                                                 (3.2) 

 + (ݐ)ܻ (ݐ)݁
- (ݐ)1൯ܹ−ݖ൫ܭ(ݐ)1൯ܷ−ݖௗ൫ܩ  1൯−ݖ൫ܪ
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Sachant que, ܻబ(ିݖଵ) est une matrice polynomiale de dimensions ݉ × ݉. Cette dernière 

doit être non singulière. De plus, ܺబ(ିݖଵ) est une matrice polynomiale de dimensions ݉ × ݊. 

En outre, ℓܻబ(ିݖଵ) est une matrice polynomiale non singulière de dimensions ݊ × ݊, et ܺℓబ(ିݖଵ) est une matrice polynomiale de dimensions ݉ × ݊. Nous verrons, dans la suite de ce 

travail, que cette factorisation jouera un rôle important lorsqu’il s’agit de synthétiser le 

transfert du contrôleur robustifié.   

3.3.2.2. Factorisation co-première du pré-compensateur ࡴ(ିࢠ) : 

Dans cette section, le pré-compensateur ܪ(ିݖଵ) du système bouclé peut être factorisé 

comme suit [GK89, DM07, CR96]: ܪ(ିݖଵ) =  ܺబିଵ(ିݖଵ)ܼ(ିݖଵ)                                                                                    (3.3)  ܪ(ିݖଵ) =  ܼℓ (ିݖଵ) ܺℓబିଵ (ିݖଵ)                                                                                 (3.4) 

où ܼ(ିݖଵ) et ܼℓ (ିݖଵ) représentent, respectivement, la matrice polynomiale de 

dimensions ݊ × ݊, et celle de dimensions ݉ × ݉ . La double factorisation (gauche et droite) du 

modèle de synthèse ܩௗ(ିݖଵ) peut assurer l’existence des matrices ܻబ (ିݖଵ), ܺబ(ିݖଵ), 

ℓܻబ (ିݖଵ) et ܺℓబ (ିݖଵ) qui doivent satisfaire l’identité de Bézout généralisée [GK89]. Cette 

dernière est exprimée sous la forme matricielle  suivante: 

 ܻబ ܺబℓܰ ℓ൨ܦ−  ܦ             ܺℓబܰ           − ℓܻబ൨ = ܫ× ×ܫ           00             ൨,                                                   (3.5) 

De l’équation (3.5), on peut définir les égalités matricielles ci-après: 

۔ە
ۓ ℓܦ ℓܻబ +  ℓܰ  ܺℓబ = ܦ×ܻబܫ + ܺబ ܰ   = ×ܻబܺℓబܫ −  ܺబ ℓܻబ  = 0×ℓܰܦ − ℓܦ ܰ    = 0×

                                                                                         (3.6) 

Nous verrons, dans la suite de ce travail, que le système d’équation (3.6) permet de simplifier 

le calcul de la matrice de Youla.    

3.3.3. Paramétrisation de Youla basée sur la factorisation co-première: 

Dans la théorie de la commande robuste, la paramértisation de Youla appliquée sur le pré-

compensateur et le post-compensateur du contrôleur prédictif primaire produit le nouveau 

système bouclé illustré par la Figure.3.3 comme suit [RP03]:  
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Figure.3.3 : Système bouclé par le contrôleur (2-DOF) robustifié 

A partir de la Figure.3.3, le transfert du post-compensateur ainsi que celui de pré-

compensateur du contrôleur robustifié sont respectivement définis comme suit:  

(ଵିݖ)ଵܭ =  ܻభିଵ(ିݖଵ)ܺభ(ିݖଵ) =  ܺℓభ (ିݖଵ) ℓܻభିଵ (ିݖଵ)                                            (3.7) 

(ଵିݖ)ଵܪ =  ܺభିଵ(ିݖଵ)ܼ(ିݖଵ) =  ܼℓ (ିݖଵ) ܺℓభିଵ (ିݖଵ)                                               (3.8) 

avec ܻభ(ିݖଵ) ∈ ℛℋஶ݉×݉,  ܺభ(ିݖଵ) ∈ ℛℋஶ݉×݊, ܺℓభ (ିݖଵ) ∈ ℛℋஶ݉×݉ et  ℓܻభ (ିݖଵ) ∈ ℛℋஶ݊×݊  
qui sont des matrices polynomiales co-premières définies comme suit [YJ76, CB01, APG98]: 

۔ۖەۖ
(ଵିݖ)భܺۓ = ܺబ(ିݖଵ) + (ଵିݖ)ܻభ(ଵିݖ)ℓܦ(ଵିݖ)ܳ = ܻబ(ିݖଵ) − (ଵିݖ)ܳ ℓܰ(ିݖଵ)ܺℓభ(ିݖଵ) = ܺℓబ(ିݖଵ) + (ଵିݖ)ℓܻభ(ଵିݖ)ܳ(ଵିݖ)ܦ = ℓܻబ(ିݖଵ) − ܰ(ିݖଵ)ܳ(ିݖଵ)                                                                  (3.9) 

où ܳ(ିݖଵ) est une matrice polynomiale stable. De plus, si les matrices polynomiales ܻభ , ܺభ,ܺℓభ et ℓܻభ sont choisies de telle sorte que ܻభିଵܺభ = ܺℓభ ℓܻభିଵ, alors elles doivent également 

satisfaire l’identité de Bézout, donnée par la forme matricielle ci-dessous : 

 ܻభ ܺభℓܰ ℓ൨ܦ−  ܦ             ܺℓభܰ           − ℓܻభ൨ = ܫ× ×ܫ           00             ൨,                                                 (3.10) 

A partir de l’équation (3.10), on peut obtenir le système d’équations ci-dessous :  

۔ە
ۓ ℓܦ ℓܻభ +  ℓܰܺℓభ  = ܦ×ܻభܫ + ܺభ ܰ   = ܦ×ℓܰܫ − ℓܦ ܰ    = 0×ܻభܺℓభ − ܺభ ℓܻభ = 0×

                                                                                         (3.11) 

 Selon le type de factorisation effectuée sur une telle matrice de transfert, on peut 

distinguer les deux versions de paramétrisation du post-compensateur cité précédemment. On 

obtient donc : 

+ (ݐ)ܻ
-  ௗܩ

+ (ݐ)ܹ ଵܪ ଵܭ(ݐ)ܷ

+
+

 (ݐ)௬ߟ
݀௬(ݐ)

+
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3.3.3.1. Factorisation co-première droite de ࡷ(ିࢠ) :  

D’après les équations (3.6) et (3.8), si la factorisation co-première droite est utilisée sur le 

transfert de ܭଵ(ିݖଵ), le schéma du système bouclé sera alors donnée par la Figure.3.4 comme 

suit [KB92] : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.3.4 : Système bouclé basé sur la factorisation à droite du transfert de post-compensateur 

Dans ce cas, le transfert qui représente le post-compensateur du contrôleur robustifié est 

obtenu via la transformation linéaire fractionnaire inférieure d’un système d’interconnexion 

fournissant l’expression suivante (voir la Figure.3.5): 

ଵܭ   = ൫ ܻబ − ܳ ℓܰ൯ିଵ൫ܺబ +  ℓ൯                                                                            (3.12)ܦܳ

En tenant compte la condition de singularité suivanteหܫ× − ܳ ℓܰ ܻబିଵห ≠ 0,  pour ܳ ∈ ℛℋ∞. 

 

 

 

 

 

Figure.3.5 : Poste-compensateur fournie par  ܨܮ ℓܶ{߰, ܳ} 

Preuve : 

A partir de la Figure.3.5, on peut constater que la matrice polynomiale ߰(ିݖଵ) représente 

le transfert entre les deux vecteurs exogènes (ܷ , ݁̃ )் et (݁ ,   )். En conséquence, le transfertݑ

du post-compensateur du contrôleur robustifié représente la transformation linéaire 

fractionnaire inférieure de l’interconnexion 〈߰(ିݖଵ), -On obtient donc la relation ci .〈(ଵିݖ)ܳ

dessous : 
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ܨܮ ℓܶ{߰(ିݖଵ), {(ଵିݖ)ܳ = ߰భభ + ߰భమܳ൫ܫ − ߰మమܳ൯ିଵ߰మభ                                    (3.13) 

où les transferts constituant la matrice ߰(ିݖଵ) peuvent être déterminés à partir de la 

Figure.3.4 comme suit:  

ቂܷ̃݁ቃ = ߰భభ(ିݖଵ) ⋮ ߰భమ(ିݖଵ)⋯ ⋮ …߰మభ(ିݖଵ) ⋮ ߰మమ(ିݖଵ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥటೝ(௭షభ)
ቂ݁ݑቃ                                                                      (3.14) 

sachant que les transferts ߰ೕ(ିݖଵ) sont donnés par : 

߰(ିݖଵ) =  ܻబିଵܺబ ⋮  ܻబିଵ⋯ ⋮ … ℓܻబିଵ  ⋮ ℓܰ ܻబିଵ                                                                              (3.15) 

A partir des l’équations (3.13) et (3.15), on obtient : 

ଵܭ = ܻబିଵܺబ + ܻబିଵܳ൫ܫ − ℓܰ ܻబିଵܳ൯ିଵ ℓܻబିଵ                                                               (3.16) 

En effectuant quelques manipulations mathématiques sur l’équation (3.16), on obtient 

l’expression suivante :                                                      ܭଵ = ൫ ܻబ − ܳ ℓܰ൯ିଵ൫ܺబ +  ℓ൯                                                                              (3.17)ܦܳ

3.3.3.2. Factorisation co-première gauche de ࡷ(ିࢠ) :  

 D’après les équations (3.7) et (3.9), la factorisation co-première gauche de ܭଵ(ିݖଵ) sur ℛℋ∞, produit le schéma présenté par la Figure.3.6 [KB92] : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.3.6 : Contrôleur robustifié selon la factorisation co-première gauche 
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Dans ce cas, le transfert qui représente le post-compensateur du contrôleur robustifié est 

obtenu via la transformation linéaire fractionnaire inférieure d’un système d’interconnexion 

fournissant l’expression suivante (voir la Figure.3.7): ܭଵ = ൫ܺℓబ + ܳ൯൫ܦ ℓܻబ − ܰܳ൯ିଵ
                                                                             (3.18) 

En prenant en considération la condition de singularité suivante หܫ× − ℓܻబିଵ ܰܳห ≠ 0,  

pour ܳ ∈ ℛℋ∞. 

  

 

 

 

Figure.3.7 : Post-compensateur fournie par ܨܮ ℓܶ{߰ℓ, ܳ}  

Preuve : 

A partir de la Figure.3.6, on peut constater que la matrice polynomiale ߰ℓ(ିݖଵ) représente 

le transfert entre les deux vecteurs exogènes (ܷ , ݁̃ )் et (݁ , - )். Ainsi, le transfert du postݑ

compensateur du contrôleur robustifié représente la transformation linéaire fractionnaire 

inférieure de l’interconnexion 〈߰ℓ(ିݖଵ),  : On obtient donc la relation ci-dessous .〈(ଵିݖ)ܳ

ܨܮ ℓܶ{߰ℓ(ିݖଵ), {(ଵିݖ)ܳ = ߰ℓభభ + ߰ℓభమܳ൫ܫ − ߰ℓమమܳ൯ିଵ߰ℓమభ                                  (3.19) 

où les transferts constituant la matrice ߰ℓ(ିݖଵ) peuvent être déterminés à partir de la 

Figure.3.6. On obtient donc:  

ቂܷ̃݁ቃ = ߰ℓభభ(ିݖଵ) ⋮ ߰ℓభమ(ିݖଵ)⋯ ⋮ …߰ℓమభ(ିݖଵ) ⋮ ߰ℓమమ(ିݖଵ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥటℓ(௭షభ)
ቂ݁ݑቃ                                                                     (3.20) 

avec ߰ℓ(ିݖଵ) = ܺℓబ ℓܻబିଵ ⋮ ܻబିଵ⋯ ⋮ …ℓܻబିଵ   ⋮ ℓܻబିଵ ܰ. A partir des équations (3.19) et (3.21), on obtient : 

ଵܭ = ܺℓబ ℓܻబିଵ + ܻబିଵܳ൫ܫ − ℓܻబିଵ ܰܳ൯ିଵ ℓܻబିଵ                                                             (3.21) 
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En faisant quelques manipulations mathématiques sur l’équation (3.21), on obtient 

l’expression suivante :                                                      

ଵܭ  = ൫ܺℓబ + ܳ൯൫ܦ ℓܻబ − ܰܳ൯ିଵ
                                                                            (3.22) 

Nous verrons, dans la suite de ce travail, que le système d’interconnexion 〈߰୰(ିݖଵ), ,(ଵିݖ)présenté par la Figure.3.5 (ou bien 〈߰ℓ 〈(ଵିݖ)ܳ  présenté par la 〈(ଵିݖ)ܳ

Figure.3.7) permet de faciliter le calcul de la matrice ܳ(ିݖଵ) par des approches utilisant la 

méthode ܪ∞. Cette méthode est basée sur la formulation du critère de sensibilité mixte dans 

lequel l’amélioration de robustesse dépend de la minimisation des normes  ܪ∞ des matrices de 

sensibilité.    

3.4. Amélioration de la robustesse fournie par le contrôleur primaire: 

La matrice de Youla, qui permet d’améliorer la robustesse de stabilité et des performances, 

sera déterminée à partir de la matrice de transfert du modèle de synthèse ܩௗ(ିݖଵ) et celle du 

contrôleur prédictif primaire ܭ(ିݖଵ). si les performances du système bouclé par le contrôleur 

prédictif primaire sont assurées avec un certain nombre de spécifications. La question qui va 

être posée est : comment assurer les performances précédentes avec une marge de sécurité très 

élevée en présence des incertitudes de modélisation (variation paramétrique du modèle de 

synthèse), des effets des bruits de mesure ainsi que des effets non souhaités causés par la 

dynamique négligée du système réel ? [GK88, ZG81, GD14]. Ces objectifs peuvent être 

atteint via l’analyse des lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilité 

dans le plan fréquentiel.  

3.4.1. Amélioration de la sensibilité complémentaire en sortie: 

Rappelons ici que la matrice de sensibilité complémentaire en sortie fournie par le 

contrôleur primaire est notée par ୷ܶబ(zିଵ) (voir l’équation (1.49)). Cette dernière donne 

l’information sur la stabilité robuste (RS) du système bouclé [GK88, ZG81, OH03, GD14].  

Afin d’améliorer la marge de robustesse en présence des incertitudes multiplicatives non 

structurées amenées a la sortie du modèle, les valeurs singulières maximales de la matrice de 

sensibilité complémentaire du contrôleur robustifié, notée ici par ୷ܶభ, doivent être minimisées 

au maximum possible en hautes fréquences. Cette minimisation peut être assurée par un choix 

optimal de la matrice de Youla ܳ(ିݖଵ). Cette dernière peut modifier l’allure de ୷ܶబ(ିݖଵ)  

suivant l’expression ci-dessous : 
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୷ܶభ = ×ܫ) + ଵܭௗܩଵ)ିଵܭௗܩ = ×ܫ)ௗܩ +  ଵ                                           (3.23)ܭௗ)ିଵܩଵܭ

Ou bien par l’expression :  

୷ܶభ  = ୷ܶబ + ܰܳܦℓ = ୷ܶబ൫ܫ×୫ + ܺబିଵܳܦℓ൯                                                          (3.24) 

En examinant l’équation (3.24), on peut constater que la matrice de Youla a la capacité 

d’améliorer les performances nominales du système bouclé par le contrôleur robustifié. 

Preuve: 

Pour obtenir l’équation (3.24), on substitue les deux matrices : ܩௗ = ܰ. ିܦ ଵ et  ܭଵ =ܻభିଵܺభ dans l’équation (3.23), on obtient donc l’expression suivante : 

୷ܶభ = ܰܦି ଵ(ܫ× + ܻభିଵܺభ ܰܦି ଵ)ିଵ ܻభିଵܺభ                                                        (3.25) 

De l’équation (3.25), on obtient ୷ܶభ = ܰ. ିܦ ଵൣ ܻభିଵ൫ ܻభܦ + ܺభ ܰ൯ ܦି ଵ൧ିଵ ܻభିଵܺభ , ce qui 

implique encore ୷ܶభ = ܰ. ିܦ ଵܦ൫ ܻభܦ + ܺభ ܰ൯ିଵ ܻభ ܻభିଵܺభ. Cette expression peut encore 

être simplifiée. En effet, en faisant, on fait ressortir l’expression suivante ୷ܶభ = ܰ൫ ܻభܦ +ܺభ ܰ)ିଵܺభ. Maintenant, en se basant sur l’identité de Bézout suivante ܻభܦ + ܺభ ܰ  × donnée par l’équation (3.11), on obtient l’expression de la sensibilité complémentaireܫ=

en sortie, fournie par le contrôleur robustifié, qui sera définie par l’expression ci-dessous :  

୷ܶభ  = ܰܺభ                                                                                                               (3.26) 

Considérons l’équation (3.9). Si on remplace l’expression décrivant la matrice polynomiale ܺభ dans l’équation (3.26), on aura donc : 

୷ܶభ  = ܰ൫ܺబ + ℓ൯ܦܳ = ܰܺబ + ܰܳܦℓ                                                                 (3.27) 

Notons ici que la matrice de sensibilité complémentaire fournie par le contrôleur prédictif 

primaire est celle donnée par ୷ܶబ  = ܰܺబ. En  substituant cette dernière dans l’équation 

(3.27), on aura donc l’expression suivante : 

୷ܶభ  = ୷ܶబ + ܰܳܦℓ = ୷ܶబ൫ܫ× + ܺబିଵܳܦℓ൯                                                          (3.28) 

Il est facile de voir dans l'équation (3.28) que les valeurs singulières maximales de la 

matrice de sensibilité complémentaire ߪ௫ൣ ୷ܶభ(݁ିఠ)൧ sont obtenues par la somme des deux 
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matrices ߪ௫ൣ ୷ܶబ(݁ିఠ)൧ et ߪ௫ൣܫ×୫ + ܺబିଵ(݁ିఠ)ܳ(݁ିఠ)ܦℓ(݁ିఠ)൧ dans l’échelle 

logarithmique et cela pour chaque point de la pulsation ω. Par conséquent, le lieu de ߪ௫ൣ ୷ܶభ(݁ିఠ)൧ peut fournir une pente plus abrupte en comparaison à celle fournie par le 

lieu de ߪ௫ൣ ୷ܶబ(݁ିఠ)൧ en hautes fréquences. Ceci confirme clairement que la matrice de 

Youla ܳ(݁ିఠ) a la capacité d’améliorer la robustesse en stabilité si les paramètres sont 

choisis d’une façon optimale. 

3.4.2. Amélioration de la sensibilité directe en sortie: 

Rappelons ici que la matrice de sensibilité directe en sortie, fournie par le contrôleur 

primaire ܵ୷బ(zିଵ), donne une information sur les performances nominales NP du système 

bouclé [GK88]. L’objectif ici est d’améliorer la marge de robustesse de NP en basses 

fréquences à travers la minimisation des valeurs singulières maximales de la matrice de 

sensibilité directe ܵ୷భ, qui est fournie par le contrôleur robustifié. Cet objectif peut être assuré 

par le choix optimal de la matrice de Youla ܳ(ିݖଵ) en utilisant l’expression ci-dessous : ܵ୷భ  = ×ܫ) +  ଵ)ିଵ                                                                                            (3.29)ܭௗܩ

La relation reliant la matrice de Youla et la sensibilité directe initiale est donnée par [GD14] : 

ܵ୷భ = ൫ܫ× − ܰܳ ℓܻబିଵ൯ܵ୷బ                                                                                       (3.30) 

On peut constater dans l’équation (3.30) que la matrice de Youla a la capacité d’améliorer les 

performances nominales du système bouclé par le contrôleur robustifié. 

Preuve : 

Pour obtenir l’équation (3.30), on substitue les deux matrices : ܩௗ = ℓିܦ ଵ ℓܰ et ܭଵ =ܺℓభ ℓܻభିଵ dans l'équation (3.29), on obtient donc l’expression suivante : 

ܵ୷భ  = ൫ܫ× + ℓିܦ ଵ ℓܰܺℓభ ℓܻభିଵ൯ିଵ
                                                                              (3.31) 

A partir l’équation (3.31), on obtient : ܵ୷భ  = ℓܻభ(ܦℓ ℓܻభ + ℓܰܺℓభ)ିଵܦℓ                                                                                (3.32) 

Si l’on tient compte l’identité de Bézout suivante ܦℓ ℓܻభ + ℓܰܺℓభ = ×. On aura donc:  ܵ୷భܫ  = ℓܻభܦℓ                                                                                                               (3.33) 
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Par ailleurs, à partir l’équation (3.9), en substituant la matrice polynomiale ℓܻభ dans l’équation 

(3.33), on obtient donc : 

ܵ୷భ  = ൫ ℓܻబ − ܰܳ൯ܦℓ = ℓܻబܦℓ − ܰܳܦℓ = ൫ܫ× − ܰܳ ℓܻబିଵ൯ ℓܻబܦℓ                      (3.34) 

notons ici que la matrice de sensibilité directe fournie par le contrôleur prédictif primaire est 

définie par ܵ୷బ  = ℓܻబܦℓ. En  la substituant dans l’équation (3.34), on aura :   

ܵ୷భ = ൫ܫ× − ܰܳ ℓܻబିଵ൯  ܵ୷బ                                                                                     (3.35) 

Finalement, il est facile de constater dans l'équation (3.35) que ߪ௫ൣܵ୷భ(݁ିఠ)൧ 
représente la somme de ߪ௫ൣܵ୷బ(݁ିఠ)൧ et ߪ௫ൣܫ× − ܰ(݁ିఠ)ܳ(݁ିఠ) ℓܻబିଵ(݁ିఠ)൧ à 

l’échelle logarithmique et cela pour chaque pulsation ω. Par conséquent, le lieu de ߪ௫ൣܵ୷భ(݁ିఠ)൧ peut fournir une pente très prononcée comparée a celle fournie par le lieu de ߪ௫ൣܵ୷బ(݁ିఠ)൧ en basse fréquences. Ceci confirme clairement que la matrice de 

Youla ܳ(݁ିఠ) a la capacité d’améliorer les performances nominales du système bouclé par 

le contrôleur robustifié si et seulement si les paramètres de ܳ sont bien choisis. 

3.4.3. Amélioration de la sensibilité directe en entrée : 

Cette matrice de sensibilité représente le transfert reliant le vecteur d’entrée ܷ + ݀௨ avec 

celui des perturbations ݀௨ affectant l’entrée du post-compensateur ܭଵ. Elle est définie selon la 

paramétrisation de Youla et la factorisation co-première du contrôleur  ܭଵ = ܻభିଵܺభ 

(respectivement le modèle ܩௗ = ܰܦି ଵ), par l’expression suivante [ZG81, OH03, GD14] : ܵ௨భ = ×ܫ) +  ௗ)ିଵ                                                                                           (3.36)ܩଵܭ 

Cette expression peut être reformulée en fonction de la sensibilité initiale ܵ௨బet la matrice ܳ 

comme suit : 

ܵ௨భ = ܵ௨బ൫ܫ× − ܻబିଵܳ ℓܰ൯                                                                                     (3.37) 

Il est clair de constater dans l’équation (3.37) que la matrice ܳ à la capacité de modifier 

l’allure des valeurs singulières maximales de la matrice de sensibilité ܵ௨బ. 
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Preuve: 

Pour obtenir l’équation (3.37), on substitue les deux matrices : ܩௗ = ܰܦି ଵ et ܭଵ =ܻభିଵܺభ dans l'équation (3.22). On obtient donc l’expression suivante : 

ܵ௨భ = ൫ܫ× + ܻభିଵܺభ ܰܦି ଵ൯ିଵ = ൣ ܻభିଵ൫ ܻభܦ + ܺభ ܰ൯ܦି ଵ൧ିଵ
  

ܵ௨భ = ൫ܦ ܻభܦ + ܺభ ܰ൯ିଵ ܻభ =   ܻభ                                                                 (3.38)ܦ

Considérons à présent, de l’équation (3.9). En remplaçant la matrice polynomiale ܻభ dans 

l’équation (3.38), on obtient donc : 

 ܵ௨భ = ൫ܦ ܻబ − ܳ ℓܰ൯                                                                      

ܵ௨భ = ܵ௨బ − ܳܦ ℓܰ = ܵ௨బ൫ܫ× − ܻబିଵܳ ℓܰ൯                                                         (3.39) 

notons ici que la matrice de sensibilité directe en entrée fournie par le contrôleur prédictif 

primaire est celle donnée par ܵ௨బ  =   ܻబܦ

3.4.4. Amélioration de la sensibilité complémentaire en entrée : 

Le transfert décrivant la sensibilité complémentaire amenée à l’entrée du modèle est 

similairement défini comme celui donné par l’équation (1.50). On obtient donc l’expression 

ci-dessous [ZG81, OH03, GD14] : 

௨ܶభ = ×ܫ)ௗܩଵܭ +  ௗ)ିଵ                                                                                   (3.40)ܩଵܭ

En substituant les deux matrices polynomiales ܭଵ = ܺℓభ ℓܻభିଵ et ܩௗ = ℓିܦ ଵ ℓܰ dans l’équation 

(3.40), on obtient l’expression finale suivante : 

௨ܶభ = ൫ܫ× + ܳܺℓబିଵ൯ܦ ௨ܶబ                                                                                      (3.41) 

Il est clair de constater dans l’équation (3.41) que le choix optimal de la matrice ܳ peut 

modifier l’allure du lieu des valeurs singulières maximales de ܵ௨బ.  

Preuve : 

Sachant que l’expression (3.40) est équivalente à celle donnée par : 

௨ܶభ = ×ܫ)ଵܭ +  ௗ                                                                                     (3.42)ܩଵ)ିଵܭௗܩ
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En substituant les deux matrices polynomiales ܭଵ = ܺℓభ ℓܻభିଵ et ܩௗ = ℓିܦ ଵ ℓܰ dans l’équation 

(3.42), on aura donc:  

௨ܶభ = ܺℓభ ℓܻభିଵ൫ܫ× + ℓିܦ ଵ ℓܰܺℓభ ℓܻభିଵ൯ିଵܦℓି ଵ ℓܰ                                                        (3.43) 

Or, l’expression (4.43) peut encore être simplifiée comme suit :   

௨ܶభ = ܺℓభ ℓܻభିଵൣܦℓି ଵ൫ܦℓ ℓܻభ + ℓܰܺℓభ൯ ℓܻభିଵ൧ିଵܦℓି ଵ ℓܰ                                                   (3.44) 

ce qui implique les expressions ci-dessous : 

௨ܶభ = ܺℓభ ℓܻభିଵ ℓܻభ൫ܦℓ ℓܻభ + ℓܰܺℓభ൯ିଵܦℓܦℓି ଵ ℓܰ                                                          (3.45) 

 ௨ܶభ = ܺℓభ൫ܦℓ ℓܻభ + ℓܰܺℓభ൯ିଵ ℓܰ = ܺℓభ ℓܰ                                                                (3.46) 

A présent, en combinant les équations (3.9) et (3.46), on obtient les expressions suivantes :  

௨ܶభ = ൫ܺℓబ + ܳ൯ܦ ℓܰ                                                                                                (3.47) 

௨ܶభ = ൫ܫ× + ܳܺℓబିଵ൯ܺℓబܦ ℓܰ                                                                                  (4.48) 

Sachant que la sensibilité initiale ௨ܶబest définie par ௨ܶబ = ܺℓబ ℓܰ, d’où : 

௨ܶభ = ൫ܫ× + ܳܺℓబିଵ൯ܦ ௨ܶబ                                                                                      (3.49) 

3.4.5. Conservation de la dynamique de poursuite : 

Lors de la paramétrisation, la dynamique de poursuite fournie par le contrôleur prédictif 

primaire reste inchangée. Autrement dit, le comportement d’entrée-sortie initial est toujours 

conservé pour tout choix effectué sur la matrice ܳ(ିݖଵ). En conséquence, la relation ci-

dessous reste toujours vérifiée [GD14] : ܩభ = బܩ = ܼܰ                                                                                                    (4.50) 

Preuve : 

La dynamique de poursuite des trajectoires de référence assurée par le contrôleur robustifié 

est définie comme suit : ܩభ = ×ܫ)ଵܭௗܩ +  ଵ                                                                               (3.51)ܪଵ)ିଵܭௗܩ
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Cette dynamique de poursuite peut encore être donnée, en fonction de la sensibilité 

complémentaire en sortie, par l’expression ci-dessous : ܩభ = ௬ܶభܪଵ                                                                                                              (4.52) 

En remplaçant les deux matrices polynomiales ܪଵ = ܺభିଵܼ et ୷ܶభ  = ܰܺభdans l’équation 

(4.52), on obtient l’expression suivante : ܩభ  = ܰܺభܺభିଵܼ = ܼܰ                                                                                     (3.53) 

En tenant compte du transfert décrivant la dynamique de poursuite fournie par le contrôleur 

primaire : ܩబ = ×ܫ)ௗܩ + ܪܭௗ)ିଵܩܭ = ௬ܶబܪ = ܰܺబܺబିଵܼ = ܼܰ                       (3.54) 

A partir des équations (3.53) et (5.54), on peut conclure l’égalité suivante ܩభ =  .బܩ

Conformément à toutes les preuves précédentes, le problème de la robustification du 

contrôleur primaire s’articulera sur la détermination optimale des paramètres de la matrice 

polynomiale ܳ(ିݖଵ) assurant un transfert d’ordre très réduit et réalisant tous les objectifs 

suscités. Cette étape sera détaillée dans la section suivante pendant laquelle un nouveau 

problème de sensibilité mixte sera reformulé en fonction de la matrice polynomiale 

inconnue ܳ(ିݖଵ). 

3.5. Détermination de la matrice polynomiale ࡽ(ିࢠ) : 
Dans la théorie de la commande robuste, la synthèse de la matrice polynomiale de Youla 

est souvent effectuée par deux méthodes existantes dans la littérature [RP03, RP08, ZG81, 

OH03, GD14]. La première méthode est basée sur la détermination du modèle généralisé à 

partir de la configuration standard donnée par la Figure.3.5 (ou bien la Figure.3.7). Ensuite, 

un problème ܪஶ est formulé via le système d’interconnexion de ce modèle avec le transfert de ܳ(ିݖଵ) à optimiser. Finalement, un algorithme d’optimisation est appliqué afin de résoudre ce 

problème dont la solution optimale obtenue assure la représentation d’état de la 

matrice ܳ(ିݖଵ) .  
Toutefois pour certaines applications industrielles, cette méthode de synthèse peut fournir 

de bons résultats quant à la garantie des marges acceptables de la stabilité robuste et/ou les 

performances nominales. Néanmoins, lorsque le nombre des performances (à satisfaire) est 
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très élevé, cette méthode peut présenter plusieurs anomalies à savoir, la présence des 

commandes très fluctuantes provoquant l’instabilité du système bouclé, l’obtention d’un 

transfert d’ordre très élevé de la matrice ܳ(ିݖଵ) conduisant, par conséquent, un transfert 

d’ordre immense pour le contrôleur robustifié. Ceci peut produire plusieurs problèmes 

d’implémentation et de maintenance. Pour remédier à ces anomalies, la synthèse de la matrice 

polynomiale de Youla est effectuée via l’optimisation quadratique sous contraintes.  

Cette idée consiste à évaluer le critère ܪஶ dans une fourchette de fréquences contenant un 

nombre important de pulsations. Ensuite, la fonction objective à plusieurs variables est 

minimisée. La solution optimale fournie par cette minimisation permet de définir les 

coefficients de la matrice de Youla. Cette méthode présente plusieurs avantages notamment 

l’inclusion des contraintes fréquentielles et temporelles dans le problème d’optimisation à 

résoudre. Néanmoins, leur efficacité dépend fortement de la convergence de l’algorithme 

utilisé lors la résolution du problème d’optimisation [TM93, SMG12, GD14]. Notre objectif 

étant plus précis, nous allons synthétiser le transfert de Youla mais avec un ordre très réduit. 

Ce transfert est obtenu via l’application séparée de la méthode ܪஶ afin de faire ressortir des 

sensibilités satisfaisant toutes les contraintes du cahier de charges. Ensuite, les paramètres de 

la matrice de Youla sont déterminés systématiquement via l’application de l’approche de 

l’identification fréquentielle où le critère est préalablement imposé par l’utilisateur. A cet 

effet, dans la suite de ce travail, nous allons détailler le principe des deux méthodes de 

synthèse citées précédemment ensuite on présentera notre proposition qui constituera notre 

contribution dans ce travail. 

3.5.1. Solution basée sur l’application explicite de la méthode ࡴஶ : 
L’idée adoptée pour le calcul de la matrice polynomiale ܳ(ିݖଵ) est basée sur la 

détermination, a priori, de la matrice de transfert du modèle augmenté généralisé ܯ(ିݖଵ) , 
qui est illustré par la Figure.3.8 suivante [GD14, SMG12, AMS16, AMS18] : 
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Figure.3.8 : Système d'interconnexion LFTl (M,Q) 

D'après la Figure.3.8, le vecteur d'entrée exogène et de sortie exogène du modèle 

augmenté généralisé ܯ(ିݖଵ) sont respectivement représentés par ݖ et ݖ௨௧. En outre, la 

détermination de la matrice polynomiale ܳ(ିݖଵ) est assurée via la minimisation de la norme ܪஶ de la Transformation Fractionnaire Linéaire inférieure ܨܮ ℓܶ appliquée sur le système 

d’interconnexion 〈ܯ(ିݖଵ),  Sachant que la représentation d’état de la matrice . 〈(ଵିݖ)ܳ

polynomiale ܯ(ିݖଵ) peut être calculée en appliquant la fonction ݈݀݅݊݉݀(∗) qui est 

disponible dans la bibliothèque du ݈݇݊݅ݑ݉݅ܵ/ݔܾ݈ܶ/ܤܣܮܶܣܯ. Cette représentation d’état 

est ensuite utilisée pour synthétiser la représentation d’état de la matrice ܳ(ିݖଵ)  en utilisant 

la fonction ݀ℎ݅݊݊ݕݏ(∗) qui est disponible dans la bibliothèque du ݐݏݑܾܴ/ݔܾ݈ܶ/ܤܣܮܶܣܯ.  

3.5.2. Solution basée sur l’optimisation sous contraintes : 

L’idée, adoptée pour déterminer la matrice polynomiale ܳ(ିݖଵ), est basée sur la 

minimisation de la norme ܪஶ de ܨܮ ℓܶ{ܯ(ିݖଵ),  Cette dernière .(voir la Figure.3.8) {(ଵିݖ)ܳ

est obtenue comme suit [MJ89, GD14]: 

 (ିࢠ)ࡽ

+ 
+

+  
+

+  
-

ܺబ(ିݖଵ)ܻబିଵ(ିݖଵ) ℓܰ(ିݖଵ)
 (ଵିݖ)ௗܩ

(ଵିݖ)்ܹ
ௌܹ(ିݖଵ)

(ଵିݖ)ℓܦ

࢚࢛ࢠ

ࢋ  ࢛ 

 ࢠ

 (ିࢠ)ࡼ
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 ݑ

 (ିࢠ)࣒࢘

(ିࢠ)ࡹ
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݉݅݊ொఢℛℋಮܬ൫ܳ(ିݖଵ)൯ = ݉݅݊ொఢℛℋಮ‖ܨܮ ℓܶ{ܯ(ିݖଵ),  ஶ                                           (3.55)‖{(ଵିݖ)ܳ

sachant que, ܨܮ ℓܶ{ܯ(ିݖଵ), {(ଵିݖ)ܳ = ଵଵܯ + ܫ)ଵଶܳܯ −  ଶଵ                                      (3.56)ܯଶଶܳ)ିଵܯ

De plus, la relation d’entrées-sorties exogènes, est donnée par la forme matricielle ci-dessous: 

ቂݖ்ݖ௦ ቃ⋯̃݁  = ܯଵଵ(ିݖଵ) ⋮ ⋯(ଵିݖ)ଵଶܯ ⋮ (ଵିݖ)ଶଵܯ⋯ ⋮ ൩ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥெ(௭షభ)(ଵିݖ)ଶଶܯ ێێۏ
ߟ݀௬ݓۍ ൩…ݑ ۑۑے

ې
                                                             (3.57) 

Ainsi que la commande stabilisant la boucle est donnée par :  ݑ =  (3.58)                                                                                                              ̃݁(ଵିݖ)ܳ

D’après la Figure.3.8, on obtient les équations suivantes: 

൞்ݖ = ்ܹ ௬ܶబݓ + ்ܹܵ௬బ݀௬ − ்ܹ ௬ܶబߟ + ்ܹܵ௬బܩௗ ܻబିଵݑݖ௦ = ௦ܹܵ௬బݓ + ௦ܹܵ௬బ݀௬ − ௦ܹ ௬ܶబߟ + ௦ܹܵ௬బܩௗ ܻబିଵݑ݁̃ = ݓℓܦ + ℓ݀௬ܦ − ௗܩℓܦ ܻబିଵܺబߟ                                        (3.59) 

 Avec ൝ ܵ௬బ = ൫ܫ× + ௗܩ ܻబିଵܺబ൯ିଵ
௬ܶబ = ൫ܫ× + ௗܩ ܻబିଵܺబ൯ିଵܩௗ ܻబିଵܺబ                                                         (3.60) 

A partir des équations (3.57) à (3.60), en obtient la matrice ܯ(ିݖଵ) exprimée comme suit:   

ቂݖ்ݖ௦ ቃ⋯̃݁  = ێێێۏ
ۍ ்ܹ ௬ܶబ ்ܹܵ௬బ − ்ܹ ௬ܶబ௦ܹ ௬ܶబ ௦ܹܵ௬బ − ௦ܹ ௬ܶబ ൨ ⋮ ቈ    ்ܹܵ௬బ ܩௗ ܻబିଵ     ௦ܹܵ௬బܩௗ ܻబିଵ ⋯ ⋮ ℓܦൣ⋯ ℓܦ ௗܩℓܦ− ܻబିଵܺబ൧ ⋮ 0 ۑۑۑے

ې
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥெ(௭షభ) ێێۏ

ߟ݀௬ݓۍ ൩…ݑ ۑۑے
ې
                  (3.61) 

où chaque transfert de celle-ci est donné comme suit:                                               

ەۖۖ
۔ۖ
ଵଵܯۓۖ = ቈ ்ܹ ௬ܶబ ்ܹܵ௬బ – ்ܹ ௬ܶబ௦ܹ ௬ܶబ ௦ܹܵ௬బ – ௦ܹ ௬ܶబ 

ଵଶܯ = ቈ    ்ܹܵ௬బ ܩௗ ܻబିଵ     ௦ܹܵ௬బܩௗ ܻబିଵ ܯଶଵ = ℓܦൣ ℓܦ ௗܩℓܦ− ܻబିଵܺబ൧ܯଶଶ = 0
                                                                       (3.62) 



Chapitre 3 :           Robustification de la commande prédictive généralisée pluridimensionnelle 
 

Page | 83  
 

Dans ce cas, le critère à minimiser est défini par: 

݉݅݊ொఢℛℋ∞
((ଵିݖ)ܳ)ܬ = ݉݅݊ொఢℛℋ∞

ฯܬଵଵ(ܳ(ିݖଵ)) ((ଵିݖ)ܳ)ଵଶܬ ((ଵିݖ)ܳ)ଶଵܬ((ଵିݖ)ܳ)ଵଷܬ ((ଵିݖ)ܳ)ଶଶܬ ൨ฯ((ଵିݖ)ܳ)ଶଷܬ
∞

           (3.63) 

sachant que 
ەۖۖ
۔ۖ
ۓۖ ((ଵିݖ)ܳ)ଵଵܬ = ܫൣ்ܹ − ܵ௬బ ൫ܫ − ௗܩ ܻబିଵܳܦℓ൯൧ܬଵଶ(ܳ(ିݖଵ)) = ்ܹܵ௬బ ൣܫ + ௗܩ ܻబିଵܳܦℓ൧ܬଵଷ(ܳ(ିݖଵ)) = − ܫൣ்ܹ − ܵ௬బ ൫ܫ + ௗܩ ܻబିଵܳܦℓܩௗ ܻబିଵܺబ൯൧ܬଶଵ(ܳ(ିݖଵ)) = ௌܹൣܫ − ܵ௬బ ൫ܫ − ௗܩ ܻబିଵܳܦℓ൯൧ܬଶଶ(ܳ(ିݖଵ)) = ௌܹܵ௬బ ൣܫ + ௗܩ ܻబିଵܳܦℓ൧ܬଶଷ(ܳ(ିݖଵ)) = − ௌܹൣܫ − ܵ௬బ ൫ܫ − ௗܩ ܻబିଵܳܦℓܩௗ ܻబିଵܺబ൯൧

                          (3.64) 

La matrice polynomiale ܳ(ିݖଵ) est déterminée par la minimisation du problème donné par 

l'équation (3.63) en utilisant l'un des algorithmes d'optimisation suivants: optimisation 

globale, programmation non linéaire sous contraintes ainsi que d'autres algorithmes.  Dans ce 

cas, la matrice de transfert ܳ(ିݖଵ) est supposée ainsi: 

(ଵିݖ)ܳ =  ܳଵଵ(ିݖଵ) ⋯ ܳଵ(ିݖଵ)⋮ ⋱ ⋮ܳଵ(ିݖଵ) ⋯ ܳ×(ିݖଵ)൩                                                                 (3.65) 

De l’équation (3.65), chaque transfert ൛ܳ(ିݖଵ)ൟୀଵ,…,ୀଵ,…,   de la matrice polynomiale ܳ(ିݖଵ) est supposé sous la forme ci-dessous : 

 ܳ(ିݖଵ) = ఏೕ ∏ ቀ௭షభି௭ೕೖቁೖೌೣೖసభ∏ ቀ௭షభିೕቁೌೣసభ                                                                                   (3.66) 

avec ݇௫, ݈௫  représentant, respectivement, le nombre de zéros ݖೖet le nombre de pôles  du transfert ܳ(ିݖଵ) choisis a priori par l’utilisateur, ߠ représente le gain statique 

correspondant. De plus, tous les pôles ainsi que les zéros ݖೖde chaque transfert ܳ(ିݖଵ) 

doivent satisfaire les deux conditions หݖೖห < 1 et หห < 1 respectivement. Dans ce cas, le 

vecteur (à optimiser) est celui donné comme suit [RP03, RP08] : 

ݔ = ߠଵଵ, ,ଵଵభݖ ⋯ , ଵଵೖೌೣݖ , ,ଵଵభ ⋯ , ଵଵೌೣᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥொభభ , ⋯ , ,ߠ ,భݖ ⋯ , ೖೌೣݖ , ,భ ⋯ , ೌೣᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥொ ்
    (3.67) 

sachant que le critère (3.63) dépend de la pulsation ߱ et du vecteur ݔ, il vient donc :  
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݉݅݊ொఢℛℋ∞
(ܳ)ܬ = ݉݅݊௫ maxஸఠஸ ഏ ௫ߪ ܬଵଵ ቀܳ൫݁ିఠ, ൯ቁݔ ଵଶܬ ቀܳ൫݁ିఠ, ൯ቁݔ ଵଷܬ ቀܳ൫݁ିఠ, ଶଵܬ൯ቁݔ ቀܳ൫݁ିఠ, ൯ቁݔ ଶଶܬ ቀܳ൫݁ିఠ, ൯ቁݔ ଶଷܬ ቀܳ൫݁ିఠ,  ൯ቁ   (3.68)ݔ

Par ailleurs, la minimisation du critère (3.68) nécessite, a priori, la discrétisation du demi-

cercle unité de chaque transfert ቄܬ ቀܳ൫݁ିఠ, ൯ቁቅݔ ୀଵ;ଶୀଵ;ଶ;ଷ, d’où, une reformulation du critère 

précédent en fonction du vecteur ݔ seul comme suit: 

݉݅݊௫ ௫ߪ ܬଵଵ ቀܳ൫݁ିఈೖ, ൯ቁݔ ଵଶܬ ቀܳ൫݁ିఈೖ, ൯ቁݔ ଵଷܬ ቀܳ൫݁ିఈೖ, ଶଵܬ൯ቁݔ ቀܳ൫݁ିఈೖ, ൯ቁݔ ଶଶܬ ቀܳ൫݁ିఈೖ, ൯ቁݔ ଶଷܬ ቀܳ൫݁ିఈೖ,  ൯ቁ                          (3.69)ݔ

avec : ߙ = గ(ିଵ)்(ேିଵ) pour ݇ = 1,2, ⋯ , ܰ                                                                                (3.70) 

Il faut noter ici que l’inconvénient majeur de cette méthode de synthèse est la mauvaise 

convergence de l’algorithme d’optimisation utilisé pour la résolution du problème (3.69). 

Cette mauvaise convergence est due au nombre élevé des paramètres à optimiser car la 

solution fournie peut être rapidement rattrapée à des minima locaux produisant, par 

conséquent, un transfert de Youla inacceptable du point de vue pratique. De plus, cette 

méthode de synthèse fournie une matrice de Youla d’ordre très élevé qui compliquerait la 

mise en œuvre du contrôleur 2-DOF-MGPC robustifié, entraînant des coûts élevés et 

provoquant d’éventuels problèmes de maintenance. 

3.5.3. Solution basée sur l’application implicite la méthode  ࡴஶ : 

Dans cette section, nous avons proposé une nouvelle stratégie de robustification qui est 

plus simple que celles qui sont citées dans les deux méthodes précédentes [MJ89, GD14]. 

L’objectif principal de cette stratégie proposée étant d’améliorer les marges de robustesse (RS 

et NP) du contrôleur prédictif primaire [RP03, SM08].  

Cet objectif est atteint en choisissant des formes spécifiques des valeurs singulières 

maximales de différentes sensibilités fournies par le contrôleur prédictif robustifié. En 

comparaison avec la synthèse du contrôleur robuste par la méthode  ܪஶ citée dans le chapitre 

précédent, les formes désirées de sensibilité sont assurées par un choix adéquat des matrices 

de pondération dans le critère de sensibilité mixte correspondant. De ce fait, l’utilisation de 

cette stratégie de commande dans notre proposition peut assurer l’information a priori sur 

l’allure désirée des matrices sensibilités du contrôleur prédictif robustifié qui sont données en 

fonction de la matrice de Youla. Par conséquent, le problème de synthèse de cette dernière 
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revient à minimiser l’écart qui apparait entre les valeurs singulières maximales des sensibilités 

fournies par le contrôleur ܪஶ et celles fournies par le contrôleur prédictif robustifié. Cette 

minimisation est assurée par l’application des approches basées sur l’identification 

fréquentielle dans laquelle la matrice de Youla peut être élaborée avec un ordre très 

réduit. D'autre part, notre méthode proposée n'est pas limitée par une information préalable 

sur la structure de cette matrice. Elle est donc déduite systématiquement par la méthode 

d'identification fréquentielle. 

La synthèse du contrôleur ܪஶ, qui a été mentionné dans le chapitre précédent, est assurée 

par la minimisation de la norme ܪஶ de ܨܮ ℓܶ appliquée sur le système d’interconnexion  〈ܲ(ିݖଵ),   : présenté par la figure.3.9 comme suit [MJ89, GD14, AMS16] 〈 (ଵିݖ)ுܭ

 

 

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.3.9 : Système d'interconnexion LFT (P, KH) 

Selon la Figure.3.9, la synthèse du contrôleur robuste ܭு(ିݖଵ) est effectuée via la 

résolution d’un critère donné comme suit : ݉݅݊ொఢℛℋಮ‖ܨܮ ܶ{ܲ(ିݖଵ),  ஶ                                                                            (3.71)‖{(ଵିݖ)ுܭ

Dans ce cas, la minimisation du critère (3.71) conduit à la résolution du problème de 

sensibilité mixte défini comme suit [GK88, OM04]: 
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݉݅݊ಹఢℛℋಮ ฯ (ଵିݖ)்ܹ ுܶ(ିݖଵ)ௌܹ(ିݖଵ)ܵு(ିݖଵ)ฯஶ⇒ ݉݅݊ಹఢℛℋಮ ݉ܽ߱ݔఢቂ ഏቃ ൝ߪ௫ ቈ ்ܹ൫݁ିఠ൯. ுܶ൫݁ିఠ൯ௌܹ൫݁ିఠ൯. ܵு൫݁ିఠ൯ஶൡ   (3.72) 

Le critère (3.71) est numériquement équivalent à l’inégalité ci-dessous : 

ฯ (ଵିݖ)்ܹ ுܶ(ିݖଵ)ௌܹ(ିݖଵ)ܵு(ିݖଵ)ฯஶ <  (3.73)                                                                                         ߛ

où ߛ désigne le niveau de performance ܪஶ à atteindre. ௌܹ(ିݖଵ) et ்ܹ(ିݖଵ) représentent les 

matrices de pondération qui pénalisent ܵு(ିݖଵ) et ுܶ(ିݖଵ) respectivement. L’inverse de 

chaque pondération représente l’allure désirée de la sensibilité correspondante. Notons ici 

que, si les pondérations précédentes sont bien sélectionnées, le problème d'optimisation (3.73) 

serait résolu par la fonction ݀ℎ݂݈݅݊݉݅ du Matlab. Cette dernière fournit la représentation de 

d'état du contrôleur robuste  ܭு(ିݖଵ) avec lequel un compromis optimal de robustesse entre 

NP et RS est toujours atteint. 

3.5.3.1. Détermination directe de la matrice de Youla :  

Il s’agit de déterminer la matrice de Youla par la comparaison directe entre les matrices de 

sensibilités fournies par le contrôleur ܭு(ିݖଵ) et celles fournies par le contrôleur prédictif 

robustifié. Afin d’atteindre cet objectif, il suffit d’assurer l’égalité entre les deux sensibilités 

directes (ou complémentaires) des deux contrôleurs précédents en faisant ressortir la matrice 

idéale de Youla ܳௗé(ିݖଵ) . On doit alors satisfaire la condition ci-dessous :     

୷ܶ(ିݖଵ) = ுܶ(ିݖଵ)                                                                                                    (3.74) 

En substituant l’équation (3.24) dans l’équation (3.74), on aura donc l’expression suivante: 

ܳௗé = ܺబ൫ ୷ܶబିଵ ுܶ − ℓିܦ×൯ܫ ଵ                                                                              (3.75) 

L’équation (3.75) fournit une matrice de Youla d’ordre très élevé. C’est pour cette raison 

qu’on doit passer par l’identification fréquentielle afin d’élaborer une nouvelle matrice de 

Youla mais avec un ordre très raisonnable du point de vue implémentation du contrôleur 

prédictif robustifié dans la boucle de commande.   
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3.5.3.2. Détermination de la matrice de Youla par l’identification fréquentielle :  

Dans ce cas, la synthèse de la matrice de Youla avec un ordre réduit ܳ∗(ିݖଵ) se traduit par 

la satisfaction de la condition suivante : 

݉݅݊ொ∗ఢℛℋ∞
൯ݔ൫ߦ = ݉݅݊ொ∗ఢℛℋ∞

ቀቛฮܳ∗൫ݔ, ݁ିఈೖ൯ − ܳௗé൫݁ିఈೖ൯ฮቛଶቁଶ                           (3.76) 

avec ݔ qui un vecteur contenant contient tous les pôles, les zéros et les gains de la matrice 

polynomiale ܳ∗(ିݖଵ). La résolution du problème (3.76) est assurée par un algorithme 

d’optimisation basé sur l’identification fréquentielle. Dans ce cas, la solution optimale ݔ∗   doit 

assurer la bonne minimisation de la distance (norme quadratique) entre le transfert prédit ܳ∗ 

et les données mesurées via le transfert idéal ܳௗé. Pour le traitement d’un grand nombre de 

données fréquentielles, on est amené à des problèmes de moindres carrés exclusivement. 

Notons ici que la norme quadratique fréquentielle est particulièrement importante car c’est 

elle que l’on visualise en superposant les transferts mesurés ቄܳௗéೕቅୀଵ,ଶ..,ୀଵ,ଶ,…  avec les 

transferts identifiés ൛ܳ∗ ൟୀଵ,ଶ..,ୀଵ,ଶ,…. Dans notre travail, l’identification paramétrique de chaque 

transfert ܳ∗  est assurée par l’application de la fonction de Matlab ݂݅݀ݎ݂ݐ. L’application de 

cette fonction a pour but d’utiliser la réponse fréquentielle du transfert ܳௗéೕ afin de fournir 

un transfert d’ordre très réduit approximant, en module et en phase, le transfert original. Le 

principe de cette fonction consiste à évaluer le transfert ܳௗéೕ൫݁ିఈೖ൯ dans ݇ points répartis 

sur la bande fréquentielle ߱ ∈  ቂ0, గ்ቃ. Cette évaluation est effectuée par la commande ݂݀ݎ du 

Matlab avec laquelle on peut construire les données d’identification ቂߙ, ܳௗéೕ൫݁ିఈೖ൯ቃ்
 

correspondant au transfert ܳௗéೕ(ିݖଵ). Ensuite, la commande ݂݅݀ݎ݂ݐ est utilisée afin de 

fournir une représentation d’état du transfert ܳ∗  Cette représentation nécessite, le choix .(ଵିݖ)

préalable d’un ordre fixé par l’utilisateur. Afin d’assurer une représentation optimale de ce 

transfert, nous allons proposer l'algorithme suivant: 
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Algorithme : Choix de l’ordre optimal du transfert ࡽ∗   (ିࢠ)

 

Cet algorithme est achevé par l’obtention d’une représentation optimale de  Q୧୨∗ (zିଵ) 

assurant l’ordre réduit ݊ொೕ∗ . 

3.6. Simulations et interprétation des résultats 

La validation de la robustification proposée est effectuée sur le même système physique 

cité précédemment. Dans ce cas, le système bouclé utilisé dans cette simulation est celui 

donné par la configuration présentée dans la Figure.3.1. A cet effet, la factorisation de tous 

les transferts est choisie comme suit :  

ቐܩௗ = ℓିܦ ଵ ℓܰ = ܭܤ∆ଵିݖଵି(ܣ∆) = ܻబିଵܺబ = (∆ܵ)ିଵܴܪ = ܺబିଵܼ = ܴି ଵ ܶ                                                                                (3.77) 

où les transferts ℓܰ, ܦℓ, ܺబ, ܻబ et ܼ sont respectivement définis par : 

Étape 0: De l’équation (3.75), on détermine les transferts ܳௗéೕ(ିݖଵ) ainsi que l’ordre ݊ொೕ 

correspondant. Pour ݅ =  1, . . . , ݉ et ݆ = 1, . . . , ݊, on détermine la réponse fréquentielle du 

transfert ܳௗéೕ(ିݖଵ) puis on construit, via la fonction ݂݀ݎ, les données d’identification ቂߙ, ܳௗéೕ൫݁ିఈೖ൯ቃ்
. On choisit l’ordre ݊ொೕ∗ qui doit satisfaire la condition ݊ொೕ∗ ≤ ݊ொೕ et la 

précision (à atteindre) ݆݅݀݉ߞ∗  puis on passe à l’étape suivante. 

Etape 1: On applique la fonction du Matlab ݂݅݀ݎ݂ݐ sur les données d’identification ቂߙ, ܳௗéೕ൫݁ିఈೖ൯ቃ்
afin  de faire ressortir la représentation d’état de  ܳ∗  puis on passe à (ଵିݖ)

l’étape suivante.   

Etape 2: On calcule la réponse fréquentielle  ܳ∗ (݁ିఈೖ) puis on compare le module de cette 

réponse avec celui de  ܳௗéೕ(݁ିఈೖ). On obtient donc l'erreur en module ߞௗೕ . 

Etape 3: si  ߞௗೕ < ∗ௗೕߞ , on fait décroitre progressivement l'ordre ݊ொೕ∗  avec ݊ொೕ∗ = ݊ொೕ∗ − 1, 

on remplace ൣ ߙ, ܳ∗ (݁ିఈೖ) ൧்
par ቂߙ, ܳௗéೕ൫݁ିఈೖ൯ቃ்

 puis on passe à l'étape 1, sinon, on 

arrête le programme. 
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۔ۖەۖ
ℓܰ     ۓ = ℓܦܤ∆ଵିݖ = బܺܣ∆ = ܴ  ܻబ = ∆ܼܵ = ܶ

                                                                                                        (3.78) 

à partir des équations (3.9) et (3.67), la paramétrisation de Youla est présentée par le système 

ci-dessous :  

ቐ ܴଵ = ܴ + ଵܵ.ܣܳ∆ = ܵ − ଵܶܤଵܳିݖ = ܶ                                                                                                     (3.79) 

De même à partir des équations (3.7), (3.8) et (3.79), les transferts représentant le pré-

compensateur ܪଵ ainsi que le post-compensateur ܭଵ du contrôleur robustifié sont déterminées 

par : 

ቊܭଵ = ܻభିଵܺభ = (∆ܵ − ଵ(ܴି(ܤܳ∆ଵିݖ + ଵܪ(ܣܳ∆ = ܺభିଵܼ = (ܴ + ଵି(ܣܳ∆ ܶ                                                    (3.80) 

En tenant compte de cela, les matrices de sensibilité initiales fournies par le contrôleur 

prédictif primaire sont données par : 

ቊ ܵ௬బ = ×ܫ) + ௗ(∆ܵ)ିଵܴ)ିଵܩ
௬ܶబ = ሾܫ× +  ௗ(∆ܵ)ିଵܴ                                                        (3.81)ܩௗ(∆ܵ)ିଵܴሿିଵܩ

ainsi que les deux sensibilités complémentaires ுܶ et ௬ܶభ:  

ቊ ுܶ = ×ܫ)ுܭௗܩ + ு)ିଵ௬ܶభܭௗܩ = ௬ܶబ(ܫ× + ܴି ଵ∆ܳܣ)                                                                                  (3.82) 

D’où la matrice de transfert idéale de Youla qui est déduite par l’expression ci-dessous : 

ܳௗé = ܺబ൫ ୷ܶబିଵ ுܶ − ℓିܦ×൯ܫ ଵ = ܴ൫ ୷ܶబିଵ ுܶ −  ଵ                           (3.83)ି(ܣ∆)×൯ܫ

La synthèse du contrôleur robustifié à deux degrés de liberté ൫ܪଵ(ିݖଵ),  ൯ est effectuée(ଵିݖ)ଵܭ

par les trois étapes suivantes: 

 Synthèse du contrôleur primaire par la méthode GPC pluridimensionnelle : Pendant la 

synthèse du contrôleur prédictif primaire à deux degrés de liberté ൫ܪ(ିݖଵ),  ൯ , la(ଵିݖ)ܭ
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bonne dynamique de poursuite du système bouclé a été assurée par le choix des paramètres 

de réglage qui ont été mentionnés dans le premier chapitre comme suit:  ൫ ଵܰ, ൣ ଶܰభ, ଶܰమ൧, ௨ܰ, ଵ,ଶ,ଷ൯ߣ = (1, ሾ2, 2ሿ, 1,   10ିଶ. ሾ8, 5, 1ሿ). 

 Synthèse du contrôleur robuste par la méthode ܪஶ : Lors de la synthèse du contrôleur 

robuste ܭு(ିݖଵ) , la bonne dynamique de rejection des incertitudes de modélisation (en 

particulier les incertitudes multiplicatives non structurées amenées à la sortie du modèle) 

ainsi que la bonne dynamique d’atténuation de l’effet des bruits de mesure ont été assurées 

par le choix des deux matrices de pondération qui ont été mentionnées dans le deuxième 

chapitre comme suit : ቊܯ௦ = 2.4975, ߱ = 0.182 × 10ିଶ,   ߝௌ = 1.1 × 10ି்ܯ = 2.5, ்߱ = 0.33 × 10ିଶ,   ்ߝ = 0.1  

 Détermination optimale de la matrice de Youla : De l'équation (3.83), la matrice 

polynomiale désirée  ܳ∗(ିݖଵ), est obtenue par l’application de l’algorithme mentionné 

dans le paragraphe §3.5.3.2 dans lequel on utilise les données suivantes :  

ߙ • = గ(ିଵ)ଷ(ேିଵ) pour ݇ = 1; ⋯ ; 101. 

∗݆݅݀݉ߞ • = 10ିଶ, ݅ ݎݑ = ݆ ݐ݁ 1,2,3 = 1,2. 

d’où la matrice polynomiale de Youla est obtenue comme suit : 

(ଵିݖ)∗ܳ  = ܳଵଵ∗ (ଵିݖ) ܳଵଶ∗ ∗ଶଵܳ(ଵିݖ) (ଵିݖ) ܳଶଶ∗ ∗ଷଵܳ(ଵିݖ) (ଵିݖ) ܳଷଶ∗                                                                            (3.84)(ଵିݖ)

sachant que : 

ܳଵଵ∗ =(ଵିݖ)
-160.78 (1-0.1561z-1)(1+0.1405z-1) ቀ1+479×10-6z

-1
+1.438×10-7z-2ቁ ൫1 +888.4×10-6z-1 + 1.527×10-6z-2൯

 (1-z-1)൫1-802.4×10-6z-1൯൫1 +479.1×10-6z-1 + 1.439×10-7z-2൯൫1 + 888.7×10-6z-1 + 1.528×10-6z-2൯  

ܳଵଶ∗ =(ଵିݖ)
  829.75×10-3 (1-235.1×10-6z-1) (1+1.098×10-7z-1) (1 - 0.4079z-1 + 0.8876z-2)(1-z-1) (1+513.5×10-5z-1) (1-802.3×10-6z-1) (1+1.097×10-7z-1)

 

ܳଶଵ∗ =(ଵିݖ)
1087 (1-0.1868z-1) (1+0.1453z-1) (1 +479.8×10-6z-1 + 1.44×10-7z-2) (1 +890.1×10-6z-1 + 1.527×10-6z-2)(1-z-1) (1-802.4×10-6z-1) (1+479.9×10-6z-1 + 1.44×10-7z-2) (1 + 890.4×10-6z-1 + 1.528×10-6z-2)

 

ܳଶଶ∗ =(ଵିݖ)
0.044 (1-0.002351z-1) (1+4.441×10ିz-1) (1+ 0.05013z-1 + 0.1257z-2)(1-z-1) (1+5135×10-6z-1) (1-802.3×10-6z-1) (1+4.441×10-7z-1)

 

ܳଷଵ∗ =(ଵିݖ)
-865.45 (1-0.1584z-1) (1+0.1486z-1) (1+ 478.7×10-6z-1 + 1.437×10-7z-2) (1 +887.7×10-6z-1 + 1.527×10-6z-2)(1-z-1) (1-802.4×10-6) (1 + 478.7×10-6z-1 + 1.438×10-6z-2) (1 + 888×10-6z-1 + 1.528×10-6z-2)
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ܳଷଶ∗ =(ଵିݖ)
-19.982(1-0.002351z-1) (1- 0.1551z-1+ 0.2131z-2)(1-z-1) (1+5135×10-6z-1) (1-802.3×10-6z-1)

 

La Figure.3.10 illustre la vérification de la condition de robustesse sur la stabilité robuste, et 

cela pour le système bouclé par les trois contrôleurs ܭு(ିݖଵ), ൫ܪ(ିݖଵ), ,(ଵିݖ)ଵܪ൯ et ൫(ଵିݖ)ܭ  : ൯, on obtient donc la figure suivante(ଵିݖ)ଵܭ

 

Figure.3.10 : Vérification de condition sur la stabilité robuste par les trois différents contrôleurs. 

D’après la Figure.3.10, on peut constater que la matrice optimale de Youla a la capacité de 

fournir la même sensibilité complémentaire fournie par le contrôleur robuste  ܭு(ିݖଵ) et cela 

tout au long de la plage des fréquences. Cette figure présente également la détérioration de la 

condition par le contrôleur primaire dans la plage de fréquence ሾ3 × 10ିଷ, ߱௫ሿ 
radians/seconds. A cet effet, on peut conclure que la robustification proposée permet 

d’améliorer la marge de robustesse sur la stabilité robuste ce qui implique, dans le plan 

temporel, une amélioration de la dynamique d’atténuation des bruits de mesures qui affectent 

la boucle de commande.  

Dans la suite de cette simulation, on essaie de vérifier l’impact de cette amélioration sur la 

condition de robustesse par rapport aux performances nominales. Par conséquent, la 

Figure.3.11 illustre la justesse réalité de cette condition de robustesse pour les trois 

contrôleurs susmentionnés, on obtient donc la Figure.3.11 
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Figure.3.11 : la condition sur les performances nominales par les trois différents contrôleurs. 

L’examen de la figure.3.11 fait apparaitre que l’écart entre les deux sensibilités directes 

fournies par les deux contrôleurs ܭு(ିݖଵ) et ൫ܪଵ(ିݖଵ),  ൯ sont pratiquement très(ଵିݖ)ଵܭ

réduites ce qui confirme l’efficacité de la méthode d’identification citée précédemment. De 

plus, on peut remarquer que cette condition reste encore vérifiée par le contrôleur prédictif 

robustifié. Ceci permet de conclure que le compromis de robustesse stabilité robuste 

/performances nominales est bien réalisé par ce contrôleur. 

A partir de ces deux résultats, on peut confirmer que dans le plant temporel, le contrôleur 

prédictif robustifé peut assurer d’une part, une meilleure dynamique de poursuite fournie par 

le contrôleur prédictif primaire. D’autre part, il peut assurer une meilleure robustesse fournie 

par le contrôleur robuste synthétisé par la méthode ܪஶ. 

Par conséquent, pour les réponses temporelles, on utilise les mêmes entrées exogènes 

citées dans les deux chapitres précédents et cela pour obtenir les trois comportements 

suivants : poursuite des trajectoires de référence, réjection des perturbations et atténuation des 

effets des bruits de mesure. On obtient donc les trois figures suivantes :             
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Figure.3.12 : Réponses temporelles fournies par les deux contrôleurs prédictifs : primaire et 

robustifié 

 

Figure.3.13 : Réponses temporelles fournies par les deux contrôleurs: robuste et prédictif robustifié 

 

Figure.3.14 : Réponses temporelles fournies par les trois contrôleurs 
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D’après la Figure.3.12, on peut confirmer que l’objectif de la robustification proposée a 

abouti en raison des dynamiques excellentes fournies par les deux contrôleurs classiques  ܭு(ିݖଵ) et ൫ܪ(ିݖଵ),  ൯. Ces objectifs sont assurés par les signaux de commandes(ଵିݖ)ܭ

fournies par le contrôleur prédictif robustifié qui sont présentés en régime stationnaire comme 

suit : 

 

Figure.3.15 : Commandes fournies par le contrôleur prédictif robustifié 

3.7. Conclusion       

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle stratégie de robustification et cela dans 

le but de robustifier le contrôleur prédictif primaire. Cette proposition nécessite a priori la 

factorisation co-promière de tous les transferts utilisés dans la boucle de commande ainsi que 

la synthèse a priori du contrôleur robuste par la méthode ܪஶ. Cette dernière a été utilisée afin 

de produire des sensibilités désirées et cela via un choix adéquat des pondérations spécifiques. 

Ces sensibilités sont ensuite considérées comme référence puis une structure optimale de la 

matrice de Youla est systématiquement développée via une optimisation basée sur 

l’identification fréquentielle.  

La validation de cette nouvelle stratégie a été montrée sur le même système physique cité 

dans les chapitres précédents et les résultats fournis par le contrôleur robustifié sont comparés 

dans les plans fréquentiel et temporel avec ceux fournis par le contrôleur prédictif primaire et 

celui synthétisé par la méthode ܪஶ. A partir de ces résultats, on a pu conclure que le 

contrôleur robustifié a la capacité d’améliorer la robustesse du contrôleur primaire 
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correspondant. Il est également capable d’assurer la même bonne dynamique de poursuite de 

ce dernier et peut assurer, en outre, la même dynamique de rejection des perturbations et celle 

d’atténuation de l’effet des bruits de mesure du système bouclé par le contrôleur synthétisé 

par la méthode ܪஶ. En conséquence, ces améliorations nous ont conduit à atteindre un bon 

compromis de robustesse ce qui constitue l’objectif de ce travail.  

La validité de cette nouvelle stratégie a été montrée sur un modèle incertain présenté par 

une matrice non carrée et ce, dans l’objectif de confirmer l’efficacité de cette stratégie sur 

d’autres systèmes. Nous allons appliquer, dans le chapitre suivant,  cette robustification sur 

deux systèmes de dimensions différentes. Le premier est décrit par un modèle incertain mono-

variable disponible dans la bibliothèque du logiciel Matlab et le second est un système 

d’énergie renouvelable présenté par un modèle pluridimensionnel incertain présenté par une 

matrice de transfert carrée.                            
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Dans ce chapitre, nous allons validé la nouvelle stratégie de robustification sur deux 
systèmes modélisés par des modèles mathématiques incertains. Le premier modèle décrivant 
la dynamique d’un système hydraulique unidimensionnel, avec lequel la synthèse du 
contrôleur robuste par la méthode ܪஶ a été effectuée afin de satisfaire deux conditions de 
robustesse sur les performances nominales et la stabilité robuste. Le second modèle est celui 
qui décrit le comportement réel d’une Machine Asynchrone à Doubles Alimentations (MADA) 
montée sur un système éolien. Cette dernière a été commandée par un contrôleur synthétisé 
par la méthode ܪஶ utilisant l’approche LMI’s. La synthèse du contrôleur a été effectuée par 
la résolution d’un critère de sensibilité mixte dans lequel deux pondérations ont été choisies à 
l’avance afin de borner les sensibilités du système bouclé.  

4.1. Introduction: 

Dans ce chapitre, nous allons validé la nouvelle stratégie de robustification sur deux 

systèmes physiques modélisés par des modèles mathématiques incertains. Le premier modèle 

décrivant la dynamique d’un système hydraulique unidimensionnel, avec lequel la synthèse 

du contrôleur robuste par la méthode ܪஶ a été effectuée afin de satisfaire deux conditions de 

robustesse sur les performances nominales et la stabilité robuste [GC08]. Cette méthode de 

synthèse est bien détaillée, dans la bibliothèque du Matlab/Robust [CR88],  dans laquelle les 

deux spécifications fréquentielles ont été imposées de telle manière que l’évolution des 

valeurs singulières maximales de la matrice de fonction de sensibilité et de sensibilité 

complémentaire doit toujours être maitrisée et limitée par un gabarit imposé a priori par le 

synthétiseur du contrôleur robuste. 

Le second modèle est celui qui décrit le comportement réel d’une Machine Asynchrone à 

Double Alimentations (MADA) simulant le fonctionnement d’un système éolien [ZY07, 

QY11, KS15]. Ce dernier à été commandé par un contrôleur synthétisé par la méthode ܪஶ 

utilisant l’approche LMI’s [ZP09, SMA17]. Ce contrôleur doit assurer des tensions 

sinusoïdales qui alimentent le réseau public quelque soit la consommation du courant fourni 

par ce générateur. La synthèse du contrôleur a été effectuée par la résolution d’un critère de 

sensibilité mixte dans lequel deux pondérations ont été choisies à l’avance afin de borner les 

sensibilités du système bouclé [BC10].  

Notons ici que, la poursuite et la régulation du premier système bouclé par le contrôleur ܪஶ unidimensionnel, ainsi que la poursuite et la régulation du second système bouclé par le 

contrôleur ܪஶ pluridimensionnel, sont assurées avec des performances plutôt acceptables en 

termes de rapidité d’annulation des erreurs statiques en régime permanant, de qualité des 

réponses temporelles à savoir le temps de montée et de réponse caractérisant la sortie globale 

du système bouclé, de réjection des perturbations qui nécessitent des améliorations afin de les 
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rejeter dans un intervalle du temps très réduit,.etc. Par conséquent, les performances fournies 

par ce type de contrôleurs (de 1-DOF) n’ont pas satisfait les objectifs imposés par le cahier de 

charges. A cet effet, nous allons substituer la structure précédente par une autre à deux degrés 

de liberté (2-DOF) avec laquelle on peut ajuster séparément la poursuite et la robustesse des 

deux systèmes bouclés précédents. Les paramètres de ces structures seront déterminés en 

utilisant la stratégie de la commande prédictive généralisée dans sa version polynomiale. 

Cette version est ensuite robustifiée en utilisant la paramétrisation de Youla avec laquelle on 

peut faire une hybridation avec la stratégie de la commande  ܪஶ.  

Les résultats de simulation seront comparés dans les deux domaines fréquentiel et temporel 

avec ceux fournis par les deux contrôleurs standards précédents. Cette comparaison permet de 

confirmer la validité de notre proposition afin de contrôler d’autres systèmes physiques 

existants dans l’industrie. 

4.2. Commande d’un actionneur hydraulique unidimensionnel : 

4.2.1. Modélisation du système hydraulique :   

Le processus sur lequel a appliqué notre stratégie de robustification représente un 

actionneur hydraulique présenté par la figure ci-dessous : 

 

 

 

 

 

 

 

Figure.4.1 : Schéma d’un actionneur hydraulique à simple effet 

Il s’agit d’un système unidimensionnel à une seule entrée, qui représente ici la pression de 

l’air instrument notée par (ݐ), et une seule sortie, qui représente la position de la tige du 

vérin notée par (ݐ)ߠ. Cette dernière se déplace sous l’effet de l’air comprimé qui ne fournit un 

effort que dans un seul sens [GC08]. Par conséquent, le rappel de la tige à la position initiale 

est assuré par une contre-force produite par un ressort assurant la détente de l’air comprimé à 

travers des orifices ferreux. Le comportement non linéaire décrivant la dynamique de ce 

processus peut être modélisé par un modèle linéaire entaché par des erreurs de modélisation 
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présentées sous forme d’incertitudes multiplicatives non structurées [FM99]. Ce modèle est 

donné par l’expression ci-dessous [CR88]: 

௵(௦)(௦) = (ݏ)ܩ = ଽ௦యାଷ௦మା௦ାଵ                                                                                 (4.1) 

4.2.2. Synthèse du contrôleur robuste : 

Lors de la synthèse du contrôleur robuste par la méthode  ܪஶ , le transfert précédent a été 

discrétisé par un pas d’échantillonnage  ܶ = 0.01 sec. Ensuite, la représentation d’état de ce 

contrôleur a été fournie par la méthode  ܪஶ utilisant les deux équations discrètes de ܴ݅ܿܿܽ݅ݐ. 
Le problème de sensibilité mixte qui découle de cette méthode a été formulé par deux 

pondérations décrivant deux spécifications fréquentielles à savoir : la spécification sur la 

stabilité robuste et celle sur les performances nominales du système bouclé. Ces dernières 

sont déterminées par la discrétisation des deux matrices de pondération diagonales 

sélectionnées, dans l’espace continu, comme suit : 

۔ە
ۓ ௌܹ(ݏ) = ൫ଵା௦ ଷൗ ൯మ.ଵ൫ଵା௦ ଵൗ ൯మ

(ݏ)்ܹ = ଵା௦ ଵൗଷ.ଵ൫ଵା௦ ଷൗ ൯                                                                                                (4.2) 

La norme  ܪஶ désirée limitant le critère de sensibilité mixte est choisie pour ߛ = 0.8. Par 

conséquent, la représentation d’état discrète du contrôleur est obtenue comme suit : 

 

                

               

 

 

ܤ  = [−0.0928 7.7716 −2.4045 −6.6029 −12.2917 6.2863]் 

ܥ             = [57.2627 0.0962 −0.1025 0.4150 −0.0571  0.6599 ], et ܦ = 5.4338. 

Nous verrons, dans la suite de ce travail, que la réponse temporelle du système bouclé par 

ce contrôleur présentera un pic non souhaité induisant la saturation du capteur de position. En 

revanche, ce système bouclé présente un compromis de robustesse très acceptable notamment 

en hautes fréquences où l’effet du comportement non linéaire négligé est important. Il faut 

−0.2491 −0.0018 0.0021 −0.0084 0.0011 −0.0113 −0.0000 0.9801 0.0018 −0.0006 −0.0002 −0.0011 0.0000 −0.0384 0.9738 0.0886 0.0167 0.0866 0.0000 −0.0925 0.0937 0.6802 −0.0605 −0.3133 0.0000 −0.1708 0.2664 −0.4408 −0.2334 0.9037 −0.0000 0.0873 −0.1362 0.2254 −0.0108 −0.1311 

ܣ = 
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noter ici que cette bonne robustesse sera conservée afin d’améliorer la robustesse du système 

bouclé par le contrôleur prédictif primaire. 

4.2.3. Synthèse du contrôleur prédictif primaire : 

Le modèle de ܣܯܫܴܣܥ assurant la prédiction du comportement du système à commander 

est celui donné par les deux polynômes ci-dessous : 

(ଵିݖ)ܣ  = 1 − ଵିݖ 2.68 + ଶିݖ 2.422 −  ଷିݖ 0.7408

(ଵିݖ)ܤଵିݖ   = 0.001389 + ଵିݖ 0.005164 +  ଶିݖ 0.001196

L’objectif de cette partie est de synthétiser un contrôleur prédictif primaire à deux degrés 

de liberté assurant une bonne dynamique de poursuite de la trajectoire de référence. Cet 

objectif est réalisé via le choix des paramètres de réglage suivants : ଶܰ = 6, ௨ܰ = 1 et ߣ =0.04. La version polynomiale de ce contrôleur est donnée sous la forme ܴܵ ܶ  suivante :       

  ܴ(ିݖଵ) = 155.9 − ଵିݖ 365.5 + ଶିݖ 295.3 −  ଷିݖ 81.73

 ܵ(ିݖଵ) = 1 + ଵିݖ 0.5774 + ଶିݖ 0.6543 +  ଷିݖ 0.1319

 ܶ(ିݖଵ) = 2.022 + ଵିݖ 1.131 + ଶିݖ 0.5199 + ଷିݖ 0.1674 +  ସିݖ 0.02267

Nous verrons, dans la suite de ce travail, que le système bouclé correspondant présente une 

sensibilité importante aux effets des bruits de mesure en régime permanant. Ceci est causé par 

rigorisme la condition sur la stabilité robuste. Par conséquent, le compromis de robustesse 

correspondant n’est pas garanti notamment en hautes fréquences. De ce fait, l’objectif de la 

robustification est d’augmenter la marge de robustesse de stabilité du système bouclé et cela 

par la détermination du transfert de Youla assurant les mêmes sensibilités du contrôleur 

robuste cité précédemment [AMS16].      

4.2.4. Synthèse du contrôleur prédictif robustifié: 

L’objectif de cette partie est de déterminer un transfert de Youla permettant d’améliorer la 

stabilité robuste fournie par le système bouclé par le contrôleur prédictif primaire cité 

précédemment. A cet effet, la fonction de transfert de Youla est obtenue via l’application 

directe de l’égalité (3.75), qui a été mentionnée dans le chapitre précédent. On obtient donc : 

ܳௗé(ିݖଵ) = ொಿ൫௭షభ൯ொವ(௭షభ) , sachant que : 
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ܳே(ିݖଵ) = −150.42(1 − ଵିݖ 1.98 + ଶ)(1ିݖ 0.98 + ଵିݖ 0.5134 + ଶ)(1ିݖ 0.06613 − +ଵିݖ 1.487 ଶ)(1ିݖ 5626 − ଵିݖ 1.564 + ଶ)(1ିݖ 0.6947 − 5.396 × 10ିହିݖଵ) 

ܳ(ିݖଵ) = (1 − ଵ)(1ିݖ − ଵ)(1ିݖ 0.9849 − ଵ)(1ିݖ 0.7912 + ଵ)(1ିݖ 0.2894 + −ଵ)(1ିݖ 0.2491 ଵ)(1ିݖ 0002096 − 4.249 × 10ିହିݖଵ +  2.387 × 10ିଽିݖଶ)(1 − +ଵିݖ 1.76 ଶ)(1ିݖ 0.7801 − ଵିݖ 1.695 +  (ଶିݖ 0.7522

4.2.5. Réponses fréquentielles et temporelles: 

    L’analyse de robustesse du système bouclé par les trois contrôleurs cités précédemment 

est effectuée dans la plage des fréquences [10ିଷ  10ହ] radians /sec en utilisant 500 points de 

fréquence.  

La Figure.4.2 illustre l’examen des deux conditions de robustesse (stabilité robuste et 

performances nominales) du système bouclé par les trois contrôleurs.  

 

           Figure.4.2 : Stabilité robuste et performances nominales du système bouclé 

D’après la Figure.4.2,  il est clair de voir que la robustification proposée a la capacité 

d’atténuer les deux pics de résonance des deux fonctions de sensibilité du système bouclé par 

le contrôleur prédictif primaire. La pente la plus descendante survenant dans le module de la 

fonction de sensibilité complémentaire du système bouclé par le contrôleur robustifié, se 

traduit par la bonne atténuation de l’effet des bruits de mesure, ainsi que l’insensibilité aux 

effets de la dynamique non linéaire négligée en hautes fréquences.  

Ces résultats sont confirmés dans le plan temporel, par l’excitation du système bouclé par 

trois entrées exogènes différentes. La première entrée représente la position désirée (à 

atteindre) par la tige du vérin. Elle est donnée sous forme d’un échelon unitaire appliqué tout 

au long de l’intervalle de simulation ainsi fixé [0, 5] secondes.  
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De plus, les incertitudes non structurées affectant le modèle de synthèse sont présentées par 

un signal échelon d’amplitude 0.35 (35% de la référence) appliqué à partir de l’instant ݐ = 1.5 seconde. La dernière entrée représente un bruit blanc de moyenne nulle et de variance (ߟ)ߪ = 0.001 appliqué à partir de l’instant ݐ = 2.5 seconde. La Figure.4.3 présente les 

sorties globales du système bouclé par les trois contrôleurs précédents. Tandis que la 

Figure.4.4 représente le signal de commande fourni par chaque contrôleur correspondant. 

 

Figure.4.3 : Sorties globales du système bouclé 

 
Figure.4.4 : Commandes fournies par les trois contrôleurs 

D’après les figures précédentes, la comparaison des réponses temporelles est illustrée par 

le tableau ci-dessous dans lequel les meilleurs résultats sont mentionnés en gras :  
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Tableau.4.1. Comparaison des réponses temporelles 

Contrôleur  GPC primaire H∞ GPC robustifie 

Régime transitoire:  
temps de montée 0.0545 0.0687 0.0545 
temps de réponse 0.3168 0.4214 0.3168 
Dépassement  1.1715 1.2443 1.1715 
Temps d’annulation de 
perturbation 

0.8910 0.4500 0.4100 

Régime permanent:  

Intervalle de 
fluctuation  

0.8437 ≤ |ݕ| ≤ 1.141 0.9698 ≤ |ݕ| ≤ .  . ૢૡ ≤ |࢟| ≤ .  

Erreur à ࢚ ≤ .  sec. 0% 1.04% 0% 

Energie de commande 
maximale 

6335
 

29.53 12.74 

4.3. Commande de la machine asynchrone à double alimentations MADA 

4.3.1. Modélisation de la machine  

La production de l’énergie éolienne est souvent basée sur la conversion de l’énergie 

produite par le vent en énergie électrique. Cela est obtenu grâce à la rotation du champ 

électrique généré au niveau du rotor de la machine asynchrone, qui est couplé avec une 

turbine par l’intermédiaire d’un engrenage mécanique [EJ04]. Dans ce cas, la machine est 

considérée comme un générateur de tension et la puissance produite est injectée dans le réseau 

électrique à travers un système d’électronique de puissance. A cet effet, la puissance produite 

par le générateur de tension doit avoir les mêmes qualités en tension et en fréquence, 

lorsqu’elle est injectée dans le réseau électrique, (i.e., 220Volts, 60 ou 50Hz). La puissance 

consommée par les clients est souvent classée en deux catégories à savoir : puissance active 

ou réactive. Cette consommation influe directement sur le courant du stator généré par la 

machine [DH03, HY14]. De plus, la variation de cette consommation est considérée comme 

une charge agissant sur la boucle de commande. Par conséquent, l’objectif de notre travail est 

de trouver la manière d’assurer des tensions stables en amplitude et en fréquence dans le 

réseau électrique et cela quelque soit l’énergie électrique consommée. Pour atteindre cet 

objectif, plusieurs approches de commande ont été suggérées ces dernières décennies 

[SMD12, SJ05, KS15]. La synthèse d’un contrôleur stabilisant la boucle de commande par 

ces approches est souvent nécessite souvent des modèles linéaires possédant des paramètres 

invariants dans le temps. Par conséquent, ce type de modèles est pratiquement introuvable 

dans la pratique, et cela est dû aux erreurs de modélisation commises lors de la linéarisation 

du comportement réel de la ܣܦܣܯ [VJ09]. Notons ici que la synthèse du contrôleur qui tient 
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en compte des effets des incertitudes, ainsi que de la dynamique non linéaire négligée a été 

résolue par la méthode ܪஶ , avec laquelle le contrôleur synthétisé peut fournir des tensions 

statoriques très satisfaisantes au vu des caractéristiques électriques souhaitées. Néanmoins, 

pour certaines exigences industrielles telles que la sécurité des équipements, la fatigue des 

instruments de mesure et la consommation énorme de l’énergie électrique,…etc, les 

performances du système bouclé par ce contrôleur doivent être assurées avec une marge de 

sécurité très élevée. A cet effet, nous allons synthétiser un autre contrôleur pluridimensionnel 

à deux degrés de liberté basé sur la stratégie de la commande prédictive généralisée 

polynomiale [AMS18]. Cette dernière peut fournir une dynamique de poursuite très 

acceptable de point de vue qualité des performances électriques. Ensuite, ses marges de 

robustesse sont augmentées en utilisant la robustification proposée dans le chapitre précédent. 

La boucle de commande de cette machine jusqu’à son raccordement dans le réseau électrique 

peut être donnée par la figure ci-dessous [SMA17]:                         

 

 

 

 

 

 

 

Figure.4.5 : Schéma d’une éolienne à vitesse variable basée sur une MADA. 

Le comportement réel de cette machine est décrit par les équations différentielles suivantes 

[QY11, ZY07, ZP09, KS15, SMA17]: 

 Les équations des composantes du vecteur de tension statorique: 

ቐ ௗܸ௦ = ܴ௦ ∙ ௗ௦ܫ + ௗథೞௗ௧ − ߱௦ ∙ ߶௦ܸ௦ = ܴ௦ ∙ ௦ܫ + ௗథೞௗ௧ − ߱௦ ∙ ߶ௗ௦                                                                                 (4.3) 

 Les équations des composantes du vecteur tension rotorique : 
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ቐ ௗܸ = ܴ ∙ ௗܫ + ௗథೝௗ௧ − ߱ ∙ ߶ܸ = ܴ ∙ ܫ + ௗథೝௗ௧ − ߱ ∙ ߶ௗ                                                                                (4.4) 

 Les équations des composantes du vecteur flux statorique : 

൜߶ௗ௦ = ௦ܮ ∙ ௗ௦ܫ + ܯ ∙ ௗ߶௦ܫ = ௦ܮ ∙ ௦ܫ + ܯ ∙ ܫ                                                                                               (4.5) 

 Les équations des composantes du vecteur flux rotorique : 

൜߶ௗ = ܮ ∙ ௗܫ + ܯ ∙ ௗ௦߶ܫ = ܮ ∙ ܫ + ܯ ∙ ௦ܫ                                                                                              (4.6) 

 L’équation du couple électromagnétique : 

ܥ =  ∙ ெೞ ൫߶ௗ௦ ∙ ܫ − ߶௦ ∙  ௗ൯                                                                                (4.7)ܫ

 L’équation mécanique : 

ܥ = ܥ + ܬ ∙ ௗటௗ௧ + ݂ ∙ ߰                                                                                               (4.8) 

Le modèle mathématique linéaire de la MADA comporte deux entrées représentées par le 

vecteur des tensions rotoriques ܸ = [ ௗܸ ܸ]் , et deux sorties représentées par le vecteur 

des tensions statoriques ௦ܸ = [ ௗܸ௦ ܸ௦]். De plus, les perturbations agissant sur la boucle de 

commande sont les charges causées par la consommation de la puissance active ܲ et la 

puissance réactive ܲ dans le réseau public. Étant donnée que l’objectif de la commande reste 

toujours le maintien des tensions statoriques constantes en module et en fréquence. C’est pour 

cette raison que l’on a considéré la consommation précédente comme étant des perturbations 

extérieures représentées par le vecteur des courants statoriques ܫሚ௦ = ሚௗ௦ܫ] ்[ሚ௦ܫ
. En outre, les 

variables d’état sont représentées par le vecteur des flux rotoriques  ߶ = [߶ௗ ߶]், d’où 

l’on obtient la représentation ci-dessous : 

ቈ߶ሶ ௗ߶ሶ  = ܣ௦భభ ௦మభܣ௦భమܣ ௦మమ൨ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥೞܣ
߶ௗ߶ ൨ + ܤ௦భభ ௦మభܤ௦భమܤ ௦మమ൨ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥೞܤ

 ௗܸܸ ൨ + ቈܤ෨௦భభ ෨௦మభܤ෨௦భమܤ ෨௦మమᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ෨ೞܤ
ቈܫሚௗ௦ܫሚ௦                     (4.9) 
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 ௗܸ௦ܸ௦ ൨ = ܥ௦భభ ௦మభܥ௦భమܥ ௦మమ൨ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥೞܥ
߶ௗ߶ ൨ + ܦ௦భభ ௦మభܦ௦భమܦ ௦మమ൨ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥೞܦ

 ௗܸܸ ൨ + ቈܦ෩௦భభ ෩௦మభܦ෩௦భమܦ ෩௦మమᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ෩ೞܦ
ቈܫሚௗ௦ܫሚ௦                   (4.10) 

La matrice de transfert du modèle est déterminée par les données numériques présentées 

dans le Tableau.4.2 suivant : 

Tableau.4.2 : Les paramètres de la MADA 

Paramètres Valeurs Unités 

sR  5.0000 ષ 

rR  1.0113 ષ 

M  0.1346   

sL  ࡴ  0.3409 

rL  ࡴ 0.0605 

rw  ࢉࢋ࢙/ࢊࢇ࢘  146.6 

sw  
2π.(50)  ࢉࢋ࢙/ࢊࢇ࢘ 

4.3.2. Résultats des simulations et discussion 

Dans cette section, la synthèse des contrôleurs stabilisant le système bouclé est effectuée 

en absence des perturbations extérieures (i.e.,  ܫሚ௦ = [0  0]்). De plus, le modèle linéaire 

incertain de la machine est développé via la linéarisation autour d’un point de fonctionnement 

de la machine, dans lequel les courants statoriques sont considérés comme constants, ainsi que 

leur dérivés qui sont nulles. De plus, la linéarisation est effectuée en négligeant tous les modes 

qui se situées en hautes fréquences. Les erreurs de modélisation sont présentées sous forme 

d’incertitudes multiplicatives non structurées amenées à la sortie du modèle nominal de 

synthèse. La discrétisation de ce dernier par le pas d’échantillonnage ܶ = 0.01 seconde 

permet de déterminer le modèle discret de la machine, avec lequel on synthétisera le 

contrôleur robuste, en utilisant la méthode ܪஶ basée sur l’approche LMI.  Ensuite, ce modèle 

discret sera une fois encore utilisé, afin de développer le modèle prédictif de ܣܯܫܴܣܥ, avec 

lequel on synthétisera le contrôleur prédictif primaire. Ces deux derniers contrôleurs seront 

hybridés pour élaborer le contrôleur prédictif robustifié en utilisant la paramétrisation de 

Youla.  

4.3.2.1. Synthèse du contrôleur robuste 

Dans cette section, on commence par la synthèse du contrôleur robuste par la méthode ܪஶ 

basée sur l’approche ܫܯܮ.  Le système bouclé par ce contrôleur est illustré par la Figure.4.6: 
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Figure.4.6 : Système bouclé par le contrôleur 1-DOF utilisant les grandeurs de la MADA dans le 

plan abc 

L’objectif ici est d’assurer un bon compromis de robustesse entre la stabilité robuste et les 

performances nominales. Ce qui se traduit par l’annulation de l’effet des incertitudes de 

modélisation dans les basses fréquences, ainsi que l’atténuation de l’effet des bruits de 

mesure. Ce dernier peut être provoqué par la défaillance des instruments de mesure installés 

dans la boucle de commande. A cet effet, les spécifications imposées par le cahier de charges 

sont les suivantes :    

1. Les spécifications sur les performances nominales : Elles sont présentées par la 

pondération continue ௌܹ(ݏ) = ݀݅ܽ݃൛ ௌܹభభ(ݏ), ௌܹమమ(ݏ) ൟ, avec : 

ௌܹ(ݏ) = ଵସ×ଵషర ቆ ଵା ೞళ.యఱయଵା ೞభర.ళబల×భబషరቇ .  ଶ×ଶ                                                                         (4.11)ܫ

Sachant que ܯ௦ = 2, ߱ = 3.6765 et ߝௌ = 4 × 10ିସ 

2. Les spécifications sur la stabilité robuste : Elles sont présentées par la pondération 

continue ்ܹ(ݏ) = ݀݅ܽ݃൛ ்ܹభభ(ݏ), ்ܹమమ(ݏ) ൟ, avec : 

(ݏ)்ܹ = ଵଵ.ହଷ଼ହ ቆ ଵା ೞరఱ.వయయఴଵା ೞమవ.ఴఱళళ×భబశరቇ ∙  ଶ×ଶ                                                                        (4.12)ܫ

sachant que  ்ܯ = 1.5385, ்߱ = 70.6692 et ்ߝ = 23.6692 × 10ିହ 
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Ces deux pondérations sont discrétisées en utilisant le même pas d’échantillonnage 

précédent. Ensuite, le modèle augmenté correspondant est obtenu afin de formuler le critère 

de sensibilité mixte généralisé. La solution optimale de ce critère fournit, systématiquement, 

la norme désirée ߛ = 0.6937 ainsi que la matrice polynomiale discrète ci-dessous :  

(ଵିݖ)ுܭ = ቈܭுభభ(ିݖଵ) (ଵିݖ)ுమభܭ(ଵିݖ)ுభమܭ  :  , sachant que(ଵିݖ)ுమమܭ

=ுభభ(zିଵ)ܭ  .ସଶସଵ ቀ1+1.015z-1ቁቀ1+.ଵଷ଼ଷషభ+0.9679z-2ቁ (ଵିషభ)మቀ1+0.9946z-1ቁቀ1+0.8464 z-1+z-2ቁ  
=ுభమ(zିଵ)ܭ  .ଵଽହହଶ ቀ1-0.7277z-1ቁቀ1+1.016z-1)(1+0.9289z-1ቁ ቀ1-z-2ቁቀ1+0.994z-1ቁቀ1+0.8464z-1+z-2ቁ  
=ுమభ(zିଵ)ܭ  ି.ଵଽହହଵ ቀ1-0.7277z-1ቁቀ1+0.9952z-1ቁቀ1+1.016z-1)(1+0.9278z-1ቁ ቀ1-z-2ቁ(ଵା.ଽଽସ௭షభ)మቀ1+0.8464 z-1+z-2ቁ  
=ுమమ(zିଵ)ܭ  .ସଶସଵ ቀ1+1.015z-1ቁቀ1+.ଵଷ଼ଷషభ+0.9679 z-2ቁ ቀ1-z-2ቁቀ1+0.9946z-1ቁቀ1+0.8464 z-1+z-2ቁ  

Les réponses fréquentielles et temporelles du système bouclé par le contrôleur ܭு(ିݖଵ) 

seront comparées à celles fournies par les deux contrôleurs prédictifs.    

4.3.2.2. Synthèse du contrôleur prédictif primaire contrôleur conventionnel 

Dans cette section, le système bouclé utilisant le contrôleur prédictif à 2-DOF peut être 

illustré par la Figure.4.7: 

L’objectif ici est de synthétiser un contrôleur prédictif assurant une bonne dynamique de 

poursuite du vecteur des tensions statoriques de référence. Cet objectif peut être abtenu par le 

choix des paramètres de réglage de GPC suivants : ൫ ଵܰ, ൣ ଶܰభ, ଶܰమ൧, ௨ܰ, ,ଵߣ] ଶ]൯ߣ = (1, [2, 2], 2,   [0.038, 0.066]). 
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Figure.4.7 : Système bouclé par le contrôleur 2-DOF utilisant les grandeurs de la MADA dans le 

plan abc 

La version polynomiale du contrôleur prédictif primaire est donnée sous la forme ܴܵ ܶ  

suivante :       

 ܴ(ିݖଵ) = ቈܴభభ(ିݖଵ) ܴభమ(ିݖଵ)ܴమభ(ିݖଵ) ܴమమ(ିݖଵ), sachant que : 

 ܴభభ(ିݖଵ) = 1.149 − ଵିݖ1.666 + ଶିݖ1.563 − ଷିݖ0.857 +  ସିݖ0.372

 ܴభమ(ିݖଵ) = 0.498 − ଵିݖ0.723 + ଶିݖ0.679 − ଷିݖ0.373 +  ସିݖ0.162

 ܴమభ(ିݖଵ) = −0.486 + ଵିݖ0.711 − ଶିݖ0.672 + ଷିݖ0.369 −  ସିݖ0.162

 ܴమమ(ିݖଵ) = 1.117 − ଵିݖ1.634 + ଶିݖ1.543 − ଷିݖ0.848 +  ସିݖ0.371

ܵ(ିݖଵ) = ቈܵభభ(ିݖଵ) ܵభమ(ିݖଵ)ܵమభ(ିݖଵ) ܵమమ(ିݖଵ), sachant que : 

 ܵభభ(ିݖଵ) = 1 − ଵିݖ0.341 + ଶିݖ1.371 − ଷିݖ0.213 +  ସିݖ0.530

 ܵభమ(ିݖଵ) = ଵିݖ0.033− + ଶିݖ0.620 − ଷିݖ0.347 +  ସିݖ0.484

 ܵమభ(ିݖଵ) = ଵିݖ0.024 − ଶିݖ0.613 + ଷିݖ0.339 −  ସିݖ0.482

 ܵమమ(ିݖଵ) = 1 − ଵିݖ0.318 + ଶିݖ1.362 − ଷିݖ0.203 +  ସିݖ0.527
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ܶ(ିݖଵ) = ቈ ܶభభ(ିݖଵ) ܶభమ(ିݖଵ)ܶమభ(ିݖଵ) ܶమమ(ିݖଵ), sachant que : 

 ܶభభ(ିݖଵ) = 0.01352 +  ଵିݖ0.548

 ܶభమ(ିݖଵ) = 0.006667 +  ଵିݖ0.2371

 ܶమభ(ିݖଵ) = −0.0103 +  ଵିݖ0.228

 ܶమమ(ିݖଵ) = 0.02266 +  ଵିݖ0.5268

Nous allons confirmer, plus tard, que le compromis de robustesse du système bouclé par ce 

contrôleur ne peut être atteint. Pour cette raison,  la robustification proposée dans notre travail 

sera indispensable pour améliorer ce compromis de robustesse. 

4.3.2.3. Synthèse du contrôleur prédictif robustifié 

L’objectif de cette partie est d’améliorer le compromis de robustesse fournie par le 

contrôleur prédictif primaire. A cet effet, la matrice polynomiale de Youla est obtenue via 

l’identification fréquentielle citée dans le chapitre précédent, en utilisant les données 

suivantes :  

ߙ • = గ(ିଵ)ଷ(ேିଵ) pour ݇ = 1; ⋯ ; 51. 

∗݆݅݀݉ߞ • = 10ିଶ. ݎݑ ݅ = ݆ ݐ݁ 1,2 = 1,2 

D’où la matrice polynomiale de Youla qui est obtenue comme suit : 

(ଵିݖ)∗ܳ  = ܳଵଵ∗ (ଵିݖ) ܳଵଶ∗ ∗ଶଵܳ(ଵିݖ) (ଵିݖ) ܳଶଶ∗  : ൨, sachant que(ଵିݖ)

ܳଵଵ∗ (ଵିݖ) = 1.03(1 − ଵ)(1ିݖ0.067 − ଵିݖ1.267 + ଶ)(1ିݖ0.575 − ଵିݖ0.151 + ଶ)(1ିݖ0.489 − ଵ)(1ିݖ0.856 − ଵ)(1ିݖ0.0168 − ଵିݖ0.547 + ଶ)(1ିݖ0.809 − ଵିݖ0.519 +  (ଶିݖ0.802
ܳଵଶ∗ (ଵିݖ) = −0.444(1 + ଵ)(1ିݖ0.128 − ଵିݖ1.281 + ଶ)(1ିݖ0.585 − ଵିݖ0.168 + ଶ)(1ିݖ0.496 − ଵ)(1ିݖ0.853 + ଵ)(1ିݖ0.184 − ଵିݖ0.560 + ଶ)(1ିݖ0.809 − ଵିݖ0.504 +  (ଶିݖ0.801

ܳଶଵ∗ (ଵିݖ) = 0.432(1 + ଵ)(1ିݖ0.328 − ଵିݖ1.301 + ଶ)(1ିݖ0.603 − ଵିݖ0.181 + ଶ)(1ିݖ0.510 − ଵ)(1ିݖ0.850 + ଵ)(1ିݖ0.359 − ଵିݖ0.567 + ଶ)(1ିݖ0.816 − ଵିݖ0.494 +  (ଶିݖ0.799

ܳଶଶ∗ (ଵିݖ) = −1.001(1 + ଵ)(1ିݖ0.006 − ଵିݖ1.284 + ଶ)(1ିݖ0.589 − ଵିݖ0.161 + ଶ)(1ିݖ0.495 − ଵ)(1ିݖ0.855 + ଵ)(1ିݖ0.078 − ଵିݖ0.554 + ଶ)(1ିݖ0.811 − ଵିݖ0.512 +  (ଶିݖ0.802
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4.3. 3. Réponses fréquentielles et temporelles du système bouclé 

L’analyse fréquentielle du système bouclé par les trois contrôleurs précédents est effectuée 

dans la plage fréquentielle [߱, ߱௫] = [10ିଶ, 10ାସ] radian/seconde. La Figure.4.8 

illustre l’examen de la condition sur la stabilité robuste du système bouclé par les trois 

contrôleurs cités précédemment.   

 

Figure.4.8 : Robustesse sur la stabilité robuste  

Selon la Figure.4.8, on peut voir que la condition sur la stabilité robuste est bien respectée 

par le contrôleur de la méthode ܪஶ et celui de la méthode GPC robustifiée. Cette figure 

montre également que ߪ௫ൣ ௬ܶబ൫݁ିఠ൯൧ dépasse sa limite supérieure 
ଵఙೌೣቂௐ൫షೕഘ൯ቃ dans la 

plage des fréquences ߱ ∈ [80, 10ସ]rad/sec. En outre, pour les fréquences supérieures 

à  ߱ = 62.49 rad/sec, le lieu des ߪ௫ൣ ௬ܶభ൫݁ିఠ൯൧  est inférieur à la valeur de −12.407 dB. 

Ceci est traduit une amélioration de l’effet des bruits de mesure plus 10ାଵ fois par rapport à 

celui du système bouclé par le contrôleur prédictif primaire. examinons à présent la  

robustesse sur les performances nominales qui est illustré par la Figure.4.9: 
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Figure.4.9 : Robustesse sur les performances nominales  

Selon la Figure 4.9, on peut voir que le contrôleur prédictif robustifié garantit toujours la 

satisfaction de la condition sur les performances nominales mais avec une marge plutot 

acceptable. Comme résultat, ce contrôleur atteint un compromis de robustesse acceptable par 

rapport au celui du contrôleur prédictif primaire. Pour confirmer les résultats dans le plan 

temporel, on applique maintenant trois excitations sur les systèmes bouclés présentés par la 

Figure.4.6 et la Figure.4.7. Ces excitations sont les suivantes: 

• Le vecteur de consigne représente les tensions statoriques triphasées de référence. Ces 

dernières sont imposées par l’amplitude 220 volts et la fréquence égale à ݂ -pour chaque phase. Le vecteur de référence est donc donné par l’expreesion ci  ݖܪ 50=

dessous : 

௦ܸ = ۈۈۉ
ۇ ௦ܸ, = 220 sin ൬2ݐ݂ߨ − 3ߨ2 ൰

௦ܸ, = 220 sin(2ݐ݂ߨ)
௦ܸ, = 220 sin ൬2ݐ݂ߨ + 3ߨ2 ൰ۋۋی

ۊ
ୀହு௭

 

• Le courant de perturbation ܫሚ௦, qui est considéré par le vecteur  ܫሚ௦ =ቆܫሚௗ௦ = ሚ௦ܫܣ30 = ݐ ቇ appliqué à partir de l’instant du tempsܣ30 =  .  ܿ݁ݏ 0.5
• Le vecteur des bruits de mesure ߟ est considéré comme un bruit blanc présenté sous 

forme d’une distribution Gaussienne de valeur moyenne nulle et de variance égale 10. 



Chapitre 4 :                      Validation de la robustification proposée sur des systèmes physiques 

Page | 112  
 

Ce bruit est ajouté dans chaque voie du système bouclé et cela  à partir de l’instant du 

temps ݐ =  . ܿ݁ݏ 0.8

La Figure.4.10 présente l’amplitude fournie par les tensions statoriques triphasées fournies 

par la MADA. 

 

Figure.4.10 : Comparaison entre les trois réponses du système en présence de perturbations et des 

bruits de mesure 

D’après cette figure, on peut observer clairement l’amélioration de la dynamique 

d’atténuation de l’effet des bruits de mesure en régime stationnaire. 

La Figure.4.11, présente la tension statorique ௦ܸೌ fournie par le contrôleur prédictif 

primaire. Cette tension est comparée à celle de la référence ௦ܸ, durant l’intervalle de 

simulation ݐ ∈ [0 , 1] seconde. A partir de cette figure, on peut distinguer trois dynamiques 

qui sont : La dynamique de poursuite de ௦ܸ,en régime transitoire, présentée tout au long de 

l’intervalle du temps ݐ ∈ [0 , 0.1] seconde, par la Figure.4.12, la dynamique de rejection du 

vecteur des charges présentée tout au long de l’intervalle du temps ݐ ∈ [0.48 , 0.6] seconde, 

par la Figure.4.13 et finalement, la dynamique d’atténuation de l’effet des bruits de mesures 

en régime stationnaire présentée tout au long de l’intervalle du temps ݐ ∈ [0.8 , 1] seconde, 

par la Figure.4.14. 
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Figure.4.11 : Tension statorique Vsa assurée par le contrôleur prédictif primaire  

 

Figure.4.12 : Dynamique de poursuite fournie par le GPC primaire en régime transitoire 

 

Figure.4.13 : Dynamique de rejection de l’effet des charges par le GPC primaire 
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Figure.4.14 : Dynamique d’atténuation des bruits par le contrôleur GPC primaire 

D’après les figures précédentes, on peut voir que la dynamique de poursuite du contrôleur 

primaire assure des tensions lisses et stables comportant une fréquence constante égale à 50 

Hz. La rejection de l’effet de charge est effectuée dans un intervalle de temps très court. En 

revanche, l’allure du signal sinusoïdal est partiellement déformée en présence des bruits de 

mesure en régime permanant, chose qui provoque une dégradation remarquable des 

caractéristiques électriques souhaitées.  

La Figure.4.15, présente les mêmes tensions précédentes que celles obtenues avec le 

système bouclé par le contrôleur robuste synthétisé par la méthode ܪஶ. On obtient donc les 

réponses suivantes :   

 

Figure.4.15 : Tension statorique Vsa assurée par le contrôleur robuste 
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Figure.4.16 : Dynamique de poursuite fournie par le contrôleur robuste en régime transitoire 

 

Figure.4.17 : Dynamique de rejection de l’effet de charges par le contrôleur robuste 

 

Figure.4.18 : Dynamique d’atténuation des bruits par le contrôleur robuste 
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  D’après les figures précédentes (4.16, 4.17, 4.18), on peut voir clairement une 

amélioration de la dynamique d’atténuation de l’effet des bruits de mesure (effet presque nul 

en régime permanant). La dynamique de poursuite est caractérisée par l’obtention d’une 

tension stable et lisse ayant une fréquence constante, un dépassement presque nul, un temps 

d’établissement néanmoins lent en comparaison avec celui fourni par le contrôleur prédictif 

primaire. La dynamique de rejection de l’effet des charges est également acceptable et 

nécessitant un temps plutôt lent. Pour le contrôleur prédictif robustifié, celui à conserve 

toujours les meilleures caractéristiques électriques (amplitude, fréquence) fournies en régime 

transitoire par le contrôleur prédictif primaire. Il conserve également les meilleures 

robustesses fournies par le contrôleur robuste. Ces deux résultats sont illustrés par les figures 

ci-dessous :    

 

Figure.4.19 : Tension statorique Vsa assurée par le contrôleur par GPC robustifié 

 

Figure.4.20 : Dynamique de poursuite fournie par le GPC robustifié en régime transitoire 
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Figure.4.21 : Dynamique de rejection de l’effet de charges par le GPC robustifié 

 

Figure.4.22 : Dynamique d’atténuation des bruits par le contrôleur GPC robustifié 

Les dynamiques citées précédemment pour le système bouclé par les trois contrôleurs ont 

aboutie sur des tensions rotoriques (commandes) présentées, pour chaque contrôleur, comme 

suit :   
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Figure.4.23 : Énergie de commande fournie par le GPC primaire 

 

Figure.4.24 : Énergie de commande fournie par le contrôleur robuste  

 

Figure.4.25 : Énergie de commande fournie par le GPC robustifié  

4.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons validé notre approche de robustification pour améliorer la 

marge de robustesse de la stabilité robuste du système bouclé par le contrôleur prédictif 
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primaire, tout en respectant la condition sur les performances nominales. A cet effet, les 

entrées de perturbation sont bien rejetées, l’effet des bruits de mesure sont bien atténués, ainsi 

que le compromis de robustesse a été bien réalisé. La robustification était appliquée sur les 

deux contrôleurs prédictifs primaires. Le premier est conçu pour la commande d’un 

actionneur hydraulique, tandis que le second contrôleur est synthétisé pour commander une 

machine asynchrone à double alimentations.  

Cette nouvelle stratégie est basée sur la conception a priori du contrôleur robuste qui 

assure des allures souhaitées pour ces matrices de sensibilité à travers le choix adéquat des 

matrices de pondération utilisées dans son critère de performance. Cette nouvelle idée 

présente l’avantage de synthétiser, d’une manière systématique, le transfert désiré de Youla 

où sa structure est assurée par une approche basée sur l’identification fréquentielle. La clé de 

succès du contrôleur élaboré par notre proposition réside dans sa capacité de conserver la 

meilleure dynamique de poursuite du contrôleur prédictif primaire en plus du maintien des 

robustesses du contrôleur robuste.  
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Conclusion générale: 

L’un des moyens employés pour sécuriser un système bouclé face aux incertitudes de 

modélisation en présence des effets non souhaitées causées par, la linéarisation du 

comportement réel d’un système à commander, la défaillance des instruments de mesure 

installés dans la boucle de commande et l’existence d’autres grandeurs d’influences,…etc., la 

robustification qui a été proposée dans ce travail offre la possibilité d’atteindre avec succès 

tous les objectifs suscités. Elle a la capacité de développer un contrôleur très robuste assurant 

un compromis de robustesse efficace non seulement pour le régime de fonctionnement 

nominal du système, mais aussi pour tous les régimes perturbés potentiels qui peuvent 

apparaitre à cause des erreurs commises lors de la phase de modélisation. 

La robustification proposée a été appliquée évidemment sur un contrôleur prédictif 

primaire avec lequel une bonne dynamique de poursuite des trajectoires de référence a été 

atteinte via un réglage optimal des paramètres par la méthode GPC. Cette bonne dynamique 

était assurée sans prise en considération de la dégradation de la robustesse du système bouclé 

en cas de présence des incertitudes de modélisation. Cette dernière présente précisément 

l’objet principal d’une autre stratégie de commande : la commande robuste par la 

méthode ܪஶ. Comme cette stratégie de commande destinée à stabiliser les systèmes incertains 

et cela via la quantification de toutes les grandeurs exogènes par des matrices de pondération 

avec lesquelles le critère de sensibilité mixte était formulé puis résolu via un algorithme 

d’optimisation assurant la représentation d’état du contrôleur robuste correspondant. 

A présent, le problème d’hybridation des deux contrôleurs précédents est résolu par le 

développement du transfert de Youla. La détermination de celui-ci faisant l’objet de cette 

thèse. En effet, le problème majeur mentionné dans plusieurs travaux antérieurs, est la 

proposition d’une structure adéquate du transfert de Youla assurant la satisfaction de toutes 

les spécifications imposées par le cahier de charges. En conséquence, l’objectif de notre 

travail devient plus précis. 

Nous avons proposé à cet effet une approche d’optimisation utilisant l’identification 

fréquentielle pour aboutir, d’une manière automatique, sur la structure optimale de ce 

transfert. Les étapes requises, pour robustifier le contrôleur prédictif primaire, ont été 

détaillées et validées dans chacun des chapitres de ce manuscrit. Et cela via la commande 

d’un système incertain modélisé par un transfert non carré. Les résultats obtenus sont 
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présentés dans les deux plans fréquentiel puis temporel dans lesquels les avantages et les 

inconvénients des contrôleurs standards ont été présentés. 

Finalement, le manuscrit est achevé par la validation de l’approche proposée sur deux 

prototypes très connus dans des revues de renommées internationales. Le premier système est 

celui de l’actionneur hydraulique dont les détails sont disponibles dans la bibliothèque du 

Matlab et le second système est un générateur asynchrone à doubles alimentations présenté 

dans plusieurs travaux antérieurs. 

Les résultats de simulation fournis par la robustification proposée sont très encourageants. 

Les améliorations requises pour perfectionner cette idée peuvent ouvrir une fenêtre à d’autres 

éventuels candidats dans le futur proche. 

Perspectives :  

Comme perspective, nous conseillons les futurs candidats intéressés par cet axe de 

recherche de penser à introduire l’ordre fractionnaire dans le transfert de Youla lors de la 

phase de robustification du contrôleur prédictif primaire. en outre, d’autres perspectives 

peuvent être résumées dans les points ci-dessous : 

• Tenir compte des incertitudes structurées lors la phase de modélisation et de 

synthèse du transfert de Youla assurant une marge de sécurité face à ce type 

d’erreurs de modélisation. 

• Introduire les pondérations fractionnaires dans le critère de sensibilité mixte afin 

de prendre en considération la présence d’un niveau élevé des spécifications 

fréquentielles et pourquoi ne pas, prendre en compte également les spécifications 

temporelles. 

• Proposer une méthode efficace et simple permettant de résoudre le problème de la 

synthèse du transfert de Youla par la méthode directe.                    
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Introduction : 

Nous montrons dans cette partie une méthode de résolution des équations diophantiennes 

données dans le chapitre I, cette dernière donnée pour le cas ou ܥ(ିݖଵ) ≠  × du modèle de߇

CARIMA. 

Résolution récursive de l’équation diophantienne: 

Soit (ܧ,  :) l’unique couple solution de l’équation Diophantienne (1.17)  avecܨ

ܥ = ∆ܣܧ +  ,                                                                                                             (A.1)ܨିݖ

Avec :  ܣ(ିݖଵ) = ×߇ + ଵିݖଵܣ + ଶିݖଶܣ + ⋯ +  ೌ                                                            (A.2)ିݖೌܣ

∆= 1 − (ଵିݖ)ܥ ଵ                                                                                                                          (A.3)ିݖ = ×߇ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ +                                                                 (A.4)ିݖܥ

(ଵିݖ)ܧ = ܧ + ଵିݖଵܧ + ⋯ + ିଵܧ  ାଵ                                                                         (A.5)ିݖ

(ଵିݖ)ܨ = ܨ + ଵିݖଵܨ + ⋯ + ܨ  (ೖ)                                                                          (A.6)ିݖ

Les coefficients des matrices ܧ ,ܥ ,ܣet ܨ sont des polynômes en ିݖଵ qui ont pour degrés 

respectifs ݊, ݊, ݇ − 1 et ݂݊(). 
Les matrices ܣ, ܥ, ܧ et ܨ sont à coefficients réels et regroupent les coefficients de ces 

polynômes. 

Le couple des matrices de polynôme (ܧ, ܨ) est l’unique solution de cette équation, que 

l’on peut encore mettre sous la forme :  

×߇ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ିݖܥ = ܧൣ + ଵିݖଵܧ + ⋯ + ିଵܧ ×߇ାଵ൧ൣିݖ + ଵିݖଵܣ ଶିݖଶܣ+ + ⋯ + ×߇ೌ൧ሾିݖೌܣ − ଵሿିݖ + ܨ + ଵିݖଵܨ + ⋯ + ܨ  (ೖ)                            (A.7)ିݖ

Le degré de la matrice ܧܣ∆ vaut ݊ + ݇ et le degré de ିݖଵܨ est ݂݊() + ݇. Etant donné 

que les ordres des deux membres de l’équation (A.7) doivent être identiques, on déduit par 

identification l’ordre ݂݊()du polynôme ܨ  : 
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ቊ݊ ≤ ݊ + ݇ ⇒ ݊ + ݇ = ݂݊() + ݇݊ > ݊ + ݇ ⇒ ݂݊() + ݇ = ݊                                                                                  (A.8) 

D’où :  

݂݊() = ,݊)ݔܽ݉ ݊ − ݇)                                                                                                    (A.9) 

Pour l’horizon de prédiction ݇ − 1, l’équation (A.1) s’écrit : 

ܥ = ∆ܣିଵܧ +  ିଵ                                                                                                 (A.10)ܨାଵିݖ

A partir de (A.1) et (A.10), on obtient : (ܧ−ܧିଵ)ܣ∆ + ܨଵିݖ)ାଵିݖ − (ିଵܨ = 0                                                                     (A.11) 

Etant donné la forme de ∆ (équation (A.4)), on peut récrire (A.11) de la manière suivante : 

ൣ൫ܧ − ିଵ൯ܧ + ൫ܧଵ − ଵିݖଵିଵ൯ܧ + ⋯ + ൫ܧିଶ − ାଶିݖିଶିଵ൯ܧ + ିଵܧ ାଵ൧ିݖ ×߇ൣ× + ଵܣ) − ଵିݖ(×߇ + ଶܣ) − ଶିݖ(ଵܣ + ⋯ + ൫ܣೌ − ೌିݖೌିଵ൯ܣ − ೌିଵ൧ିݖೌܣ ିଵܨାଵൣିݖ− + ൫ܨଵିଵ − ଵିݖ൯ܨ + ⋯ + ൫ܨିଵ − ܨ ൯ିݖ − ܨ ିଵ൧ିݖ = 0              (A.12) 

En identifiant les membres de gauche et de droite, on trouve que : 

ܧ − ିଵܧ = 0     ∀݆ = 0, … . , ݇ − 2                                                                                  (A.13) 

Par conséquent, on a : 

ܧ = ିଵܧ + ିଵܧାଵିݖ                                                                                                     (A.14) 

On peut simplifier les notations en écrivant que ܧ =   ∀݆. Ainsi l’équation (A.12)ܧ

devient : 

×߇ିଵൣܧାଵିݖ + ଵܣ) − ଵିݖ(×߇ + ⋯ + ൫ܣೌ − ೌିݖೌିଵ൯ܣ − ೌିଵ൧ିݖೌܣ ିଵܨାଵൣିݖ= + ൫ܨଵିଵ − ଵିݖ൯ܨ + ⋯ + ൫ܨିଵ − ܨ ൯ିݖ − ܨ   ିଵ൧ିݖ
Et on déduit que : ିݖଵܨ = ିଵܨ −  (A.15)                                                                                          ∆ܣିଵܧାଵିݖ
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A partir de ces relations, on peut finalement définir l’algorithme de calcul récursif suivant : 

Initialisation de la récurrence : 

Pour k=1, l’équation (A.7) s’écrit :    

×߇ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ିݖܥ = ×߇ൣܧ + ×߇) + ଵܣ − ଵିݖ(×߇ + ⋯ +൫ܣೌ − ೌିݖೌିଵ൯ܣ − ೌିଵ൧ିݖೌܣ + ଵܨ + ଵିݖଵଵܨ + ⋯ + ଵܨ   ିଵିݖ

Avec ݂݊(ଵ) = max (݊, ݊ − 1).  On en déduit les initialisations suivantes : 

ቊ ܧ = ܨ×߇ = ଵܥ − ାଵܣ)ܧ − (ܣ   0 ≤ ݅ ≤ ݂݊(ଵ)                                                                       (A.16) 

Calcul récursif de E et F : 

On utilise l’équation (A.15), on déduit la récurrence pour ݅ ≥ 2: 

ቊ ିଵܧ = ܨିଵܨ = ାଵିଵܨ − ାଵܣ)ିଵܧ − (ܣ   0 ≤ ݅ ≤ ݂݊(ଵ)                                                                (A.17) 

Résolution récursive de l’équation diophantienne : 

Soit l’équation diophantienne que l’on rappelle ici : ܧ. ܤ = .ܥ ܩ +                                                                                                        (A.18)ܪିݖ

Dans laquelle : ܤ(ିݖଵ) = ܤ + ଵିݖଵܤ + ଶିݖଶܤ + ⋯ +  ್                                                              (A.19)ିݖ್ܤ

(ଵିݖ)ܧ = ܧ + ଵିݖଵܧ + ⋯ + (ଵିݖ)ܥ ାଵ                                                                        (A.20)ିݖିଵܧ = ×߇ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ +                                                             (A.21)ିݖܥ

∆= ߜ = 1 −  ଵ                                                                                                                 (A.22)ିݖ

(ଵିݖ)ܩ = ܩ + ଵିݖଵܩ + ⋯ + ିଵܩ  ାଵ                                                                      (A.23)ିݖ

(ଵିݖ)ܪ = ܪ + ଵିݖଵܪ + ⋯ + ܪ                                                                           (A.24)ିݖ
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Les coefficients des matrices  ܤ(ିݖଵ), ܧ(ିݖଵ), ܥ(ିݖଵ),  ܩ(ିݖଵ)et  ܪ(ିݖଵ)sont des 

polynômes en ିݖଵ dont les coefficients sont regroupés dans les matrices réelles ܤ(ିݖଵ), ܧ(ିݖଵ), ܥ(ିݖଵ), ܩ(ିݖଵ) et  ܪ(ିݖଵ). Les degrés respectifs de ces polynômes sont ܾ݊, ݆ − 1, ݊ܿ, ݆ − ℎ. Sachant que ݊݊  ݐ݁ 1 = max(݊, ݊) − 1.  

On suppose que les matrices ܥ s’écrit sous forme diagonale, i.e.,ܥ(ିݖଵ) =  ×߇(ଵିݖ)ܿ

avec ܿ(ିݖଵ) est un polynôme de degré  ݊ܿ. 

Le couple des matrices (ܩ(ିݖଵ),  est l’unique solution de cette équation, que l’on ((ଵିݖ)ܪ 

peut encore mettre sous forme suivante : 

ሾܧ + ଵିݖଵܧ + ⋯ + ାଵሿିݖିଵܧ × ܤൣ + ଵିݖଵܤ + ଶିݖଶܤ + ⋯ + ್൧ିݖ್ܤ = ×߇ൣ ଵିݖଵܥ+ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ൧ିݖܥ × ܩൣ + ଵିݖଵܩ + ⋯ + ିଵܩ ାଵ൧ିݖ + ܪൣ + ଵିݖଵܪ + ⋯ ܪ+  ൧                                                                                                                            (A.25)ିݖ

L’ordre des polynômes des deux membres de (A.25) doit être identique. D’où les relations 

suivantes : 

ܵ݅ ൜ (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ  ≤ (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ  ݏݎ݈ܽ  (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ   = (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ(ࡿ) ݁ݎ݀ݎ   > (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ  ݏݎ݈ܽ      (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ   ≤  (A.26)                           (ࡿ) ݁ݎ݀ݎ 

Ce qui se traduit par : 

 ൜݊ ≤ ݊ ⇒ ݊ = ݊ − 1݊ > ݊ ⇒ ݊ = ݊ − 1                                                                                                  (A.27) 

On en déduit l’ordre ݊ du polynôme H : ݊ = max(݊, ݊) − 1                                                                                                       (A.28) 

On récrit l’équation (A.18) pour l’horizon de prédiction ݇ − 1 : 

.ିଵܧ ܤ = .ܥ ିଵܩ +  ିଵ                                                                                           (A.29)ܪିݖ

En faisant la différence entre (A.18) et (A.29), on obtient :  ܩ)ܥ − (ିଵܩ + ିଵܪ−ܪଵିݖାଵሾିݖ − ሿܤ(ିଵܧ−ܧ)ାଵିݖ = 0                                  (A.30)                        

d’après l’équation (A.14) : ܧ−ܧିଵ =                         ାଵ                                                                                                     (A.31)ିݖିଵܧ
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D’où : ܩ)ܥ − (ିଵܩ − ିଵܪାଵሾିݖ − ܪଵିݖ + ሿܤିଵܧ = 0                                                     (A.32)                         

En récrivant cette équation sous forme étendue on arrive à : 

×߇ൣ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ܩ൧ൣ൫ିݖܥ − ିଵ൯ܩ + ൫ܩଵ − ଵିݖଵିଵ൯ܩ + ൫ܩଶ ଶିݖ(ଶିଵܩ− ⋯ + ൫ܩିଶ − ାଶିݖିଶିଵ൯ܩ + ିଵܩ ାଵ൧ିݖ − ିଵܪൣ + ⋯ + ൫ܪିଵ − ିଵܪ ൯ିݖ ܪ+ ିଵ൧ିݖ + ܤିଵൣܧ + ଵିݖଵܤ + ⋯ + ್൧ܤ = 0                                                            (A.33) 

Etant donné que les polynômes de ܥ ne peuvent pas être factorisé par ିݖାଵ, on trouve 

que : 

ܩ − ିଵܩ = 0       ∀݇ = 0,1, … , ݆ − 2                                                                               (A.34) 

Et par conséquent, on a : 

ܩ − ିଵܩ =   ିଵ                                                                                                   (A.35)ܩାଵିݖ

L’égalité (A.34) permet de simplifier les notations et d’écrire que ∀݇, ିଵܩ =  , ainsiܩ

l’équation (A.33) devient : ܩܥିଵିݖାଵ − ିଵܪାଵሾିݖ − ܪଵିݖ + ሿܤିଵܧ = 0                                                        (A.36) 

D’où l’on peut déduire l’équation récursive suivante : ିݖଵܪ = ିଵܪ − ିଵܩܥ +  (A.37)                                                                                     ܤିଵܧ

Ces relations permettent de définir l’algorithme de calcul récursif suivant : 

Initialisation de la récurrence : 

Pour ݇ = 1, l’équation (A.25) s’écrit : 

ܤൣܧ + ଵିݖଵܤ + ⋯ + ್൧ܤ = ×߇ൣ + ଵିݖଵܥ + ଶିݖଶܥ + ⋯ + ܩ൧ିݖܥ + ଵିݖଵܪൣ + ⋯ ଵܪ+  ିଵ൧                                                                                                                                    (A.38)ିݖ

On déduit que : 
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൜ ܩ = ଵܪܤܧ = ାଵܤܧ − ܩାଵܥ        0 ≤ ݅ ≤ ݊                                                                                 (A.39) 

Calcul récursif de G et H : 

En récrivant l’équation (A.36) de manière étendue, on obtient : 

ଵିݖܪൣ + ⋯ + ܪ ିଵିݖ = ିଵܪ + ଵିݖଵିଵܪ + ⋯ + ିݖିଵܪ −൧ൣ݉߇×݉ + 1−ݖ1ܥ 2−ݖ2ܥ+ + ⋯ + 1−݇ܩ൧ܿ݊−ݖܿ݊ܥ + 0ܤ1ൣ−݇ܧ + 1−ݖ1ܤ + ⋯ +  ൧                                             (A.40)ܾ݊−ݖܾ݊ܤ

Pour ܭ ≥ 2 on a donc : 

ቊ ିଵܩ = ିଵܪ + ܪܤିଵܧ = ାଵିଵܪ + ାଵܤିଵܧ − ିଵܩାଵܥ        0 ≤ ݅ ≤ ݊                                                          (A.41) 
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Propriétés de la Transformation fractionnaire linéaire (LFT) :  

Soient les deux matrices P et Q qui sont données comme suit :  

ܲ =  ଵܲଵ ଵܲଶଶܲଵ ଶܲଶ൨ et ܳ = ܳଵଵ ܳଵଶܳଶଵ ܳଶଶ൨                                                                               (B.1) 

Le produit de ܲ et ܳ est défini par :  

ܵ(ܲ, ܳ) = ܲ ∗ ܳ =  ,ܲ)ℓܨ ܳଵଵ) ଵܲଶ(ܫ − ܳଵଵ ଶܲଶ)ିଵܳଵଶܳଶଵ(ܫ − ଶܲଶܳଵଵ)ିଵ ଶܲଵ ,ܳ)௨ܨ ଶܲଶ) ൨                          (B.2) 

Le diagramme fonctionnel du produit est donné par la figure (1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (1) : Diagramme fonctionnel 

• Ce produit peut être étendu  aux cas particuliers des matrices ܲ ou ܳ n’ayant 

qu’un seul bloc, en adoptant les conventions : 

 

ܲ ∗  ܳଵଵ : = ,ܲ)ℓܨ  ܳଵଵ)       et     ଶܲଶ  ∗  ܳ : = ,ܳ)௨ܨ ଶܲଶ )                                    (B.3) 

Par  conséquent, les ܶܨܮ sont un cas particulier du produit Star. 

• On démontre également  que le produit est associatif, c’est à dire :  (ܲ ∗ ܳ) ∗ ܴ =  ܲ ∗ (ܳ ∗ ܲ) =  ܲ ∗ ܳ ∗ ܴ                    (B.4) 

 Composition de LFT :  

 La propriété la plus intéressante des ܶܨܮ, est que toute composition de ܶܨܮ est encore 

une ܶܨܮ. C’est à dire que des connexions en cascade, en parallèle, en boucle fermée…etc., 

n1 

P 
s1 

Q 

   e1

  e2s2 

n2 
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préservent la structure d’une ܶܨܮ.  Donc la ܶܨܮ est un outil de représentation très intéressant. 

Pour mettre en évidence sa puissance nous considérons les deux exemples suivants :  

a) Considérons le cas de la figure (2), où ܲ est d’écrit sous forme d’une ܶܨܮ 

inférieure de ܴ qui est elle-même une ܶܨܮ inférieure de T.  ܲ = ,ܳ)ℓܨ  = ܴ  ݐ݁  (ܴ ,ܵ)ℓܨ ܶ)                                                      (B.5) 

On démontre qu’on peut écrire ܲ comme une ܶܨܮ faisant intervenir ܶ sous la forme :  ܲ = ,ܷ)ℓܨ  ܶ). 

avec :    

ܷ =  ଵܷଵ ଵܷଶܷଶଵ ܷଶଶ൨ = ܳ ∗ ܵ                                                   (B.6) 

 

 

 

 

 

                 

 

 

 

 

        

                                           

                                                       

Figure (2) : Composition de ࢀࡲࡸ 

Des expressions similaires peuvent être déterminées, lorsqu’on utilise des LFT supérieures.  

Si nous supposons que :  ܲ = ,ܳ)௨ܨ  = ܴ  ݐ݁   (ܴ ,ܵ)௨ܨ  ܶ)                                                                          (B.7) 

Nous obtenons ܲ = ,ܷ)௨ܨ  ܶ), où ܷ est donné en fonction de ܳ et ܵ par :  

 

 
Q 

R 
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(c) : ܲ = ,ܷ)ℓܨ ܶ) 
(b) : ܲ = ,ܷ)ℓܨ ܶ) 

(b) : ܲ = ,ܳ)ℓܨ ܴ) 
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ܷ =  ܳ ∗ ܵ                                               (B.8) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Figure (3) : Connexion de deux ࢀࡲࡸ supérieures 

b) Nous pouvons également montrer que la connexion cascade de ܲ = ,ܳ)ℓܨ ܴ) et  ܲ = ,ܯ)௨ܨ ܰ), est aussi une ܶܨܮ : figure(4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (4) : Connexion en cascade de deux LFT. 

,ܳ)ℓܨ ܴ). ,ܯ)௨ܨ ܰ) = ℓܨ ቀܹ, ቂܴ 00 ܰቃቁ                                  (B.9) 

Avec :   

ܹ = ܳଵଵܯଶଶ ܳଵଶ ܳଵଵܯଶଵܳଶଵܯଶଶ ܳଶଶ ܳଶଵܯଶଵܯଵଶ 0 ଵଵܯ ൩                                                             (B.10) 
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LFT inférieure et supérieure :  

Supposons que ܲ = ,ܳ)ℓܨ ܴ), alors on peut réécrire ܲ comme une ܶܨܮ supérieure en ܳ et ܴ sous la forme :  

ܲ = ௨ܨ ቀቂ0 ܫܫ 0ቃ ܳ ቂ0 ܫܫ 0ቃ , ܴቁ                                                                                             (B.11) 

Inverse d’une LFT :  

L’inverse d’une ܶܨܮ est aussi une ܶܨܮ. En supposant que les inverses cités ci-dessous 

existent, on peut écrire : ൫ܨℓ(ܲ, ܳ)൯ିଵ = )ℓܨ ܲூ, ܳ) et ൫ܨ௨(ܲ, ܳ)൯ିଵ = )௨ܨ ܲூ, ܳ).  

Si ܲ est défini comme précédemment, les expressions de ܲூ et ܲூ sont données par :  

۔ۖەۖ
ۓ ܲூ =  ଵܲଵିଵ − ଵܲଵିଵ ଵܲଶଶܲଵ ଵܲଵିଵ ଶܲଶ − ଶܲଵ ଵܲଵିଵ ଵܲଶ൨

ܲூ =  ଶܲଶ − ଵܲଶ ଶܲଶିଵ ଶܲଵ ଵܲଶ ଶܲଶିଵଶܲଶିଵ ଶܲଵ ଶܲଶିଵ ൨                                                                       (B.12) 

Inverse d’un paramètre K   

Étant donné une ܶܨܮ en ܭ, on peut l’exprimer en une ܶܨܮen ିܭଵ à condition que les 

inverses impliquées, existent. 

,ܲ)ℓܨ (ܭ = ℓ൫ܨ ෨ܲ,  ଵ൯                                                                       (B.13)ିܭ

où ෨ܲ est donné par :            

෨ܲ =  ଵܲଵ − ଵܲଶ ଶܲଶିଵ ଶܲଵ − ଵܲଶ ଶܲଶିଵ− ଶܲଶିଵ ଶܲଵ ଶܲଶିଵ ൨                                                                                   (B.14) 

Ceci découle du fait que :  

+ ܫ) ଵି(ܮ  = – ܫ  + ܫ)ܮ   carrée                                (B.15) ܮ ଵ ,   ି(ܮ 
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Relations entre fonctions de transfert caractéristiques et les LFT : 

Pour  caractériser la stabilité interne, il est plus commode de travailler sur les 

représentations d’état de ܩ et ܭ. Considérons en effet la boucle standard de la Figure (2) et 

introduisons les réalisations minimales suivantes de (ݏ)ܩ et (ݏ)ܭ. 

൜(ݏ)ܩ = ீܦ  + (ݏ)ܭீܤଵି(ீܣ − ܫݏ)ீܥ  = ܦ  + − ܫݏ)ܥ                                                                           (B.16)ܤ)ିଵܣ 

Les fonctions de transfert mentionnées ci-dessous, peuvent s’écrire en terme de ܶܨܮ 

comme suit : 

ܫ) + ଵି(ܭܩ = ℓܨ ቀቂܫ ܫܩ− ቃܩ− ,  ቁ                                                                                        (B.17)ܭ

ܫ)ܭܩ + ଵି(ܭܩ = ℓܨ ቀቂ0 ܫܩ ቃܩ− ,  ቁ                                                                                   (B.18)ܭ

ܫ)ܭ + ଵି(ܭܩ = ℓܨ ቀቂ0 ܫܫ ቃܩ− ,  ቁ                                                                                     (B.19)ܭ

ܫ)ܩ + ଵି(ܩܭ = ℓܨ ቀቂܩ ܩܩ ቃܩ− ,  ቁ                                                  (B.20)ܭ

Soient ݔ et ݔ les vecteurs d’état associés à ces réalisations, une réalisation de ces ܶܨܮ est 

facilement déduite de celle de G(s), par exemple : 

ቂܫ ܫܩ− ቃܩ− = ܫ ܫ ீܦ− ൨ ீܦ− + ீܥீܥ൨ − ܫݏ) ଵሾ0ି(ீܣ   ሿ                                                       (B.21)ீܤ

En utilisant les formules donnant la réalisation d’une ܶܨܮ en fonction des réalisations des 

arguments, il est facile de montrer que la stabilité  des quatre transferts ci-dessus est 

équivalent à la stabilité au sens des matrices, de ܣி.  

ிܣ = ீܣ − ܫ)ீܤ  + ீܦܦଵି(ீܦܦ  ܫ)ீܤ− + ܫ)ܤܥଵି(ீܦܦ  + ீܥ)ିଵܦீܦ  ܣ ܫ)ܤ − +  ൨             (B.22)ܦீܦ)ିଵܦீܦ 
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