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Chapitre 1

Introduction générale

Depuis plus de trois siècles, un grand nombre de chercheurs se sont concentrés sur le sujet

mathématique du calcul fractionnaire, portant sur les dérivées et les intégrales d'ordre

arbitraire. Par rapport à la théorie classique, les équations di�érentielles d'ordre frac-

tionnaire décrivent plus précisément le nombre de systèmes dans les domaines interdis-

ciplinaires, tels que les systèmes viscoélastiques, la polarisation diélectrique, électrode-

électrolyte polarisation, l'oscillation non linéaire des tremblements de terre, de la méca-

nique, des systèmes de �nancement, et des systèmes d'ondes électromagnétiques [36, 90].

Les systèmes de commande intelligente d'ordre fractionnaire ont montré des performances

et des propriétés très intéressantes, et à cet e�et, de nombreuses applications de ces sys-

tèmes ont été signalées dans di�érents domaines tels que le traitement du signal [91],

traitement de l'image [108], le contrôle automatique [69, 71], la robotique [34], et l'énergie

renouvelable [18].

Commande d'ordre fractionnaire

La commande d'ordre fractionnaire est une généralisation de la théorie de la commande

d'ordre entier classique. Son intérêt majeur est d'améliorer les performances des systèmes

de commande en utilisant les concepts de la dérivation non entière et des systèmes d'ordre

fractionnaire. Les systèmes dynamiques et les contrôleurs d'ordre fractionnaire, qui sont

basés sur le calcul fractionnaire, ont attiré l'attention de plusieurs chercheurs. Les struc-

tures des commandes d'ordre fractionnaire les plus connues sont :
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- Commande CRONE (Commande Robuste d'ordre non entier) était proposé par Ousta-

loup [107].

- Les contrôleurs PI et PID d'ordre fractionnaire, [67]

- Commandes intelligentes au cas fractionnaire (commande adaptative �oue, commande

par mode glissant [4]).

Dans la dernière décennie, un grand nombre de travaux de recherche ont porté sur les sys-

tèmes d'ordre fractionnaire qui a�chent un comportement chaotique comme : le circuit

de Chua [51], le système de Du�ng [7], le modèle de jerk [3] , le système dynamique de

Chen [89], la caractérisation de Lu [88], le système de Rossler [75] et la formulation de

Newton-Leipnik [122].

Sur la synchronisation du chaos

La synchronisation ou la commande de ces systèmes est une tâche di�cile, car l'une

des caractéristiques principales des systèmes chaotiques est leur grande sensibilité aux

conditions initiales, mais ils font objet de recherche en raison de ses applications poten-

tielles dans la communication sécurisée et de traitement de commande [54].

Le problème de la synchronisation des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire a été

étudié pour la première fois par Deng et Li [29] qui ont e�ectué la synchronisation dans

le cas du système fractionnaire de Lü. Après, ils ont étudié la synchronisation de chaos

du système de Chen avec un ordre fractionnaire d'une façon di�érente. Des contrôleurs

�ous et des réseaux neurologiques sont généralement considérés applicables aux systèmes

qui sont mathématiquement mal compris et où les opérateurs humains expérimentés sont

disponibles pour fournir un principe de base qualitatif [133, 130].

Pour le cas particulier des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire, de nombreuses ap-

proches ont été proposées pour réaliser la synchronisation du chaos, comme le contrôle

de PC [76], méthode d'observateur de l'état non linéaire [135], la commande adaptative

[102, 65], et la commande par mode glissant [50] et autres [10].
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Sur la commande adaptative �oue

Il s'agit de combiner la logique �oue avec une loi de commande adaptative a�n de

concevoir une structure de commande stable et robuste pour une classe de systèmes non

linéaires [66, 11, 33, 62].

Après la formulation du problème, nous allons montrer d'une manière constructive la

procédure de développement d'un contrôleur adaptatif �ou permettant au système d'at-

teindre les objectifs désirés. La performance des lois de commande développées, sera mise

en évidence à travers leur application à des systèmes mono-entrée mono-sortie SISO non

linéaires chaotiques d'ordre fractionnaire [83, 82, 28].

Sur la commande par mode de glissemant

Etant un cas particulier de la commande à structure variable, la commande par mode

glissant (CMG) a été largement utilisée dans la littérature. Ce succès est dû à sa sim-

plicité de mise en ÷uvre et à sa robustesse vis-à-vis des variations paramétriques et des

perturbations externes. La conception de cette commande est basée sur trois étapes dont

la première consiste à choisir la surface de glissement qui représente la dynamique désirée

[124, 33]. La deuxième établie la condition d'existence du mode de glissement (attracti-

vité) et la dernière étape détermine la loi de commande qui aura pour rôle de garantir le

maintien et le glissement le long des trajectoires du système sur cette surface.

Les processus physiques sont le plus souvent non linéaires, mal dé�nis et ont des para-

mètres variables. Par exemple, dans le cas des robots, les équations dynamiques sont non

linéaires, couplées, et les paramètres intervenant dans leur description dépendent de la

charge. D'autre part, un modèle mathématique n'est rien d'autre qu'une représentation

approximative de la réalité physique. Cependant on ne dispose souvent que de ce modèle

pour construire la loi de commande.

La commande par mode glissant permet de répondre à ce problème, cette robustesse se

fera au déterminent des performances. De plus, la surface de glissement dé�nie dans le

formalisme, réduit l'ordre du système en boucle fermée, ce qui ne permet pas dans certains

cas, d'imposer au système un mode de stabilisation [62].
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Sur la commande robuste par H∞

La technique H∞ est souvent utilisée pour résoudre la problématique de la robusti�-

cation des systèmes non linéaires. Les performances de poursuite désirées sont exprimées

sous forme d'un critère reliant d'une part la norme de l'erreur de poursuite et d'autre

part le niveau désiré d'atténuation des perturbations. Ce critère peut être traduit dans

l'espace d'état par l'obtention d'une matrice dé�nie positive avec une solution unique de

l'équation de Riccati [58].

L'incorporation du critère de la technique de conception de poursuite de H∞ et de sta-

bilité de Lyapunov constitue l'apport capital du présent travail en proposant un nouvel

algorithme de commande indirecte intelligente robuste de telle sorte que non seulement

la stabilité du système de commande �oue adaptative soit garantie mais, également l'in-

�uence de la perturbation externe et d'erreur d'approximation sur l'erreur de poursuite

puisse être atténuée à un niveau prescrit par l'intermédiaire de la technique de conception

H∞ [21, 24, 127]. Les travaux présentés dans cette thèse portent essentiellement sur la

conception des lois de commande adaptative �oue pour les systèmes non linéaires incon-

nus.

1.1 Objectifs de la thèse, contributions et motivations

Dans cette thèse, nous nous intéressons au problème de la commande et la synchronisa-

tion des systèmes chaotiques incertains d'ordre fractionnaire par la commande adaptative

�oue robuste (via les modes glissants ou l'approche H∞), où une méthode d'approximation

�oue est utilisée pour modéliser et approximer le système incertain d'ordre fractionnaire

[64].

En se basant sur le théorème d'approximation universelle [133, 130, 132], les contrôleurs

�ous sont assez généraux pour e�ectuer toutes les actions de commande, c'est un intérêt

pour des méthodologies de conception systématique pour une classe des systèmes non

linéaires utilisant des schémas de commande adaptative �oue.

Un système adaptatif �ou est un système �ou équipé d'un algorithme de formation,

dans lequel un contrôleur adaptatif est synthétisé d'une collection de règles �oues SI-

ALORS (IF-THEN), et les paramètres des fonctions d'appartenance caractérisant les

termes linguistiques dans ces règles qui changent selon une certaine loi adaptative a�n de
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commander un système pour qu'il suive une trajectoire de référence.

Sur la base du théorème de stabilité de Lyapunov, un algorithme e�cace de commande

adaptative �oue est proposé. Il garantit la stabilité du système de commande et atté-

nue l'in�uence de l'erreur d'approximation et de la perturbation externe sur l'erreur de

poursuite à un niveau arbitrairement prescrit par la technique de conception de poursuite

robuste via mode glissant.

Une classe particulière de ces systèmes non linéaires représente le problème le plus compli-

qué de la commande avec des directions de commande inconnues [101, 137]. L'approche de

la fonction de type-Nussbaum a été introduite dans les années 1980 [134]. Cette technique

a été utilisée pour le contrôle adaptatif des systèmes non linéaires de premier ordre [92].

Plus tard, de nombreuses études sur les systèmes de contrôle adaptatif avec fonction de

type-Nussbaum ont été développées avec succès pour les di�érentes classes de systèmes

non linéaires [140, 85, 13].

Néanmois, dans notre cas, on appliquera l'extension du théorème de cette approche au cas

fractionnaire sur la commande des systèmes d'ordre fractionnaire pour estimer le signe

inconnu du gain de commande [65].

L'objectif principal de cette thèse est d'apporter à partir de la théorie de commande adap-

tative des systèmes non linéaires et de la théorie du calcul fractionnaire, des solutions aux

problèmes rencontrés dans la synchronisation des systèmes non linéaires à comportement

chaotique par :

a. L'application de la méthode de Gründwel-lietnikov pour l'approximation numérique et

la résolution de ce genre de systèmes d'ordre fractionnaire ;

b. L'amélioration de la performance des systèmes de commande d'ordre fractionnaire par

le développement de lois de commande adaptatives �oues robustes (H∞ et modes glis-

sants) ;

c. L'application de la technique de Nussbaum au cas fractionnaire dans le schéma de com-

mande adaptative �oue d'une classe de systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire pour

estimer le signe inconnu du gain de commande.

Les contributions principales de ce travail sont bâties donc autour :

- d'une extension de l'utilisation de la fonction de type Nussbaum au cas des systèmes

d'ordre fractionnaire pour estimer le signe inconnu du gain de commande,

- de l'utilisation d'un régulateur adaptatif d'ordre fractionnaire PIλ dans la loi de com-
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mande pour éliminer l'action de chattering dans le signal de commande et de surface.

1.2 Organisation et présentation de la thèse :

Cette thèse est constituée de quatre principaux chapitres :

- Le premier chapitre est une introduction aux systèmes d'ordre non entier avec les

outils mathématiques utilisés dans les travaux de cette thèse. Un rappel historique et

quelques concepts préliminaires seront introduits comme la transformée de Laplace, la

fonction Gamma et la fonction de Mittag-Le�er qui jouent un rôle important dans la

théorie des équations di�érentielles fractionnaires. Trois approches (Grünwald-Letnikov,

Riemann-Liouville et Caputo) liées à la généralisation des notions de dérivation seront

ensuite considérées.

- Le deuxième chapitre aborde le problème de la commande robuste par H∞ adap-

tative �oue d'une classe de systèmes non linéaires chaotiques d'ordre fractionnaire. On

propose un nouveau algorithme de commande indirecte intelligente (adaptative, �oue, ro-

buste H∞) de telle sorte que non seulement la stabilité du système de commande �oue

adaptative soit garantie mais, également l'in�uence de la perturbation externe et de l'er-

reur d'approximation sur l'erreur de poursuite puisse être atténuée à un niveau prescrit

par l'intermédiaire de la technique de conception H∞.

- Le troisième chapitre mettra en exergue l'une des contributions de ce travail en

relation avec la commande adaptative �oue par mode glissant d'ordre fractionnaire des

systèmes non linéaires chaotiques d'ordre fractionnaire. Une technique de synchronisation

améliorée est proposée pour une commande robuste par mode glissant des systèmes non

linéaires d'ordre fractionnaire en claquant l'élimination d'une grande incertitude ou une

variation inconnue dans les paramètres et les structures du système. La technique donnée

combine la technique d'atténuation �oue, la méthode d'approximation par logique �oue,

et l'algorithme de commande adaptative.

L'une des principales contributions de ce chapitre est l'utilisation d'un régulateur adapta-

tif d'ordre fractionnaire PIλ dans la loi de commande pour éliminer l'action de chattering

dans le signal de commande.

- Cette thèse se conclura à travers le chapitre 4, qui est centré sur l'objet fondamental

de ce travail, Cette dernière porte sur l'application de l'extension de l'approche du gain de
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Nussbaum au cas fractionnaire dans la commande adaptative �oue pour estimer le signe

du gain de cette commande.

Tout au long de ce travail, la stabilité du système de commande proposée est réalisée

en utilisant la théorie de Lyapunov. On montre par ailleurs, que l'in�uence de l'erreur

d'approximation et de la perturbation externe de l'erreur de poursuite peut être atténuée

à un niveau prescrit arbitrairement via la technique de la conception proposée. La concep-

tion de la loi de commande adaptative �oue avec la fonction de Nussbaum est appliquée

pour les systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire non linéaires avec une grande incerti-

tude ou variation inconnue dans les structures et les paramètres du système à commander.

En�n, on termine par une conclusion générale, dans laquelle on présente les principaux

résultats de cette thèse et les perspectives de ce travail de recherche.
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Chapitre 2

Eléments de théorie de base

2.1 Introduction

Les systèmes d'ordre non entier ont reçu un intérêt considérable dans de nombreux

domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie. Ces systèmes sont généralement dé-

crits par des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire. Dans le domaine fréquentiel,

ils sont représentés par des fonctions de transfert irrationnelles. A cause de ces fonctions

irrationnelles, les systèmes d'ordre fractionnaire ont été marginalement étudiés. Comme

ils n'ont pas de solutions analytiques exactes, les techniques numériques et d'approxima-

tion sont largement utilisées pour leur résolution, analyse et implémentation.

Dans la plupart des cas, l'objectif est d'appliquer une commande d'ordre fractionnaire

pour améliorer les performances du système. Par exemple, comme dans la commande

CRONE (Commande Robuste d'Ordre Non Entier) [108, 110, 111], le but est la robus-

tesse fractale. La détermination de la plage de fréquences d'intérèt mène à une fonction de

transfert d'ordre fractionnaire [109, 112] sur laquelle est basée la synthèse du régulateur

CRONE. Dans ce régulateur, l'ingrédient principal est la dérivée d'ordre fractionnaire

"sα", où "α" est un nombre réel et "s" est le symbole de la transformée de Laplace de la

di�érentiation [67].

Dans ce chapitre, nous allons donner des dé�nitions relatives au calcul fractionnaire et aux

opérateurs d'ordre fractionnaires, quelque propriétés principales et aussi la transformée de

Laplace des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire. Nous allons en particulier présen-
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ter quelque méthodes d'approximation des opérateurs et transferts d'ordre fractionnaire.

Les méthodes d'approximation pour les systèmes non linéaires d'ordre fractionnaire sont

discutées dans cette partie, ainsi que quelques outils mathématiques qui concernent la

démonstration de la stabilité des systèmes en boucle fermée.

Nous aborderons également la classe des systèmes non linéaires chaotiques d'ordre frac-

tionnaire et le problème de commande et de synchronisations associé à ce type de procé-

dés, tels que les systèmes chaotiques de Du�ng-Holmes qui seront utilisés dans la partie

application de chaque chapitre de cette thèse.

2.2 Historique du calcul fractionnaire

Le concept des opérateurs d'ordre fractionnaire a été dé�ni au 19 siècle par Riemann

et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou l'intégration d'ordre fractionnaire

en employant non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers [73].

L'histoire du calcul fractionnaire commença par une question clé de Leibniz, à qui on doit

l'idée de la dérivation fractionnaire [99]. Il introduit le symbole de dérivation d'ordre n,
dny
dxn , où n est un entier positif. Ce fut peut être un jeu simple des symboles qui poussa

l'Hospital à s'interroger sur la possibilité d'avoir n dans Q. Il posa la question : et si

n = 1
2
? En 1695, dans une lettre à l'Hôspital, Leibniz écrivit : � Ainsi il s'ensuit que

d1/2x sera égal à 1/2
√
dx : x, un paradoxe apparent dont l'on tirera un jour d'utiles consé-

quences �. Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens

tels qu'Euler ou Lagrange au XV III ieme siècle, Laplace, Fourier, Liouville (1832 ; 1837)

ou Riemann (1847) au XIX ieme siècle, ainsi qu'à Grünwald (1867) et Letnikov (1868)

dans la seconde moitié du même siècle. Il semble qu'une contradiction dans les dé�nitions

ait empêché un succès plus grand de la théorie, qui n'est certes pas encore uni�ée ; de

plus, l'absence au début d'une interprétation géométrique ou physique claire de la déri-

vée fractionnaire d'une fonction a largement contribué à ce que des champs de recherche

passionnants restent dans l'ombre. Le paradoxe des dé�nitions distinctes fut résolu par la

compréhension du caractère non local de l'opérateur de dérivation non entière. Pour plus

de détails historiques, nous renvoyons à [37, 70, 97].

Pendant ces trois dernières décennies, un intérêt croissant a été prêté au calcul fraction-

naire et les champs d'applications se sont diversi�és. Ainsi, un grand e�ort a été fait pour



2.2 Historique du calcul fractionnaire 11

essayer de mettre en pratique les résultats déjà établis, et un travail de recherche intensif

est encore en cours dans plusieurs domaines d'ingénierie pour l'application de ces concepts

d'ordre fractionnaire [67].

2.2.1 Commande des sytèmes d'ordre fractionnaire

En automatique, ce n'est qu'au début des années 1990 que le régulateur CRONE

(Commande Robuste d'Ordre Non Entier) était proposé par Oustaloup [86]. En pro�tant

des propriétés avantageuses des systèmes d'ordre fractionnaire, ce régulateur permettait

d'assurer la robustesse de la commande dans une bande de fréquences donnée. La synthèse

d'une telle commande est e�ectuée de façon que l'équation di�érentielle d'ordre fraction-

naire qui la décrit, soit de la même forme que celle qui régit la relaxation de l'eau sur une

digue poreuse. Il a été remarqué qu'un tel phénomène physique est robuste au sens de

l'automaticien. En e�et, une observation attentive de la relaxation montre que son amor-

tissement est indépendant de la nature de la digue, �uvial ou côtière, donc d'un certain

nombre de paramètres, entre autre la masse d'eau en mouvement. Ce résultat est aussi

remarquable que paradoxale dans l'approche entière de la mécanique où toute relaxation

présente un amortissement lié à la masse transportée.

Depuis cette initiative, la commande d'ordre fractionnaire captiva l'intérêt de beaucoup

de chercheurs. En 1999, Podlubny [114] a proposé le régulateur PIαDβ comprenant une

intégration fractionnaire d'ordre α et une dérivation fractionnaire d'ordre β, élargissant

ainsi le champ d'application du calcul fractionnaire à la théorie de la commande. Dans

ce sens, les travaux de cette thèse s'articulent autour de ces deux dernières applications.

Intitulé "Contribution à la commande CRONE", ce sujet a pour objectif de développer

de nouvelles techniques d'identi�cation des systèmes d'ordre fractionnaire moins sensibles

aux bruits et de nouvelles approches de conception plus simples des systèmes de com-

mande robuste d'ordre fractionnaire.

2.2.2 Calcul fractionnaire et ses applications

2.2.2.1 Calcul fractionnaire

L'appellation "calcul fractionnaire" ne sign�e pas le calcul des fractions. Il ne signi-

�e pas non plus une fraction de n'importe quel calcul di�érentiel, intégral ou calcul de
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variations. Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d'intégrales et de dérivées

d'ordre arbitraire, qui un�ent et généralisent les notions de di�érentiation d'ordre entier

et d'intégration répétées n-fois.

Le calcul fractionnaire (intégration et di�érentiation d'ordre fractionnaire) est le champ

de l'analyse mathématique et l'application des intégrales et des dérivées d'ordre arbitraire.

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme un sujet ancien et encore nouveau. Ces

dernières années l'intérêt considérable pour le calcul fractionnaire a été stimulé par ses

applications dans les di�érents domaines de la physique et de l'ingénierie.

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme un concept aussi ancien que nouveau.

C'est un ancien concept puisque, partant déjà de quelques spéculations de G.W. Leibniz

(1695, 1697) et L. Euler (1730), il a été développé jusqu'à nos jours. De nombreux mathé-

maticiens ont contribué à ce développement jusqu'à la moitié du siècle passé, dont nous

pouvons citer une liste non exaustive [48] comprenant : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier

(1822) N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren

(1865-1867), A.K. Grünwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884),

P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912),

S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. Lévy

(1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945), E.R. Love

(1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz

(1949).

Une équation di�érentielle fractionnaire est une équation contenant des dérivées frac-

tionnaires ; une équation intégrale fractionnaire est une équation intégrale contenant des

intégrales fractionnaires. Un système d'ordre fractionnaire est un système décrit par une

équation di�érentielle fractionnaire ou une équation intégrale fractionnaire ou un système

de telles équations.

La représentation mathématique des systèmes fractionnaires dans le domaine fréquentiel

donne des fonctions irrationnelles qui, dans le domaine temporel, correspondent à des

équations di�érentielles di�ciles à exploiter. Vu l'absence de méthodes mathématiques,

les systèmes dynamiques d'ordre fractionnaire étaient jusque là étudiés de façon marginale

seulement, que ce soit en théorie ou en application. Pour des raisons d'analyse, de synthèse,

et de simulation de tels systèmes, l'utilisation des fonctions rationnelles pour l'approxi-

mation s'avère d'une grande importance. Alors pour analyser et concevoir les systèmes
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de commande d'ordre fractionnaire il faut les approximer par des fonctions rationnelles

[56, 67].

2.2.2.2 Domaines d'application

1. En Automatique

En automatique, peu d'auteurs ont utilisé des lois de commande introduisant des dérivées

fractionnaires. Podlubny [114, 113], Chen et al. [26] et Caponetto et al [22] ont montré

que la meilleure méthode pour assurer un contrôle e�cace des systèmes fractionnaires,

est l'utilisation de contrôleurs fractionnaires. Ils proposent une généralisation des contrô-

leurs traditionnels PID. Mbodje et Montseny [96] et Matsuda et Fuji (1993) ont appliqué

avec succès des lois de commande fractionnaires à des systèmes à paramètres distribués.

Cependant, nous ne pouvons aborder le sujet de contrôle fractionnaire sans invoquer l'ap-

proche CRONE, introduite par Oustaloup (1991). La commande CRONE est le travail

d'un groupe de chercheurs au Laboratoire de l'Intégration du Matériau au Système (IMS)

de Bordeaux sous la direction d'Alain Oustaloup. Elle fait l'objet de nombreuses publica-

tions et de plusieurs ouvrages.

La méthodologie CRONE permet la synthèse dans le domaine fréquentiel de commandes

dynamiques robustes par retour de sortie pour des systèmes linéaires stationnaires (LTI),

incertains, mono-variables (SISO) ou multi-variables (MIMO). Les performances aux-

quelles elle conduit s'expliquent autant par la prise en compte aussi peu pessimiste que

possible des incertitudes portant sur les systèmes commandés, que par l'e�cacité des pa-

ramètres de réglage utilisés. Cette stratégie de contrôle a été appliquée à la suspension

automobile, suspension qui porte d'ailleurs le même nom. Cependant, il est utile de souli-

gner que le compensateur implanté est d'ordre entier et synthétisé physiquement par des

composants classiques. Le quali�catif non entier est tout de même justi�é dans la mesure

où le comportement d'un opérateur non entier authentique peut être approché avec un

écart arbitrairement petit sur une bande fréquentielle donnée.

2. En génie électrique

Les systèmes d'ordre non entier sont tout particulièrement intéressants pour représenter

�nement et avec un ordre réduit les dispositifs dont le fonctionnement repose sur la dif-

fusion d'une grandeur (champ, température, etc.). Le lien entre di�usion et modélisation

d'ordre non entier est analysé en détail dans [114, 113].
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Modélisation des machines synchrones et asynchrones : Les machines électriques sont des

composants omniprésents dans les systèmes et réseaux d'énergie électrique, que ce soit

pour la génération (centrales électriques) ou pour les usages industriels ou domestiques en

incluant le transport. Avec l'électri�cation croissante des principaux domaines industriels,

on trouve des actionneurs électriques dans les réseaux de forte puissance comme ceux de

taille plus modeste (réseaux embarqués ou iliens) [59, 60]. Les travaux sur l'utilisation

des systèmes d'ordre non entier pour la modélisation des machines électriques ont été

commencés dans les années 90 par le professeur M. Ivanès et N. Retière au Laboratoire

d'Electrotechnique de Grenoble, en France. Pendant plus qu'une décade, plusieurs articles

sont apparus, traitant de la méthode, son application et l'identi�cation des paramètres

des nouveaux schémas équivalent [116]. D'autres travaux en France ont utilisé la modé-

lisation d'ordre non entier pour modéliser les phénomènes transitoires dans les machines

électriques.

3. En électricité

3.1. Piles à combustibles : Une pile à combustible produit l'énergie électrique grâce à

l'oxydation sur l'anode d'un combustible (hydrogène) couplée à la réduction sur la cathode

d'un oxydant (oxygène) Lewandowski (2007). Son principe de fonctionnement repose sur

des phénomènes physico-chimiques de nature di�usive (di�usion des espèces gazeuses au

niveau des électrodes notamment), ce qui invite à utiliser la modélisation d'ordre frac-

tionnaire à l'instar des machines tournantes.

L'impédance de Warburg décrite en (2.1) est approximée par une impédance (2.2) d'ordre

fractionnaire (ici égal à 1
2
), faisant apparaître une dépendance en racine carrée de la fré-

quence Racewicz (2005).

ZW (ω) = Ak.
tanh(

√
jω.τk))√

jω.τk
(2.1)

avec τk =
δ2

Deff
k

Alors son approximation d'ordre fractionnaire donnée comme :

Z
1/2
W (ω) =

Ak√
1 + jω.τk

(2.2)

3.2. Batteries électrochimiques : Les dispositifs de stockage sont de plus en plus

présents dans les réseaux ou systèmes d'énergie dans la mesure où ils peuvent contribuer

à une gestion énergétique plus e�cace, du point de vue du producteur, du consommateur

ou du distributeur [136] . Les batteries électrochimiques ont un potentiel d'utilisation
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considérable dans un contexte de diversi�cation des sources et d'utilisation d'énergies

intermittentes.

3.3 Supercondensateur : est un condensateur de très grande capacité par rapport à ses

dimensions relativement petites grâce au phénomène de double couche Sutkowski (2007).

Il permet ainsi de disposer de densités de puissance beaucoup plus importantes que celles

des batteries plus utilisées comme sources d'énergie. Que ce soit pour une batterie ou une

supercapacité, il est nécessaire de modéliser �nement la porosité au niveau des électrodes

où se di�usent les ions de l'électrolyte [128]. De manière similaire aux machines électriques

et piles à combustible, ce phénomène peut là encore être modélisé électriquement par des

systèmes d'ordre non entier.

3.4 Supercapacité : Il est composé de trois éléments : une résistance interne Ri (qui

modélise l'électrolyte et ses connections), une inductance L (qui modélise des connections

et qui élimine des erreurs d'identi�cation aux fréquences intermédiaires) et une impédance

complexe Zp modélisant la porosité des électrodes du supercondensateur [17].

Zp(ω) =
τ.coth(

√
jω.τ)

C.
√
jω.τ

(2.3)

Riu dans [117] propose une approximation de l'impédance Zp de (2.3) par un système

d'ordre 1/2 décrit par (2.4). Cela permet d'obtenir une très bonne cohérence avec le

modèle analytique, en identi�ant un minimum de paramètres (4 au lieu d'environ 20 pour

le modèle classique).

Z1/2
p (ω) =

√
1 + j. ω

ω0

C0.jω
(2.4)

La modélisation d'ordre non entier a permis d'améliorer la précision de la représentation

fréquentielle. Néanmoins, d'autres travaux présentent des modèles d'ordre fractionnaire

de supercapacités non linéaires [8].

2.3 Opérateurs d'ordre non entier

2.3.1 Quelques dé�nitions fondamentales

Il existe plusieurs dé�nitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation d'ordre

fractionnaire. Ces dé�nitions ne mènent pas toujours à des résultats identiques mais sont
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équivalentes pour un large panel de fonctions (en particulier pour les fonctions et les

calculs considérés dans ce travail) [113].

2.3.1.1 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

Les fonctions Gamma et Mittag-Le�er jouent un rôle très important dans la théorie

du calcul fractionnaire [55].

1.La fonction Gamma :

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d'Euler Γ(z)

elle est dé�nie par l'intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt (2.5)

avec Γ(1) = 1,Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante

pour 0 < z ≤ 1. Une propriété importante de cette fonction est la relation de récurrence

suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z) (2.6)

La fonction Gamma d'Euler généralise la factorielle car Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N .

La démonstration est bien détaillée dans [55].

2. La fonction Mittag-Le�ter :

La fonction exponentielle, ez, joue un rôle très important dans la théorie des équations

di�érentielles d'ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul para-

mètre a été introduite par G.M. Mittag-Le�er [93, 94] et désignée par la fonction suivante

[40, 55] :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (2.7)

La fonction de Mittag-Le�er à deux paramètres joue également un rôle très important

dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette dernière a été introduite par Agarwal [1] et

elle est dé�nie par le développement en série suivant [40, 1, 55] :

Eα,β(z),=
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0). (2.8)

Pour β = 1, on retrouve la relation (2.7).

A partir de la relation (2.8) on montre que

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez (2.9)
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Pour les équations di�érentielles d'ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Le�er joue

le même rôle que la fonction exponentielle.

2.3.1.2 Dé�nition de Riemann-Liouville

L'intégrale dite de Riemann-Liouville est dé�nie ainsi [67] :

Dé�nition 2.1. Soient C et R les anneaux des nombres complexes et réels respectivement,

R(.) symbolise la partie réelle d'un nombre complexe.

Soient λ ∈ C avec R(λ) > 0, t0 ∈ R et f une fonction localement intégrable dé�nie sur

[t0,+∞).

L'intégrale d'ordre λ de f de borne inférieure t0 est dé�nie par :

RLI
λ
t0
f(t) ≡ 1

Γ(λ)

∫ t

t0

(t− ξ)λ−1f(ξ)d(ξ) (2.10)

avec t ≥ t0 et Γ la fonction gamma d'Euler.

Dé�nition 2.2. Soient µ ∈ C avec R(µ) > 0, n un entier positif, t0 ∈ R et f une

fonction localement intégrable dé�nie sur [t0,+∞). La dérivée d'ordre µ de f de borne

inférieure t0 est dé�nie par :

RLD
µ
t0f(t) =

1

Γ(n− µ)

dn

dtn

∫ t

t0

(t− τ)n−µ−1f(τ)dτ (2.11)

Où le nombre µ est tel que (n− 1) < µ < n.

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi être dé�nie à partir de l'équation (2.10)

comme suit :

RLD
µ
t0f(t) =

dn

dtn

{
I
(n−µ)
t0 f(t)

}
(2.12)

Remarque 2.1. - Pour simpli�er l'écriture, on notera dans la suite Iλ pour Iλ0 , et D
µ

pour Dµ
0 .

2.3.1.3 Dé�nition de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire dé�nie

ainsi :
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Dé�nition 2.3.

CD
µf(t) =∆ In−µDnf(t) =

1

Γ(n− µ)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)µ−n+1
dτ (2.13)

avec n un entier positif véri�ant l'inégalité n− 1 < µ < n.

Cette dé�nition peut être formulée également en fonction de la dé�nition de Riemann-

Liouville comme suit :

RLD
µf(t) =C D

µf(t) +
n−1∑
k=0

tk−µ

Γ(k − µ+ 1)
f (k)(0+) (2.14)

Ce qui peut être décrit autrement par :

CD
µf(t) =RL D

µ

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(0+)
tk

k!

)
(2.15)

2.3.1.4 Dé�nition de Grünwald-Leitnikov

Dé�nition 2.4. La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre µ > 0 de G-L est donnée par :

GLD
µf(t) =

dµ

dtµ
f(t) = lim

h→0
h−µ

k∑
j=0

(−1)j

µ
j

 f(kh− jh) (2.16)

Où h est la période d'échantillonnage et les coe�cients

ω
(µ)
j =

µ
j

 =
Γ(µ+ 1)

Γ(j + 1)Γ(µ− j + 1)

avec ω(µ)
0 =

µ
0

 = 1, sont les coe�cients du binome suivant :

(1− z)µ =
∞∑
j=0

(−1)j

µ
j

 zj =
∞∑
j=0

ω
(µ)
j zj (2.17)

La dé�nition de Grünwald-Leitnikov de l'intégrale d'ordre fractionnaire est formulée comme

suit :

GLI
λf(t) =GL D

−λf(t) = lim
h→0

hλ
k∑

j=0

(−1)j

−λ

j

 f(kh− jh) (2.18)

Où h est la période d'échantillonnage et les coe�cients ω(−λ)
j avec ω(−λ)

0 =

−λ

0

 = 1,

sont les coe�cients du binome suivant :

(1− z)−λ =
∞∑
j=0

(−1)j

−λ

j

 zj =
∞∑
j=0

ω
(−λ)
j zj (2.19)
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2.3.2 Propriétés des opérateurs d'ordre non entier

Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les sui-

vantes :

1. Si f(z) est une fonction analytique de z, alors sa dérivée d'ordre fractionnaireDαf(z)

est une fonction analytique de z et α.

2. Pour α = n, où n est un entier, l'opération Dαf(z) donne le même résultat que la

di�érentiation classique d'ordre entier n.

3. Pour α = 0 l'opération Dαf(z) est l'opérateur identité : D0f(z) = f(z).

4. La di�érentiation et l'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires :

Dαaf(z) +Dαbg(z) = aDαf(z) + bDαg(z)

5. La loi additive (propriété du semi-groupe)

DαDβf(z) = DβDαf(z) = Dα+βf(z)

est valable sous certaines contraintes sur la fonction f(z) (voir [113] pour d'autres

propriétés).

2.3.3 Evaluation numérique des opérateurs d'ordre fractionnaire

Les processus de commande industrielle sont en général échantillonnés ou discrétisés,

donc nous aurons besoin d'approximations numériques pour les formules analytiques des

opérateurs d'ordre fractionnaire. Il y a eu beaucoup de travaux sur les solutions numé-

riques des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire ainsi que sur la discrétisation des

systèmes et opérateurs d'ordre fractionnaire [25, 37, 115, 95] ; Diethelm [30] a proposé

récemment une méthode e�cace pour la résolution numérique des équation di�érentielles

d'ordre fractionnaire, basée sur un correcteur-prédicteur de type Adams. Vinagre et al.

[26] ont développé une nouvelle méthode pour la discrétisation des opérateurs d'ordre

fractionnaire en utilisant l'approche de Tustin. Ferdi [42] a récemment présenté une mé-

thode de calcul de la dérivée et l'intégrale d'ordre fractionnaire par le développement en

séries de puissances et la modélisation du signal.

Cependant, ces méthodes sont souvent trop compliquées ou d'ordre trop élevé pour être
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introduites dans un schéma de commande adaptative simple a�n de commander des pro-

cessus aux paramètres inconnus ou variants dans le temps. Cela peut destabiliser la boucle

de commande, par une variation conséquente de l'amplitude du signal de référence, ou

simplement pendant la phase transitoire [67].

2.3.3.1 Approximation des formules de Riemann-Liouville

Nous aurons recours parfois à une très simple approximation numérique de l'intégrale

de Riemann, basée sur la méthode rectangulaire. Cette approximation est plus pratique

dans des algorithmes sensibles au nombre de calculs à e�ectuer.

En mettant,

t = k∆

Où t est le temps actuel, k un entier et ∆ la période d'échantillonnage.

On obtient :

Iα0 f(k∆) =
∆

Γ(α)

k−1∑
τ=0

(k∆− τ∆)α−1f(τ∆)

=
∆α

Γ(α)

k−1∑
τ=0

(k − τ)α−1f(τ∆) (2.20)

Cette méthode présente l'avantage de sa simplicité et l'inconvénient d'être trop consom-

matrice de mémoire, à mesure que la fenêtre temporelle de calcul s'élargit. Toutefois

nous pouvons remédier à cette contrainte en limitant la "mémoire" de la dérivée d'ordre

fractionnaire, ainsi la valeur initiale sera prise à l'instant t − Tm où Tm est la longueur

prédé�nie de cette mémoire.

Ainsi, si Km est le nombre de périodes correspondant au temps Tm (Km = Tm

∆
), l'approxi-

mation numérique de l'intégrale d'ordre fractionnaire peut s'écrire :

IαTm
f(k∆) =

∆α

Γ(α)

k−1∑
τ=k−Km

(k − τ)α−1f(τ∆) (2.21)

2.3.3.2 Approximation des formules de Grünwald-Leitnikov

Pour le calcul numérique des intégrales et dérivées d'ordre fractionnaire on peut utiliser

les dé�nitions de G-L des équations (2.18) et (2.16) respectivement.
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Pour une fonction causale f(t), et pour t = kh, L'intégrale d'ordre fractionnaire est donnée

par [114] :

Iλf(kh) = D−λf(kh)

∼= hλ
k∑

j=0

ω
(−λ)
j f(kh− jh) (2.22)

Où les coe�cients ω(−λ)
j sont les coe�cients du binome de l'équation (2.19) qui peuvent

être calculés par la formule récurrente suivante, pour j = 1, 2, . . . , k :

ω
(−λ)
0 = 1

et

ω
(−λ)
j =

(
1− 1− λ

j

)
ω
(−λ)
j−1 (2.23)

De même pour une fonction causale f(t), et pour t = kh, la dérivée d'ordre fractionnaire

est donnée par [113] :

Dµf(kh) =
dµ

dtµ
f(t)

∼= h−µ

k∑
j=0

ω
(µ)
j f(kh− jh) (2.24)

Où les coe�cients ω(µ)
j sont les coe�cients du binome de l'équation (2.17) qui peuvent

être calculés par la formule récurrente suivante, pour j = 1, 2, . . . , k :

ω
(µ)
0 = 1

et

ω
(µ)
j =

(
1− 1 + µ

j

)
ω
(µ)
j−1 (2.25)

Cependant, Hwang et al. [56] ont montré que la méthode d'approximation de Grünwald-

Leitnikov ne donne une réponse transitoire assez précise que si l'intervalle de temps choisi

est très petit.

2.4 Systèmes de commande d'ordre fractionnaire

2.4.1 Représentation d'état d'ordre fractionnaire

On considère la fonction de transfert comme suit :

F (s) =

∑M
i=0 bis

i
Q∑N

j=0 ajs
j
Q

, M,N ∈ ℵ∗, Q ∈ ℵ, aj, bi ∈ R (2.26)
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En général une fonction de transfert d'ordre fractionnaire ne peut pas se mettre sous la

forme (2.26), mais celles qui le peuvent sont plus faciles à étudier. Les fonctions de trans-

fert d'ordre entier sont souvent des cas particulier de la forme (2.26), quand Q = 1.

Les systèmes d'ordre fractionnaire (dont l'ordre fractionnaire est commensurable) per-

metttent aussi une représentation dans l'espace d'état [113, 67] :

D
1
Qx = Ax+Bu

y = Cx+Du (2.27)

où u est le vecteur des entrées, x celui des états et y celui des sorties du système. La re-

présentation d'état des systèmes d'ordre entier est un cas particulier de (2.27) avec Q = 1.

Théorème 2.1. La représentation d'état (2.27) correspond à la matrice de transfert,

y =

[
C
(
s

1
Q I − A

)−1

B +D

]
u (2.28)

avec l'hypothèse que toutes les conditions initiales sont nulles.

Preuve : A partir de la dernière hypothèse on peut écrire,

s
1
Qx = Ax+Bu⇔

(
s

1
Q I − A

)
x = Bu⇒ x =

(
s

1
Q I − A

)−1

Bu

En remplaçant x dans la deuxième équation de (2.27), on obtient (2.28).

�

Remarque 2.2. Comme pour les représentations d'état d'ordre entier, les représenta-

tions d'état d'ordre fractionnaire ne sont pas uniques, en d'autres termes plusieurs repré-

sentations d'états fractionnaires correspondent à la même fonction de transfert d'ordre

fractionnaire.

Remarque 2.3. Il faut souligner le fait que la fonction de transfert ne peut être obtenue

à partir de la représentation d'état que dans le seul cas où les conditions initiales le

permettent ; et si la dé�nition de Riemann-Liouville de la dérivée d'ordre fractionnaire est

utilisée, ces conditions initiales peuvent comprendre des dérivées d'ordre fractionnaire de

fonctions. Pour cette raison les dé�nitions de Caputo et Grünwald-Leitnikov sont souvent

utilisées pour ces calculs.
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Théorème 2.2. La fonction de transfert,

F (s) =

∑N
i=0 bis

i
Q

s
N
Q +

∑N−1
j=0 ajs

j
Q

, N,Q ∈ N, aj, bi ∈ R (2.29)

est équivalente à la représentation d'état suivante, appelée forme canonique commandable,

en supposant que les conditions d'application du théorème 2.1 sont véri�ées.

D
1
Q



x1

x2

x3
...

xN−1

xN


=



−aN−1 −aN−2 · · · −a1 −a0
1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 1 0





x1

x2

x3
...

xN−1

xN


+



1

0

0
...

0

0


u (2.30)

y =
[
bN−1 − aN−1bN bN−2 − aN−2bN · · · b0 − a0bN

]


x1

x2

x3
...

xN−1

xN


+ bNu

Théorème 2.3. La fonction de transfert (2.29) est équivalente à la représentation d'état

suivante, connue sous le nom de la forme canonique observable, en supposant que les

conditions d'application du théorème 2.1 sont véri�ées :

D
1
Q



x1

x2
...

xN−1

xN


=



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 −aN−2

0 0 · · · 1 −aN−1





x1

x2
...

xN−1

xN


+



b0 − a0bN

b1 − a1bN
...

bN−2 − aN−2bN

bN−1 − aN−1bN


u

y =
[
0 0 · · · 0 1

]


x1

x2
...

xN−1

xN


+ bNu (2.31)
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2.4.2 Stabilité des processus fractionnaires

Les deux résultats suivants peuvent être démontrés comme leurs similaires dans le cas

d'ordre entier [129].

Théorème 2.4. Le système d'ordre fractionnaire (2.27) est observable si et seulement si

la matrice d'observabilité,

O =



C

CA
...
...

CAN−1


(2.32)

(où N est le nombre des états) est une matrice de rang plein [67].

Théorème 2.5. Le système d'ordre fractionnaire (2.27) est commandable si et seulement

si la matrice de commandabilité,

O =
[
B AB · · · AN−1B

]
(2.33)

(où N est le nombre des états) est une matrice de rang plein.

Théorème 2.6. Le système d'ordre fractionnaire (2.26) est stable (dans le sens où des

entrées bornées donnerons toujours des sorties bornées) si et seulement si toutes les racines

(complexes) r de son dénominateur véri�ent,

|arg(r)| > π

2Q
(2.34)

2.4.3 Performances des systèmes d'ordre fractionnaire

Plusieurs travaux antérieurs ont montré que les systèmes d'ordre fractionnaire ont de

très bonnes performances, en termes de temps de réponse et de stabilité de la dynamique

transitoire notamment ([108, 125, 22]). Pour un système SISO de second ordre, représenté

par la fonction de transfert suivante :

G(s) =
1

( s2

ω2
n
+ 2ξ s

ωn
+ 1)β

(2.35)
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Il faut remarquer à ce niveau que la fonction de transfert donnée dans (2.35) est préférée

à la structure du modèle de second degré suivante :

G
′
(s) =

1

( s2

ω2
n
+ 2ξ( s

ωn
)β + 1)

(2.36)

Bien que cette dernière forme soit plus familière pour les ingénieurs mécaniciens ou physi-

ciens, elle représente toujours un modèle mathématique de processus de second ordre, et

vu notre bonne connaissance des propriétés du système présenté dans l'équation (2.35) en

termes de l'ordre fractionnaire β et des e�ets du facteur d'amortissement ξ sur le temps

de réponse [22] il est plus pratique de la prendre comme modèle de référence dans une

boucle de commande adaptative. De plus, Hartley et al. ont montré [52] qu'un modèle de

la forme :

G′′(s) =
1

sβ1 + a sβ2 + 1
, β1 > β2 > 0 (2.37)

qui est une forme plus générale que (2.36), peut entrer en régime de raisonnance si certaines

conditions sur la valeur de la constante réelle a sont véri�ées, et ce même si β1 = 1.

2.5 Systèmes de logique �oue

La logique �oue a été introduite par le professeur Lot� Zadeh en 1965 comme une

généralisation de la logique binaire. L'intérêt de la logique �oue réside dans sa capacité à

traiter l'imprécis, l'incertain et le vague. Ces dernières années, la logique �oue a été appli-

quée dans divers domaines. Cependant, la commande �oue est le domaine qui suscite le

plus de curiosité et s'avère être un champ d'application actif à travers le monde [66, 33].

Les systèmes �ous o�rent une solution potentielle au problème inhérent à la commande

adaptative standard. Ils sont des approximateurs universels [133, 131] et fournissent une

manière commode pour paramétriser les non-linéarités inconnues. En e�et, ils peuvent

approcher uniformément n'importe quelle fonction inconnue non linéaire continue sur un

ensemble compact avec un degré de précision arbitraire. Notons qu'il existe d'autres ap-

proximateurs universels tel que : les réseaux de neurones (RN) multi couches.

Cependant, seuls les systèmes �ous qui sont capables d'incorporer d'une manière systéma-

tique la connaissance de l'expert. La di�culté liée à la construction de la base des règles

�oues pour les systèmes dynamiques complexes et le besoin d'améliorer la qualité d'ap-

proximation ont motivé Wang à introduire la commande �oue adaptative [130, 131, 11].
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Dans ces schémas, la propriété d'approximation universelle des systèmes �ous a été com-

plètement exploitée, et la stabilité et la robustesse ont été étudiées par l'approche de Lya-

punov. Depuis plusieurs schémas de commande �oue adaptative ont été proposés pour une

classe des systèmes mono-entrée mono-sortie (single input single output (SISO)) incertains

non linéaires [131, 33]. Ainsi, les travaux présentés dans cette thèse portent essentiellement

sur la conception des lois de commande adaptative �oue pour les systèmes non linéaires

inconnus.

2.5.1 Description des systèmes �ous de type Takagi-Sugeno (T-S)

L'imprécision des entrées et des sorties des variables du système chaotique d'ordre frac-

tionnaire incertain peut être adressée directement par les systèmes �ous en les dé�nissant

avec des ensembles �ous qui peuvent être exprimés en termes linguistiques (par exemple :

Petit, Moyen et Grand) [19]. La con�guration de base du system de Takagi-Sugeno (T-S)

[126] comprend une base de règles �oues, qui se compose d'une collection des règles �oues

IF-THEN sous la forme suivante :

R(l) : IF x1 is F l
1, and ..., xn is F l

n THEN

yl = αl
0 + αl

1x1 + ...+ αl
nxn = θTl [1 x

T ]T (2.38)

où (F l
1, ..., F

l
i , ..., F

l
n) sont les entrées des ensembles �ous et θTl = [αl

0, α
l
1, ..., α

l
n] est le

vecteur des facteurs ajustables de la partie conséquence des règles �oues. Aussi yl est une

valeur linguistique, et un moteur d'inférence �oue pour combiner les règles �oues IF-THEN

dans la base de règles �oues d'un vecteur linguistique d'entrée x = [x1, x2, ..., xn]
T ∈ Rn

à une variable de sortie y ∈ R.

Soit M le nombre de règles �oues IF-THEN. La sortie du système �ou avec defuzzi�er

moyenne centrale, produit d'inférence et fuzzi�er singleton peut être exprimée sous la

forme :

y(x) =
∑M

l=1 υ
l.yl∑M

l=1 υ
l

=

∑M
l=1 υ

lθTl [1 x
T ]T∑M

l=1 υ
l

(2.39)

Où υ = Πn
i=1µF l

i (xi)
est la vraie valeur de la lème implication et µF l

i (xi)
la valeur de la

fonction d'appartenance de la variable �oue xi [82]. L'équation (2.39) est réécrite comme :

y(x) = θTl ξ(x) (2.40)
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où θTl = [θT1 , θ
T
2 , ..., θ

T
M ] est le vecteur de paramètres ajustables

et ξl(x) = [ξ1(x), ξ2(x), ..., ξM(x)] est un vecteur de fonction de base �oue dé�ni comme :

ξl(x) =
υl[1xT ]∑M

l=1 υ
l

Lorsque les entrées sont introduites dans le système T-S, la vraie valeur υl de lème impli-

cation est calculée. L'application de la stratégie de défuzzi�cation commune, la sortie est

exprimée comme 2.39.

En se basant sur le théorème d'approximation universelle [133], le système �ou ci-dessus

(2.40) est capable de rapprocher uniformément une fonction non linéaire bien dé�nie sur

un ensemble compact Uc à un degré de précision.

2.5.2 Théorème des approximateurs universels

Deux raisons principales amènent à incorporer les systèmes �ous dans un contrôleur

adaptatif :

1. Ils ont la propriété d'approximation universelle,

2. La possibilité d'intégrer dans les contrôleurs des informations linguistiques ou mathé-

matiques disponibles issues d'une expertise.

Dans la littérature �oue, on dispose d'un nombre important de travaux montrant que les

systèmes �ous sont bien des approximateurs universels [14, 15, 11].

Dans [133], Wang a montré que les systèmes �ous sont des approximateurs universels

s'ils respectent certains critères. Il voit son résultat comme un théorème d'existence d'un

système �ou optimal pour une large variété d'applications.

Remarque 2.4. Les schémas de commande �oue proposés dans cette thèse sont basés

sur un théorème dit théorème d'approximateurs universels ci-dessous (Théorème 2.7).

Théorème 2.7. Soit f(x) une fonction non linéaire continue dé�nie sur un ensemble

compact Ωx, et pour toute constante positive ϵ, il existe un système �ou y(x) de la forme

(2.40) tel que :

sup
x∈Ωx

∣∣f(x)− θT ξ(x)
∣∣ < ϵ (2.41)
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La démonstration de ce théorème est donnée dans [131].

Dans tout les chapitres de cette thèse, nous supposons que la structure du système �ou

et les fonctions �oues de base sont convenablement spéci�ées à priori par l'utilisateur.

Cela signi�e que la décision de l'utilisateur est nécessaire pour déterminer la structure

du système �ou à savoir : les entrées pertinentes, le nombre de fonctions d'appartenance

pour chaque entrée, les paramètres des fonctions d'appartenance et le nombre de règles.

2.6 Synchronisation de chaos et systèmes chaotiques

L'une des applications importantes du calcul fractionnaire est la théorie du chaos [105].

Cette partie est ainsi dédiée à l'étude des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire :

2.6.1 Caractérisation du chaos

Il est très délicat de dé�nir ce qu'est un système chaotique, étant donné qu'il n'existe

pas une dé�nition précise. En pratique, on peut dire qu'un système chaotique a un compor-

tement borné en régime permanent qui ne correspond pas à un point d'équilibre, qu'il n'est

ni périodique, ni quasi-périodique. Parmi les caractéristiques principales permettant d'évo-

quer un comportement chaotique, on peut retenir les trois suivantes [57, 118, 105, 10] :

1. un système chaotique est un système déterministe.

2. il exhibe une extrême sensibilité aux conditions initiales.

3. il présente un comportement asymptotique apériodique.

4. si le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique.

En général, les trajectoires d'un système dynamique chaotique sont attirées vers un at-

tracteur étrange. Ce dernier est caractérisé par :

1. un volume nul.

2. une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement proches.

3. une dimension souvent fractale (non entière) caractérisant le concept de système chao-

tique fractionnaire.

La naissance d'un attracteur étrange est liée à l'existence de deux processus, à savoir

l'étirement, responsable de l'instabilité et de la sensibilité aux conditions initiales, et le

repliement, responsable du côté étrange, fractal de l'attracteur.

En pratique, la véri�cation de quelques propriétés d'un système dynamique su�t pour
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pouvoir le considérer comme chaotique :

- véri�cation de la sensibilité aux conditions initiales.

- trace des trajectoires des états et leur spectre de puissance.

- trace des di�érents attracteurs.

- trace du diagramme de bifurcation.

2.6.2 Applications du chaos

- Contrôle : Première application du chaos est le contrôle du comportement irrégulier

dans les circuits et les systèmes ...

- Synchronisation : Communication sécurisée, cryptage, radio...

- Traitement d'information : Codage, décodage et stockage d'information dans des sys-

tèmes chaotiques, tel que les éléments de mémoires et les circuits [10]...

2.6.3 Domaines d'application du chaos

- Engineering : Contrôle de vibration, stabilisation des circuits, réactions chimiques,

turbines, et autres ...

- Ordinateurs : Commutation des paquets dans des réseaux informatiques. Cryptage.

Contrôle du chaos dans les systèmes robotiques...

- Communications : Compression et stockage d'image. Conception et management des

réseaux d'ordinateurs...

- Médecine et biologie : Cardiologie, analyse du rythme du coeur (EEG), et autres ...

- Management et �nance : Prévisions économiques, analyse �nancière, et prévision du

marché... [10]

On trouve dans la littérature plusieurs dé�nitions mathématiques du chaos, mais jus-

qu'a présent, il n'existe aucune dé�nition mathématique universelle du chaos. Les nou-

velles méthodes d'analyse des systèmes dynamiques qui ont été développées considèrent

les systèmes chaotiques comme étant des systèmes non linéaires présentant des trajec-

toires globalement bornées et localement instables [31].
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Dé�nition 2.5. [6, 31] On considère le système dynamique continu suivant :

ẋ = f(x); x ∈ R. (2.42)

Le système 2.42 est dit chaotique s'il existe un ensemble compact Ω ∈ R et un ensemble

ouvert Ω0 tels que toutes les trajectoires x(t) du système 2.42 initialisées à x(0) ∈ Ω0 et

dé�nies ∀t ≥ 0 véri�ent la condition suivante :

lim
t→∞

inf
ω∈Ω

|x(t)− ω| = 0, (2.43)

et que toute trajectoire X(t, 0, X(0)) commençant dans Ω est instable au sens de Lyapunov.

Pour mettre en évidence les caractéristiques d'un système chaotique, prenons par la

suite comme exemple le modèle de Du�ng-Holmes avec son extension au cas fractionnaire

[10].

2.6.4 Système chaotique fractionnaire de Du�ng-Holmes

L'oscillateur de Du�ng, introduit en 1918 par G.Du�ng, avec une rigidité linéaire

négative, d'amortissement et d'excitation périodique est souvent écrit sous la forme [120,

119] :

x′′(t)− x(t) + αx′(t) + x3(t) = δ cos(ωt) (2.44)

Pour obtenir le système de Du�ng d'ordre fractionnaire, l'équation (2.44) peut être ré-

écrite sous la forme d'un système de premier ordre des équations di�érentielles autonomes

sous la forme :

x(t)

dt
= y(t) (2.45)

y(t)

dt
= x(t)− x3(t)− αy(t) + δ cos(ωt)

Ici, les dérivées conventionnelles dans les équations (2.45) sont remplacées par des dérivées

fractionnaires des dérivées de la manière suivante :

0D
q1
t x(t) = y(t) (2.46)

0D
q2
t y(t) = x(t)− x3(t)− αy(t) + δ cos(ωt)

Où q1, q2 sont de deux ordres fractionnaires et α, δ, ω sont des paramètres du système.

Une solution numérique du système de Du�ng d'ordre fractionnaire (2.46), obtenue par
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à l'aide des relations (G-L), a la forme suivante :

x(tk) = y(tk−1)h
q1 −

k∑
j=v

c
(q1)
j .x(tk−j) (2.47)

y(tk) = (x(tk)− x3(tk)− αy(tk−1) + δ cos(ωtk))h
q2 −

k∑
j=v

c
(q2)
j .y(tk−j)

Où Tsim est le temps de simulation, k = 1, 2, 3, · · · , N , pour N = [Tsim/h], et (x(0), y(0))

est le point de départ (conditions initiales) [120, 119].

Dans la �gure(2.1) est représenté attracteur chaotique du système Du�ng d'ordre entier

(2.45) pour les paramètres suivants α = 0.15, δ = 0.3, ω = 1 avec les conditions initiales

(x(0), y(0)) = (0.21, 0.13) pour la simulation temps Tsim = 200s et pas de temps h = 0.005.
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Figure 2.1: Trajectoire de phase dans le plan x− y du système Du�ng d'ordre entier.
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Figure 2.2: Trajectoire de phase (attractrice) dans le plan x− y du système de Du�ng

d'ordre fractionnaire.
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Dans la �gure (2.2) est représenté à double attracteur dé�lement du système Du�ng

d'ordre fractionnaire (2.46) pour les paramètres suivants α = 0, 15, δ = 0.3, ω = 1, ordres-

dérivés q1 = 0.9, q2 = 1.0, avec les conditions initiales (x(0), y(0)) = (0.21, 0.13), pour le

temps de simulation Tsim = 200s et pas de temps h = 0.005.

Remarque 2.5. On remarque à partir des résultats de simulation que le chaos est assez

réduit dans le cas fractionnaire (2.2) par rapport au cas entier (2.1).

Aussi, on constate concernant la stabilité, que le système d'ordre entier est instable, par

contre le système d'ordre non entier ou fractionnaire est stable. Ceci montre en général que

les systèmes fractionnaires possèdent des caractéristiques di�érentes de celles des systèmes

d'ordre entier.

2.6.5 Synchronisation

La synchronisation est un phénomène qui caractérise de nombreux systèmes non li-

néaires. La synchronisation de deux systèmes dynamiques signi�e que chaque système

évolue en suivant le comportement de l'autre système.

La théorie de commande des systèmes non linéaires a joué un rôle fondamental dans

le développement des méthodes de synchronisation des systèmes chaotiques. Parmi ces

techniques, on cite notamment la technique de synchronisation avec commande par re-

tour d'état, la synchronisation par "backstepping" et la synchronisation par observateurs

[31]. L'approche de synchronisation avec des schémas de commande adaptative �oue est

l'approche qui nous intéresse dans cette thèse.

2.6.5.1 Synchronisation des systèmes chaotiques

Parallèlement aux grandes avancées réalisées dans la théorie de chaos, les perspectives

de l'utilisation du chaos dans diverses applications, notamment en télécommunication,

ont motivé les chercheurs à étudier la question de l�éventuelle possibilité de synchroniser

le chaos. La synchronisation des oscillateurs non linéaires est un phénomène qui a attiré

l'attention des chercheurs depuis le constat et la description de ce phénomène par Huy-

gens en 1673, dans un exemple de deux systèmes mécaniques couples. Le phénomène de

synchronisation est manifesté lorsque deux systèmes dynamiques évoluent d'une manière

identique en fonction de temps [31, 10].
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Rappelons qu'un système chaotique est un système déterministe, extrêmement sensible

aux conditions initiales. Par conséquent, Typiquement, deux trajectoires issues de deux

conditions initiales arbitrairement proches l'une de l'autre divergent exponentiellement

avec le temps. Il s'ensuit que deux systèmes chaotiques ne peuvent synchroniser (sauf si

les conditions initiales sont exactement les mêmes, ce qui est physiquement et numérique-

ment impossible). A première vue, parler de synchronisation pour des systèmes chaotiques

semble donc être surprenant, et on peut penser que le chaos est incontrôlable. Cependant,

des recherches récentes ont montré que l'on pouvait synchroniser deux systèmes chao-

tiques en les couplant. Ce résultat s'applique dans plusieurs domaines, par exemple pour

augmenter la puissance des lasers, synchroniser les sorties d'un circuit électrique, contrôler

les oscillations de réactions chimiques, et coder les messages électroniques a�n de sécuriser

les communications [31].

La synchronisation est basée sur maître-esclave des systèmes chaotiques. Les performances

du schéma en termes de sécurité, de robustesse aux attaques et de qualité de transmission,

sont testées à travers deux cas d'étude utilisant di�érents modèles de systèmes chaotiques.

[31].

2.7 Commande robuste

Toutefois, les performances de poursuite sont liées directement au choix des valeurs

initiales des paramètres ajustables, et la robustesse du système bouclé vis-à-vis des in-

certitudes et des perturbations externes ne peut être garantie. Pour remédier à ces in-

convénients et maintenir de bonnes performances de poursuite, l'utilisation d'approches

de robusti�cation s'avère nécessaire. Dans ce sens, plusieurs contrôleurs adaptatifs �ous

robustes utilisant la technique H∞ ont été développés [21, 24, 127].

Ces approches se basent sur l'ajout d'un signal de commande de type robuste pour at-

ténuer les e�ets des erreurs d'approximation et des perturbations externes à un niveau

arbitraire prescrit. Ce terme de commande peut être traduit dans l'espace d'état par l'ob-

tention d'une matrice dé�nie positive unique solution de l'équation de Riccati [58].

D'autre part, en raison de sa robustesse vis-à-vis des incertitudes et des perturbations

externes, la commande par mode glissant, qui consiste à dé�nir une surface de glissement

en fonction des états du système de façon qu'elle soit attractive est combinée avec les
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algorithmes adaptatifs �ous dans de nombreux travaux Tong(1999), Yoo (1998)...

2.7.1 Théorie de la commande par mode glissant

La commande par modes de glissement est une technique particulièrement intéres-

sante, qui traite l'inévitable problème des incertitudes. Elle remonte aux années 1970.

Son principe consiste à amener, dans un temps �ni, quelles que soient les conditions ini-

tiales, le point représentatif de l'évolution du système sur une hypersurface de l'espace

de phase par l'incorporation d'éléments de commutation dans la loi de commande. Le

système se met en régime glissant lorsque ce point atteint l'hypersurface, dite surface de

glissement. Son comportement devient alors insensible aux perturbations sur la sortie et

aux variations paramétriques. Ce genre de commande sou�re de problème de réticence ou

"broutement" inhérent à la fonction discontinue (i.e. la fonction signe) [23, 104, 11, 4, 62].

La théorie des systèmes à structure variable datant du début du 20eme siècle a pris son

essor dans les années 60 Emelyanov [38] et à cause de la structure du contrôleur utilisé

qui peut changer d'une façon discontinue entre deux ou plusieurs structures, c'est le cas

par exemple des circuits de conversion de puissance où le système est gouverné par une

équation di�érentielle di�érente pour chaque position de l'interrupteur [49].

La théorie des systèmes à structure variable et les modes glissants associés a fait l'objet

d'études détaillées au cours des trente dernières années aussi bien par les chercheurs so-

viétiques que par les chercheurs d'autres pays, ce n'est que durant le premier congrès de

l'IFAC en 1960 que la détermination du comportement dynamique du système commandé

sur la surface de commutation a été considérée [62, 16].

2.7.1.1 Technique de commande par mode glissant

La commande par régime glissant consiste à garantir qu'un système dynamique d'ordre

n peut être amené vers l'origine à partir de la stabilisation d'un nouveau système d'ordre

1 ; une seule variable s va dé�nir le nouveau système au lieu de stabiliser de manière

explicite les n variables qui constituent le système original, le problème est réduit à la

stabilisation de s qui est une fonction des variables des systèmes elle est couramment

appelée variable de glissement.

Plus précisément cette technique repose sur les deux étapes décrites ci-dessous :

- On dé�nit d'abord une fonction s = 0 appelée surface de glissement, cette variable
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est déterminée de telle sorte que lorsque le point représentatif des systèmes l'atteint, sa

dynamique le fait converger vers zéro.

- Ensuite, on impose une dynamique sur s a�n de garantir que le système va e�ectivement

atteindre la surface de glissement à l'aide de la condition d'attraction 2.49.

La façon de dé�nir s permet de déduire la commande à partir de la dynamique imposée.

2.7.1.2 Synthèse de loi de commande par mode glissant

Soit le système non linéaire dé�ni par :

ẋ = f(x) + g(x)u (2.48)

où x = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn est le vecteur d'état, u ∈ ℜ est la commande, f(x) et g(x)

sont des fonctions non linéaires.

La loi de commande par mode glissant est construite de façon à ce que les trajectoires du

système pointent vers la surface de glissement s = 0 dans un premier lieu et ensuite main-

tenir ces trajectoires sur cette surface en deuxième lieu. Pratiquement, cette commande

est composée de deux composantes : une discontinue us, permet de ramener les trajec-

toires vers la surface de glissement et d'assurer la robustesse vis-à-vis des perturbations

externes, et la seconde, continue, dite la commande équivalente ueq, permet le maintien

et le glissement le long de la surface.

L'étude de l'existence du mode de glissement est basée sur la méthode de Lyapunov, a�n

de garantir l'attractivité de la surface s(t,x) = 0, ce qui peut être traduit mathématique-

ment par [16, 33] :

sṡ < 0 (2.49)

Cette condition indique que les trajectoires des systèmes convergent asymptotiquement

vers la surface de glissement s(t,x) = 0 puis restent dans un ϵ-voisinage de cette surface

[33].

2.7.1.3 Phénomène de réticence ou broutement

Le terme discontinu K.sign(s) de la commande par mode glissant excite de fortes os-

cillations autour de la surface, qui entraînent l'apparition de ce qu'on appelle réticence

connu en anglais sous le nom de "Chattering". A�n d'éliminer le broutement, plusieurs

techniques ont été proposées telles que :
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- la décomposition de la commande en une composante continue de basse fréquence et

une commande discontinue de haute fréquence [62],

- la solution de la couche limite : Dans ce cas la fonction signe est remplacée par des

approximations continues [123] comme la fonction de saturation SAT qui �ltre les hautes

fréquences. Autres fonctions peuvent être aussi utilisées.

- la solution basée sur un observateur : L'idée proposée par [9] consiste à générer les modes

glissants idéaux dans une boucle auxiliaire d'observation.

- la solution par la commande continue dans une bande autour de la surface de glissement

[124]. Et plus récemment les modes glissants d'ordre supérieur (HOSM) [39], l'idée est de

satisfaire deux conditions de contrainte s = ṡ = 0 au lieu de la précédente, et simultané-

ment garantir la continuité de ṡ. Pour cela l'espace d'état est élargi par l'addition de la

variable de commande u comme nouvelle coordonnée.

- solution par un régulateur PI type adaptatif �ou : Le terme discontinu est remplacé par

un régulateur PI adaptatif �ou comme dans [53]. On utilise un régulateur PIλ d'ordre

fractionnaire puis on le compare avec l'utilisation de la fonction SAT dans le chapitre 4.

2.7.2 Théorie de la commande Robuste H∞

La robustesse est une notion très large qui traduit toujours la même idée, à savoir

l'insensibilité ou par défaut la quasi-insensibilité. Aussi, dans un même domaine, il existe

autant de types de robustesses que de grandeurs insensibles. Le domaine de la commande

n'y échappe pas. Dans celui-ci, il est fréquent de considérer la robustesse de la stabilité

dont l'objectif est le maintien de la stabilité ou en d'autre terme, la garantie d'une valeur

maximale du facteur de résonance en asservissement ou en régulation [32, 20, 41, 4, 87].

2.8 Notion de base sur la stabilité

La notion de stabilité d'un système dynamique caractérise le comportement de ses tra-

jectoires autour de son point d'équilibre, c'est-à-dire, la capacité à revenir à sa position

d'équilibre lorsqu'il est ponctuellement écarté. L'analyse de la stabilité d'un système dyna-

mique permet donc d'étudier l'évolution de ses trajectoires d'état lorsque l'état initial est

proche d'un point d'équilibre. Dans la littérature, plusieurs approches ont été proposées :
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les méthodes d'analyse qualitative, les méthodes géométriques, la théorie d'hyperstabilité

de Popov, la théorie de Lyapunov.

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation

di�érentielle [61, 58, 33, 98].

2.8.1 Dé�nitions et Stabilité de Lyapunov

L'analyse de la stabilité d'un système dynamique permet donc d'étudier l'évolution

de sa trajectoire d'état lorsque l'état initial est proche d'un point d'équilibre. La stabilité

au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation di�érentielle.

Cette notion signi�e que la solution d'une équation di�érentielle initialisée au voisinage

d'un point d'équilibre en reste su�samment proche [11].

NB - Les dé�nitions et les résultats donnés dans cette section sont particulièrement utiles

dans l'analyse des schémas de commande adaptative.

2.8.2 Méthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet d'analyser la stabilité d'un système autour

de son point d'équilibre sans le résoudre explicitement [124]. L'existence d'une fonction

particulière fournit des informations sur la stabilité du système.

Considérons la classe des systèmes non linéaires décrits par l'équation dynamique [138] :

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0 (2.50)

Dé�nition 2.6. Soit V (x, t) : Rn ×R+ → R+ une fonction continue. V est dite propre

dé�nie positive si :

1. ∀t ∈ R+, ∀x ∈ Rn, x ̸= 0, V (x, t) > 0 ;

2. ∀t ∈ R+, V (x, t) = 0 ⇒ x = 0 ;

3. ∀t ∈ R+, lim
∥x∥→∞

V (x, t) = ∞.

Dé�nition 2.7. (Fonction de Lyapunov) : Une fonction V (x, t) de classe C l est une

fonction de Lyapunov locale (respectivement globale) au sens large pour le système (2.50)

si elle est propre dé�nie positive et s'il existe un voisinage de l'origine v0 tel que x ∈ v0

(respectivement x ∈ Rn) [138] :

V̇ (x, t) = ∂V (x,t)
∂t

+ ∂V (x,t)
∂x

f(x(t)) ≤ 0

Si V̇ (x, t) ≤ 0, alors V (x, t) est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (2.50).
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Dé�nition 2.8. (Méthode directe de Lyapunov) : Si le système (2.50) admet une fonction

de Lyapunov locale au sens large (respectivement au sens strict) alors l'origine est un

point d'équilibre localement stable (respectivement asymptotiquement stable). Ce résultat

peut être validé globalement ∀ ∈ Rn.

Remarque 2.6. La fonction de Lyapunov quadratique est choisie comme V (x, t) =

x
TPx, P = P T > 0, le système linéaire : ẋ = Ax(t) est globalement exponentiellement

stable à l'origine si et seulement si P est la solution de l'équation ATP +PA = −Q, pour

une matrice Q symétrique dé�nie positive.

Remarque 2.7. l'extension de la stabilité via la théorie de Lyapunov dans le cas frac-

tionnaire est donnée et demontrée dans [2, 35, 79]

2.8.3 Extension au cas fractionnaire de la méthode directe de

Lyapunov

Par méthode directe de Lyapunov nous faisons allusion à la méthode consistant à

trouver une fonction de Lyapunov associée à un problème non-linéaire, si une telle fonction

existe alors le système est stable. Cette méthode est di�cile à mettre en oeuvre, mais elle

est d'une portée beaucoup plus générale. Notons que la méthode directe de Lyapunov nous

donne une condition su�sante de stabilité, c'est-à-dire que le système peut être stable

même devant l'impossibilité de trouver une fonction de Lyapunov car il n'y a pas de règle

générale pour trouver une telle fonction, cependant, dans les problèmes de mécanique,

l'énergie est souvent un bon candidat.

Commençons par dé�nir la stabilité au sens de Mittag-Le�er [79] :

Dé�nition 2.9. [55] La solution de l'équation di�érentielle fractionnaire non-linéaire

Dαy(x) = f(x, y(x)), 0 < α < 1, (2.51)

est dite Mittag-Le�er stable si :

∥y(x)∥ ≤
{
my(x0)(x− x0)

−γEα,1(−λ(x− x0)
α)
}b
, (2.52)

où 0 < α < 1, γ ∈ [0, 1 − α], λ ≥ 0, b > 0,m(0) = 0,m(y) ≥ 0 et m(y) est localement

lipschitzienne sur x ∈ B ⊂ Rn avec m0 comme constante de Lipschitz.
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Remarque 2.8. La stabilité de Mittag-Le�er implique la stabilité asymptotique.

On va maintenant énoncer un théorème qui est considéré comme une extension de la

méthode directe de Lyapounov au cas d'un système d'équations fractionnaires, et qui a

pour résultat la stabilité au sens de Mittag-Le�er [55].

Théorème 2.8. Soit y = 0 un point d'équilibre du système (2.19) et D ∈ RN un domaine

contenant l'origine. Soit V (x, y(x)) : [0, ∞)×D → R une fonction continument dérivable

et localement lipschitzienne par rapport à y telle que :

α1∥y(x)∥a ≤ V (x, y(x)) ≤ α2∥y(x)∥ab, (2.53)

DβV (x, y(x)) ≤ −α3∥y(x)∥ab, (2.54)

où x ≥ 0, y ∈ D, β ∈ (0, 1), α1, α2, α3, a et b sont des constantes positives. Alors y = 0

est Mittag-Le�er stable.

Si les hypothèses sont véri�ées sur RN , alors y = 0 est globalement Mittag-Le�er stable.

La démonstration de ce théorème est trouvée dans [79].

2.8.4 Lemme de Barbalat

Le lemme suivant sera utilisé intensivement à travers cette thèse, a�n de démontrer la

convergence de l'erreur de poursuite vers zéro.

Lemme 2.1. : Si f, ḟ ∈ L∞ et f ∈ Lp, pour p ∈ [1,∞[, alors f → 0, lorsque t→ ∞.

Le résultat du Lemme 2.1 est un cas spécial d'un résultat plus général donné par le

lemme de Barbalat indiqué ci-dessous :

Lemme 2.2. (Lemme de Barbalat, [61]) : Si limt→∞
∫ t

0
f(τ)dτ , existe et est �nie, et f(t)

est une fonction uniformément continue, alors limt→∞ f(t) = 0

Remarque 2.9. l'extension de lemme de Barbalat dans le cas fractionnaire donnée et

demontrée dans [43], qui sera utilisée dans l'analyse de la stabilité pour les futurs chapitres

(Chapitre 4 et Chapitre 5).
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2.9 Gain ou fonction de type-Nussbaum

Sous la commande adaptative, le signe du gain de commande est nécessaire pour

déterminer la direction de recherche des paramètres à estimer. Pour contourner le problème

de la méconnaissance de ce signe, on utilise en général la technique du gain de Nussbaum.

N.B : Généralement, dans le dommaine de la commande adaptative �oue, la technique du

gain de Nussbaum est utilisée dans l'approche directe, dans cette thèse, cette technique

est utilisée dans l'approche indirecte.

Dé�nition 2.10. Une fonction N(ζ) est appelée fonction de type-Nussbaum si elle véri�e

les propriétés suivantes [101, 100, 46, 45, 11] :

lim
h→∞

sup
1

s

∫ s

0

N(ζ)dζ = +∞ (2.55)

lim
h→∞

inf
1

s

∫ s

0

N(ζ)dζ = −∞ (2.56)

Ces propriétés sont exploitées dans la démonstration de la stabilité des systèmes.

les fonctions continues N1(ζ) = ζ2 cos(ζ), N2(ζ) = ζ cos(
√

|ζ|), N3(ζ) = cos(π
2
ζ)eζ

2
et

N4(ζ) = ln(ζ + 1) cos(
√

ln(ζ + 1)) sont des fonctions de Nussbaum [101, 139, 12].

Par exemple la fonction continueN1(ζ) = ζ2 cos(ζ), est positive dans l'intervalle (2πn, 2πn+

π
2
) et négative dans l'intervalle (2πn+ π

2
, 2πn+ 3π

2
), n est entier. et on a,

lim
h→∞

1

2πn+ π
2

∫ 2πn+π
2

0

N1(ζ)dζ = +∞,

lim
h→∞

1

2πn+ 3π
2

∫ 2πn+ 3π
2

0

N1(ζ)dζ = −∞.

Les lemmes ci-dessous (Lemme 2.3)(Lemme 2.4) sont utilisés dans l'analyse de la stabilité

[77, 11].

Lemme 2.3. [44] Soient V (.) et ζ(.) des foncjtions continues défrinies sur [0, tf ), avec

V (t) ≥ 0,∀t ∈ [0, tf ), et N(.) est une fonction paire de Nussbaum.

Si l'inégalité suivante est valide :

V (t) ≤ c0 ±
∫ t

0

(gN(ζ)± 1)ζ̇dτ, ∀t ∈ [0, tf ), (2.57)

où g est une constante di�érente de zéro et c0 représente une certaine constante appropriée.

Alors V (t), ζ(t) et
∫ t

0
(gN(ζ)± 1)ζ̇dτ doivent être bornés sur [0, tf ).
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Lemme 2.4. Considérons le système d'ordre fractionnaire comme,

Dαy(t) = −ay(t) + b (2.58)

alors il existe une constante t0 > 0 de telle sorte que pour toutes t ∈ (t0,∞),

∥y(t)∥ ≤ 2b

a
(2.59)

où y(t) est la variable d'état, et a, b sont deux constantes positives.

La preuve du lemme 2.4 est trouvée dans [77].

Une fonction de type-Nussbaum sera utilisée dans le chapitre 5, pour éstimer la direction

de la commande proposée.

2.10 Conclusion

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base du calcul fractionnaire. Nous

y répertorions quelques notions essentielles sur les systèmes de commande d'ordre frac-

tionnaire nécessaires pour la compréhension de notre travail sur la commande adaptative

�oue d'ordre fractionnaire des systèmes d'ordre fractionnaire.

Nous avons présenté la structure générale d'un contrôleur �ou avec les di�érents modèles

utilisés dans sa conception ainsi que le théorème de l'approximation �oue qui est consacré

principalement à la présentation des notions de base de la logique �oue et des systèmes

�ous.

Quelques outils mathématiques utilisés et des dé�nitions inhérentes à la stabilité et

quelques lemmes et théorèmes indispensables pour la synthèse des lois de commandes

sont également donnés.
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Chapitre 3

Commande robuste H∞ adaptative

�oue des systèmes chaotiques d'ordre

fractionnaire

3.1 Introduction

L'intérêt de la logique �oue réside dans sa capacité à traiter l'imprécis, l'incertain et

le vague. Ces dernières années, la logique �oue a été appliquée dans divers domaines.

Cependant, la commande �oue est le domaine qui suscite le plus de curiosité et s'avère

être un champ d'application actif à travers le monde [62, 66, 33].

Nous allons présenter dans ce chapitre, quelques notions théoriques de base sur la logique

�oue, la commande H∞ et la commande adaptative. La stabilité des systèmes dynamiques

sera abordée. Par la suite, l'approche de la commande adaptative �oue H∞ sera formulée

et développée. Son e�cacité sera mise en évidence par simulation, sous l'environnement

Matlab, à travers la commande et la synchronisation d'un système chaotique d'ordre frac-

tionnaire

En incorporant aussi, le critère de la technique de H∞ et la théorie de Lyapunov [24], on

propose un nouvel algorithme de commande adaptative �oue de telle sorte que non seule-

ment la stabilité du système est garantie, mais également l'in�uence de la perturbation et

l'erreur d'approximation sur l'erreur de poursuite peut être atténuée à un niveau prescrit
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par l'intermédiaire de la technique proposée de H∞.

La méthode de conception proposée essaye de combiner la méthode d'approximation �oue

et l'algorithme de la commande adaptative pour la conception d'une commande de pour-

suite robuste des systèmes non linéaires d'ordre fractionnaire avec une incertitude ou une

variation inconnue des paramètres et des structures du système.

3.2 Dé�nitions

3.2.1 Contrôleur �ou

Les grandeurs de sortie d'un processus à commander et éventuellement d'autres me-

sures déterminantes pour saisir l'évolution dynamique du processus ainsi que les consignes

dé�nissant les variables d'entrée du contrôleur �ou. Les variables de sortie de ce contrôleur

sont les commandes à appliquer au processus [106]. Le contrôleur �ou est constitué de

quatre blocs principaux : la base de connaissance, le système d'inférence, l'interface de

fuzzi�cation et l'interface de défuzzi�cation.

La base de connaissance est composée d'une base des données et d'une base de règles. La

base des données contient des faits de la forme :x est A pour les variables linguistiques

d'entrée et de sortie du contrôleur �ou. La base des règles contient des propositions de la

forme si x1 est A1 et x2 est A2 alors y est B. Elle caractérise la stratégie de commande

émise par l'expert sous forme de règles linguistiques. Le système d'inférence est capable

de raisonner à partir des informations contenues dans la base de connaissance et de faire

des déductions.

Un contrôleur �ou passe généralement par les étapes suivantes :

- Choix de la stratégie de fuzzi�cation.

- Etablissement de la base de règles.

- Choix de la méthode d'inférence.

- Choix de la stratégie de défuzzi�cation.

Remarque 3.1. dans notre étude on se base sur les systèmes �ous de type Takagi-Sugeno

(T-S) section 2.5.1.
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3.2.2 Rappel sur les systèmes �ous de type Takagi-Sugeno (T-S)

Les systèmes de logique �oue adressent l'imprécision des variables d'entrée et de sotie

directement en les dé�nissant avec des nombres �ous [28].

La con�guration de base du système de Takagi-Sugeno (T-S) contient une base de règles

�oues, qui se compose d'une collection de règles �oues IF-THEN [126, 19] :

R(l) : IF x1 is F
l
1 · · · , and · · · and xn is F l

n THEN yl = fl(x)

yl = ql0 + ql1x1 + · · ·+ qlnxn = θTl [1 x
T ]T

avec y est une variable linguistique, et un moteur d'inférence �ou pour combiner les règles

IF-THEN dans la base de règles �oues dans une cartographie d'un vecteur linguistique

xT = [x1 + x2 + · · ·+ xn] ∈ Rn à une variable de sortie y ∈ R [27].

Si fl(x) est une fonction linéaire :fl(x) = ql0 + ql1x1 + · · · + qlnxn , alors on a un système

�ou de Takagi-Sugeno d'ordre un, par contre, si la fonction fl(x) est un polynôme d'ordre

zéro : fl(x) = ql0 , on a donc un système �ou de Takagi-Sugeno d'ordre zéro (voir la

section 2.5.1).

3.2.3 Commande adaptative

La commande adaptative est un ensemble de techniques utilisées pour l'ajustement

automatique en ligne des paramètres du régulateur a�n de réaliser ou de maintenir un

certain niveau de performances quand les paramètres du procédé à commander varient

dans le temps. Les paramètres du régulateur sont adaptés de manière à poursuivre le

système dans son évolution [33, 68].

En principe, un système de commande adaptative mesure l'indice de performance du sys-

tème à commander à partir de l'écart entre l'indice de performance désiré et l'indice de

performance mesuré. Le mécanisme d'adaptation commande certains paramètres du sys-

tème ajustable ou introduit un signal supplémentaire de commande.

Il existe deux types de cette commande :

1- Commande adaptative �oue directe (auto-ajustable) : où la loi de commande est direc-

tement approximée par un ou plusieurs systèmes adaptatifs �ous.

2- Commande adaptative �oue indirecte (avec modèle de référence MRAC) : dans cette

méthode, on approxime d'abord le modèle du processus par des systèmes adaptatifs �ous

puis on synthétise la loi de commande à partir du modèle approximé.
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3.2.4 Commande adaptative �oue

Le plus souvent, les régulateurs �ous sont utilisés dans des systèmes qui possèdent des

variations inconnues intrinsèques. L'objectif est donc de conserver de bonnes performances

du système complet en adaptant le régulateur en fonction des variations du système.

La commande adaptative �oue se compose donc d'un régulateur �ou adaptatif (soit

unique, soit choisi parmi un groupe de régulateur en fonction de ses performances).

La chose la plus importante qui di�érencie un régulateur adaptatif �ou d'un régulateur

adaptatif conventionnel est que le premier peut prendre en compte des informations lin-

guistiques. Ceci est très important lorsque le système possède des incertitudes que l'opé-

rateur humain à appris à anticiper.

En outre, il est clair de prouver qu'un système à multi-sorties peut toujours être approximé

par un groupe de systèmes d'approximation à une sortie unique.

3.3 Problématique et conception de la commande adap-

tative �oue robuste H∞

On considère le système SISO non linéaires d'ordre fractionnaire comme suit :

x
(q1)
1 = x2

...

x
(qn−1)
n−1 = xn

x
(qn)
n = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1

(3.1)

Si q1 = q2 = ... = qn = q le système ci-dessus est appelé un système d'ordre commensu-

rable, alors, une forme équivalente du système ci-dessus est décrite comme : x(nq) = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1
(3.2)

où x = [x1, x2, ..., xn]
T = [x, x(q), x(2q), ..., x((n−1)q)]T est le vecteur d'état, f(x, t) et g(x, t)

sont des fonctions non linéaires inconnues, mais bornées qui expriment la dynamique du

système, d(t) est la perturbation externe donnée bornée, e.g. |d(t)| ≤ D, et u(t) est l'en-

trée de commande.
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Le système non linéaire (3.2) est supposé contrôlable et le gain d'entrée g(x, t) ̸= 0 doit

être non nul. Par conséquent, et sans perte de généralité, nous supposons que g(x, t) > 0.

L'objectif de la commande est de forcer la sortie du système y à suivre un signal de ré-

férence donné borné yd, sous la contrainte que tous les signaux impliqués doivent être

bornés.

En se basant sur les travaux de Wang comme [130, 131, 132], les hypothèses ci-dessous

sont considérées.

Hypothèse 3.1. le gain de commande g(x, t) est di�érent de zéro pour tout x et ainsi de

signe connu. Sans perte de généralité, il est supposé strictement positif g(x, t) > 0.

Hypothèse 3.2. le vecteur d'état x est mesurable.

Hypothèse 3.3. la trajectoire désirée et ses dérivées jusqu'à l'ordre n sont connues,

continues et bornées.

Hypothèse 3.4. la limite supérieure de la perturbation d(t)est D, c'est-à-dire |d(t)| ≤ D

avec D est une constante positive inconnue.

L'objectif consiste à déterminer une loi de commande assurant la bornitude de tous

les signaux du système et la poursuite pour la sortie d'une trajectoire de référence en

présence des perturbations externes. Pour commencer, le signal de référence de vecteur

yd et le vecteur d'erreur e sont dé�nis comme :

yd = [yd, y
(q)
d , y

(2q)
d , ..., y

((n−1)q)
d ]T ∈ Rn

e = yd − y = [e, e(q), ..., e((n−1)q)]T ∈ Rn

e(iq) = y(iq)
d − y(iq)

Soit k = [k1, k2, ..., kn]
T ∈ Rn est choisi de telle sorte que l'état stable |arg(eig(A))| >

qπ/2 est satisfait, où 0 < q < 1 et eig(A) représente les valeurs propres de la matrice

d'état du système donnée par la suite.

i). Si les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont connues avec la perturbation externe d(t) est

nulle, alors la loi de commande donnée par la forme suivante [82, 27] :

ueq =
1

g(x, t)

(
−f(x, t) + y

(nq)
d + kT e

)
(3.3)
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En substituant (3.3) dans (3.2) on trouve [28] :

enq = kne
(n−1)q + · · ·+ k1e = 0 (3.4)

qui implique que limt→∞ e(t) = 0 qui est l'un des objectifs de la commande proposée.

ii). Cependant, Si les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont inconnues avec la perturbation

externe d(t) est non nulle (d(t) ̸= 0), l'e�ort de commande idéal (3.3) ne peuvent pas

être mis en ÷uvre (non réalisable). On remplace f(x, t) et g(x, t) par les systèmes �ous

f(x, θf ) et g(x, θg) spéci�ées comme :

f(x, θf ) = θTf ξ(x) (3.5)

g(x, θg) = θTg ξ(x) (3.6)

Avec ξ(x) est un vecteur de fonctions �oues de base supposé convenablement �xé en avance

par l'utilisateur, θf et θg sont les vecteurs de paramètres ajustés par des lois d'adaptation

sur la base d'un critère de stabilité de Lyapunov.

Par conséquent, l'e�ort de contrôle qui en résulte peut être obtenu comme [82, 84] :

u =
1

g(x, θg)

(
−f(x, θf ) + y

(nq)
d + kT e− ua

)
(3.7)

Où le compensateur robuste (terme H∞) ua est utilisé pour atténuer la perturbation

externe et les erreurs d'approximation �oue. En substituant (3.7) à (3.2) on trouve :

x(nq) = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t) + g(x, θg)u− g(x, θg)u

= [f(x, t)− f(x, θf )] + y
(nq)
d + kTe− ua (3.8)

+ [g(x, t)− g(x, θg)]u+ d(t)

alors

e(nq) + [f(x, t)− f(x, θf )] + y
(nq)
d − ua + [g(x, t)− g(x, θg)]u = 0 (3.9)

L'équation (3.9) peut être réécrite comme représentation d'état

e(q) = Ae+B [−f(x, t) + f(x, θf ) + ua + (−g(x, t) + g(x, θg))u− d(t)] = 0 (3.10)

où A =



0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1

−k1 −k2 −k3 −k4 · · · −k(n−1) −kn


B =



0

0
...

0

1


and, c =



1

0
...

0

0


Tant que (|sI − A| = s(n) + k1s

(n−1) + · · ·+ kn est stable (A stable).
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Le vecteur des paramètres optimaux θ∗f et θ∗g est dé�ni par :

θ∗f = arg min
θf∈Ωf

[
sup
x∈Ωx

|f(x | θf )− f(x, t)|
]

(3.11)

θ∗g = arg min
θg∈Ωg

[
sup
x∈Ωx

|g(x | θg)− g(x, t)|
]

(3.12)

où Ωf ,Ωg et Ωx sont des ensembles de contraintes pour θf , θg et x respectivement, dé�nies

comme :

Ωf = {θf | |θf | ≤Mf }

Ωg = {θg | |θg| ≤Mg } (3.13)

Ωx = {x | |x| ≤Mx}

où Mf , Mf et Mx sont des constantes positives.

En utilisant (3.11) - (3.12), l'équation de l'erreur dynamique (3.10) peut être exprimée

comme :

e(q) = Ae+B
[
f(x, θf )− f(x, θ∗f ) + ua +

(
g(x, θg)− g(x, θ∗g)

)
u− d(t) + ω

]
(3.14)

Où l'erreur d'approximation minimale est dé�nie comme suit :

ω =
[
−f(x, t) + f(x, θ∗f )

]
+
[
−g(x, t) + g(x, θ∗g)

]
u− d(t) (3.15)

Si l'on dé�nit les erreurs, θ̃f = θf − θ∗f et θ̃g = θg − θ∗g ,

alors (3.14) peut être réécrite comme

e(q) = Ae+B
[
ξ(x)T θ̃f + ξ(x)T θ̃gu+ ua + ω

]
(3.16)

Après la considération précédente, le théorème (3.1) peut être obtenu [24, 82].

3.4 Analyse de la stabilité

Théorème 3.1. Considérons le système SISO non linéaire d'ordre fractionnaire (3.2) et

la loi de commande (3.7) si le compensateur robuste ua et les bases �oues sur les lois

d'adaptation sont choisis comme suit :

ua = −1

r
BTPe (3.17)

θ
(q)
f = −r1ξ(x)BTPe (3.18)

θ(q)g = −r2ξ(x)BTPeu (3.19)
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où r, r1 et r2 sont des constantes positives, et P = P T est la solution de l'équation de

Riccati suivante :

PA+ ATP +Q− PB

(
2

r
− 1

ρ2

)
BTP = 0 (3.20)

Avec Q = QT > 0 est une matrice symétrique arbitraire dé�nie positive de dimensions (n×

n). Ainsi, la performance de poursuite H∞ peut être réalisée pour un niveau d'atténuation

donné ρ qui satisfait 2ρ2 ≥ r et toutes les variables du système en boucle fermée sont

bornées [84].

Preuve. A�n d'analyser la stabilité en boucle fermée, la fonction de Lyapunov est

choisie comme :

V =
1

2
eT (t)Pe(t) +

1

2r1
(θ̃Tf )(θ̃f ) +

1

2r2
(θ̃Tg )(θ̃g) (3.21)

La dérivée d'ordre fractionnaire de (3.21) par rapport au temps, nous obtenons [82] :

V (q) =
1

2
(e(q)(t))TPe(t) +

1

2
eT (t)Pe(t) +

1

r1
θ̃Tf θ̃

(q)
f +

1

r2
θ̃Tg θ̃

(q)
g

=
1

2

(
Ae+B

[
ξ(x)T θ̃f + ξ(x)T θ̃gu+ ua + ω

])T
Pe

+
1

r1
θ̃Tf θ̃

(q)
f +

1

r2
θ̃Tg θ̃

(q)
g

=
1

2
eT (ATP + PA)e+ eTPBua + eTPBω (3.22)

+

(
θ̃Tf

[
ξ(x)BTPe+

1

r1
θ̃
(q)
f

])
+

(
θ̃Tg

[
ξ(x)BTPeu+

1

r2
θ̃(q)g

])
Le terme de robustesse ua et les lois d'adaptation (3.17), la dérivée V (q)(t) dans (3.22) est

réécrite comme :

V (q)(t) = −1

2
eTQe− 1

2ρ2
eTPBBTe+ eTPBω

= −1

2
eTQe− 1

2

(
1

ρ
BTPe− ρω

)T (
1

ρ
BTPe− ρω

)
+

1

2
ρ2ωTω (3.23)

≤ −1

2
eTQe+

1

2
ρ2ωTω

L'intégration (3.23) à partir de t = 0 à t = T ,

V (T )− V (0) ≤ −1

2

∫ T

0

(
eTQe+

1

2
ρ2ωTω

)
dt (3.24)
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Puisque V (T ) ≥ 0, (3.24) peut être réécrite comme suit :

∫ T

0

eTQedt ≤ eT (0)Pe(0) + θT (0)θ(0) + ρ2
∫ T

0

ωTωdt (3.25)

Par conséquent, la performance de poursuite de l'approche H∞ peut être réalisée.

�

3.5 Algorithme de la technique proposée

Etape 1 - Dé�nition des mi ensembles �ous F l
i dont les fonctions d'appartenances

sont µF l
i (xi)

,où i = 1, 2, · · · , n. Et spéci�quement, les règles �oues de base des f(x, θf ) et

g(x, θg) sont constituées comme règles de la forme :

R
(l)
f : IF x1 is F

l
1, and, · · · , and xn is F l

n THEN f(x, θf ) is Gl (3.26)

R(l)
g : IF x1 is F

l
1, and, · · · , and xn is F l

n THEN g(x, θg) is H l (3.27)

où l = 1, 2, · · · ,mi et Gl et H l sont des ensembles �ous dans Rl [132].

Construction des fonctions �oues de base comme dans (??).

Etape 2 - Spéci�cation d'une matrice Q symétrique dé�nie positive. Et la résolution de

l'équation de Lyapunov, pour obtenir la matrice symétrique p > 0.

Etape 3 - Spéci�cation des ki, telles que les racines de s(n)+ k1s(n−1)+ · · ·+ kn = 0 soient

dans le demi-plan gauche.

Etape 4 - Résolution de l'équation de Riccati donnée comme [24] :

PA+ ATP +Q− PB
(

2
r
− 1

ρ2

)
BTP = 0

Etape 5 - En�n l'obtention de la loi de commande globale (3.7).

u = 1
g(x,θg)

(
−f(x, θf ) + y

(nq)
d + kT e− ua

)
En prenant avec considération le terme robuste H∞ et les lois d'adaptation (3.17).

ua = −1
r
BTPe

θ
(q)
f = −r1ξ(x)BTPe

θ
(q)
g = −r2ξ(x)BTPeu.
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3.6 Exemple illustratif

Dans cette section, on applique la stratégie de commande adaptative �oue H∞ pour la

synchronisation des deux di�érents systèmes chaotiques de Du�ng d'ordre fractionnaire.

On considère deux systèmes chaotiques de Du�ng d'ordre fractionnaire :

1. Le premier système est un système de référence donné comme :

 Dqy1 = y2

Dqy2 = y1 − 0.25y2 − y31 + 0.3 cos(t)
(3.28)

2. Le second est un système de réponse (de commande) donné par :

 Dqx1 = x2

Dqx2 = x1 − 0.3x2 − x31 + 0.35 cos(t) + u(t) + d(t)
(3.29)

Où la perturbation externe donnée comme d(t) = 0.1 sin(t).

L'objectif principal est de commander notre système de réponse pour suivre le système

de référence, avec les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont totalement inconnues.

Les conditions initiales sont choisies comme suit : y(0) = [0, 0]T et x(0) = [0.2,−0.2]T

respectivement. On considère dans ce cas deux valeurs di�érentes de q = 0.95 et q =

0.98 pour tester la robustesse de la commande proposée. Pour les autres constantes de

conception, elle sont �xées comme suit : k1 = k2 = 1, r1 = 100, r2 = 40, r = 0.005, ρ =

0.05, le pas h = 0.001.

Les �gures (3.1) et (3.8) ci-dessous illustrent respectivement les résultats de simulation

sans l'application de notre loi de commande :

i). Pour q = 0.95 nous avons les résultats suivants :



3.6 Exemple illustratif 53

−0.5
0

0.5
1

1.5

−1

0

1
0

10

20

30

x1y1x2y2

te
m

ps
 (

s)

Figure 3.1: Plan de phase des trajectoires des systèmes chaotiques sans l'action de com-

mande.

Chacune des fonctions f(x, t) et g(x, t) est représentée par un système �ou, et chaque

système �ou a comme entrée x1 et x2. le système �ou est utilisé avec les entrées x1 et x2

car la forme de la fonction est inconnue. Pour chaque variable d'entrée, on dé�nit sept

fonctions d'appartenance de type gaussienne comme suit :

µF l
i
(xi) = exp

(
−0.5

(
xi−x̄
0.8

)2)
, i = 1, 2 et l = 1, · · · , 7 avec x̄ est choisi dans l'inter-

valle [−1, 2]. On applique la loi de commande globale (3.7) comme suit :

u(t) =
1

ξT (x)θg

(
−ξT (x)θf + y

(nq)
d + kT e− ua

)

Les �gures (3.2-3.7) illustrent respectivement les résultats de simulation avec l'application

de l'e�ort de la commande proposée :
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Figure 3.2: Performance de synchronisation du signal de référence et de réponse.
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Figure 3.3: Trajectoires des états x1 et y1.
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Figure 3.4: Trajectoires des états x2 et y2.
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Figure 3.5: Signal de commande u(t).
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Figure 3.6: Signal de l'erreur e1(t).
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Figure 3.7: Signal de l'erreur e2(t).

ii). Pour q = 0.98 nous avons les résultats suivants :
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Figure 3.8: Plan de phase des trajectoires des systèmes chaotiques sans commande.

Après l'application de notre loi de commande on a les résultats comme (3.9-3.14) :
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Figure 3.9: Performance de synchronisation du signal de référence et de réponse.
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Figure 3.10: Trajectoires des états x1 et y1.
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Figure 3.11: Trajectoires des états x2 et y2.
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Figure 3.12: Signal de commande u(t).
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Figure 3.13: Signal de l'erreur e1(t).
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Figure 3.14: Signal de l'erreur e2(t).
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Discussion des résultats

� La signi�cation de la commande proposée pour di�érentes valeurs de q est exprimée.

� Réalisation d'une rapide synchronisation des systèmes de référence et de réponse.

� Pour q est réduit on voit que le chaos est réduit, c.-à-d., l'erreur de synchronisation

est réduite, en conséquence.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre une commande adaptative �oue H∞ est proposée pour traiter la syn-

chronisation de chaos entre deux systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire incertain. En

se basant sur l'approche de la synthèse de Lyapunov, des paramètres libres du contrôleur

adaptatif �ou peuvent être accordés en ligne par la loi de commande de feedback et les

lois d'adaptation.

Un exemple de simulation de la synchronisation de chaos de deux systèmes d'ordre frac-

tionnaire de Du�ng est donné pour démontrer l'e�cacité de la méthodologie proposée.

La signi�cation du schéma de commande proposé dans la simulation pour di�érentes va-

leurs de q est manifeste pour tester la robustesse. Les résultats de simulation prouvent

qu'une synchronisation rapide entre le système de commande et la réponse peut être réa-

lisée, et pendant la valeur de q est réduite on voit que le chaos est réduit, c.-à-d., l'erreur

de synchronisation est réduite, en conséquence.
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Chapitre 4

Commande Adaptative �oue par mode

glissant des systèmes chaotiques d'ordre

fractionnaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, une stratégie de commande adaptative indirecte par logique �oue

(CALF), basée sur la théorie robuste de mode glissant est considérée pour synchroniser

deux systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire. Les systèmes �ous sont utilisés pour rap-

procher (ou approximer) les fonctions inconnues du système fractionnaire.

L'une des principales contributions de ce chapitre est l'utilisation d'un régulateur adapta-

tif d'ordre fractionnaire PIλ dans la loi de commande pour éliminer (ou éviter) l'action de

chattering dans le signal de commande et de surface de glissement. On se basant sur l'ex-

tension du critère de stabilité de Lyapunov au cas fractionnaire, l'analyse de stabilité est

réalisée par la technique proposée pour un taux d'erreur de synchronisation acceptable.

Un exemple illustratif est donné pour montrer l'e�cacité du système de commande pro-

posé. Les simulations sont mises en ÷uvre en utilisant une méthode numérique basée sur

l'approche Grünwald-Letnikov pour résoudre les équations di�érentielles d'ordre fraction-

naires.

En outre, nous nous intéressons dans ce chapitre au problème de la commande et la syn-
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chronisation de deux systèmes chaotiques incertains d'ordre fractionnaire en incorporant

un algorithme adaptatif �ou via mode glissant, où une méthode d'approximation �oue

est utilisée pour modéliser le système incertain d'ordre fractionnaire [64]. Sur la base

du théorème de stabilité de Lyapunov, un algorithme e�cace de commande adaptative

�oue est proposé qui garantit la stabilité du système de commande et atténue l'in�uence

de l'erreur d'approximation et de la perturbation externe sur l'erreur de poursuite à un

niveau arbitrairement prescrit par la technique de conception de poursuite robuste par

mode glissant [5].

Une technique de synchronisation améliorée est proposée pour une commande robuste par

mode glissant des systèmes non linéaires d'ordre fractionnaire en claquant l'élimination

d'une grande incertitude ou une variation inconnue dans les paramètres et les structures

du système. La technique donnée combine la technique d'atténuation, la méthode d'ap-

proximation par logique �oue, et l'algorithme de commande adaptative.

La principale caractéristique de ce travail consiste à combiner une commande adaptative

fractionnaire PIλ avec un contrôleur par mode glissant a�n d'éliminer l'action de chattering

au signal de commande. La méthode d'approximation numérique de Grünwald-Letnikov

est utilisée pour la résolution de l'équation di�érentielle d'ordre fractionnaire avec l'amé-

lioration du résultat de performance.

Dans ce chapitre, une nouvelle stratégie de commande robuste indirecte adaptative �oue

a été proposée pour assurer la stabilité des performances constantes des systèmes non

linéaires incertains chaotiques d'ordre fractionnaire. Une commande proportionnelle in-

tégrale PI-fractionnaire est considérée en combinant avec la commande adaptative �oue

par mode de glissement pour une classe des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire non

linéaires inconnus, a�n d'éviter le phénomène de chattering et d'o�rir une bonne perfor-

mance de l'état en régime transitoire et permanent ; en outre, on applique la théorie de

la synthèse de Lyapunov pour assurer que tous les signaux du système en boucle fermée

soient bornés, ainsi que la poursuite de la sortie du système et de référence avec les incer-

titudes des perturbations soit réalisée [53, 83].

Pour con�rmer l'e�cacité du schéma de commande proposée, un système de réponse chao-

tique d'ordre fractionnaire est entièrement illustré pour suivre une trajectoire de sortie

d'un système de référence chaotique d'ordre fractionnaire [28]. Les systèmes de commande

d'ordre fractionnaire ont montré des performances et des propriétés très intéressantes, et
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à cet e�et, de nombreuses applications de ces systèmes ont été signalées dans di�érents

domaines tels que le traitement du signal [91], traitement de l'image [108], le contrôle

automatique [69, 71], la robotique [34], et l'énergie renouvelable [18].

La synchronisation ou la commande de ces systèmes est une tâche di�cile, car l'une

des caractéristiques principales des systèmes chaotiques est leur grande sensibilité aux

conditions initiales, mais ils recueillent de plus en plus d'e�orts de recherche en raison de

ses applications potentielles dans la communication sécurisée et de traitement de com-

mande [54].

Pour le cas particulier des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire, de nombreuses ap-

proches ont été proposées pour réaliser la synchronisation du chaos, comme le contrôle

de PC [76], méthode d'observateur de l'état non linéaire [135], la commande adaptative

[102, 65], et la commande par mode glissant qui nous intéressera par la suite [50].

4.2 Schéma de commande adaptative �oue indirecte

par mode glissant d'ordre fractionnaire

On présente maintenant la stratégie de commande adaptative �oue proposée, qui per-

met la synchronisation des deux systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire, c.-à-d., pour

forcer la sortie du système de réponse à suivre la trajectoire du système de référence [83].

Considérons le système non linéaire d'ordre fractionnaire donné comme suit [82], [132] :

x
(q1)
1 = x2

...

x
(qn−1)
n−1 = xn

x(qn)n = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1 (4.1)
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Si q1 = q2 = ... = qn = q le système ci-dessus est appelé un système d'ordre commensu-

rable, alors, une forme équivalente du système (4.1) est décrit comme :

x(nq) = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1 (4.2)

où x = [x1, x2, ..., xn]
T = [x, x(q), x(2q), ..., x((n−1)q)]T ∈ Rn est le vecteur d'état, f(x, t)

et g(x, t) sont des fonctions non linéaires inconnues, mais bornées qui expriment la dy-

namique du système, d(t) est la perturbation externe donnée bornée, e.g. |d(t)| ≤ D, et

u(t) ∈ R est l'entrée de commande.

Le système non linéaire (4.2) est supposé contrôlable et le gain d'entrée g(x, t) ̸= 0 doit

être non nulle. Par conséquent, et sans perte de généralité, nous supposons que g(x, t) > 0.

L'objectif de la commande est de forcer la sortie du système y à suivre un signal de ré-

férence donné borné yd, sous la contrainte que tous les signaux impliqués doivent être

bornés. Par souci de simplicité, dans ce chapitre la commande (AFLC) pour un système

d'ordre commensurable est proposée, étant donné que la condition de stabilité du sys-

tème d'ordre incommensurable peut être convertie en condition de stabilité d'un système

d'ordre commensurable [54].

Pour commencer, le signal de référence yd et le vecteur d'erreur e sont dé�nis comme,

yd = [yd, y
(q)
d , y

(2q)
d , ..., y

((n−1)q)
d ]T ∈ Rn (4.3)

e = yd − y = [e, e(q), ..., e((n−1)q)]T ∈ Rn,

e(iq) = y
(iq)
d − y(iq) (4.4)

où 0 < q < 1. Let k = [k1, k2, ..., kn]
T ∈ Rn est choisi de telle sorte que h(p) =∑n

i=1 kip
(i−1)q, kn = 1 est un polynôme de Hurwitz.

La surface de glissement dans l'espace d'état de l'erreur est dé�nie comme suit :

s(x, t) = −(ke)

= −(k1e+ k2e
(q) + (4.5)

...+ k(n−1)e
((n−2)q) + e((n−1)q))

Pour les conditions initiales nulles e(0) = 0, le problème de poursuite x = yd sera considéré

comme le vecteur d'état d'erreur e(t) qui reste sur la surface de glissement s(e) = 0 pour
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tous t ≥ 0.

Le processus de commande par mode glissant peut être classé en deux phases, la phase

approchante avec s(x, t) ̸= 0 et la phase de glissement (glissante) avec s(x, t) = 0 pour

l'erreur initiale e(0) = 0. A�n de garantir que la trajectoire du vecteur d'état de l'erreur

e(t) se traduira à partir de la phase approchante à la phase de glissement. De ce fait, la

commande par mode de glissement est réalisée en deux phases :

1. la phase approchante quand s(x, t) ̸= 0, et

2. la phase de glissement par s(x, t) = 0, pour l'erreur initiale e(0) = 0.

la condition suivante appelée la condition de glissement :

s(x, t)ṡ(x, t) ≤ −η |s(x, t)| , η > 0 (4.6)

doit être satisfaite.

En l'absence des incertitudes et des perturbations externes correspondantes, la commande

équivalente ueq(t), peut être obtenue par ṡ(x, t) = 0. Cette dérivée classique plus tard peut

être décomposée dans le type fractionnaire comme,

ṡ(x, t) = D(1−q) (Dq (s(x, t))) = 0

then Dq (s(x, t)) = 0 (4.7)

Si les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont connues et le système est libre de la perturbation

externe i.e., d(t) = 0. En prenant la dérivée de la surface de glissement par rapport au

temps, nous obtenons :

s(q) = −

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) + e(nq)

)
(4.8)

= −

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) + y

(nq)
d − y(nq)

)

= −

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) − f(x, t)− g(x, t)ueq

)
− y

(nq)
d

= −
n−1∑
i=1

kie
(iq) + f(x, t) + g(x, t)ueq − y

(nq)
d

= 0

Par conséquent, la loi de commande équivalente peut être obtenue comme

ueq =
1

g(x, t)

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) − f(x, t) + y

(nq)
d

)
(4.9)
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en substituant (4.9) dans (4.2), on obtient

e(nq) + kne
((n−1)q) + ...+ k1e = 0 (4.10)

donc, lim
t→∞

e(t) = 0 qui est l'objectif principal de la commande.

Au contraire, dans la phase approchante s(x, t) ̸= 0, un type s'approchant de commande

usw doit être ajouté a�n de satisfaire à la condition su�sante (4.6) donc la commande

globale par mode de glissement sera exprimée comme :

ui = ueq − usw, (4.11)

avec

usw =
1

g(x, t)
(ψpsgn(s)) (4.12)

où ψp ≥ η > 0 et,

sgn(s) =


1, for s > 0

0, for s = 0

−1, for s < 0

Par conséquent, la loi de commande globale par mode glissant peut être obtenue comme :

u∗ =
1

g(x, t)

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) − f(x, t) + y

(nq)
d − ψpsgn(s)

)
(4.13)

Nous pouvons montrer en prenant une fonction candidate de Lyapunov dé�nie comme :

V =
1

2
s2(e) (4.14)

Et, la dérivée de (4.14) de l'ordre fractionnaire q par rapport au temps, V (q)(t) le long de

la trajectoire d'un système, nous obtenons :

V (q) = ss(q) = s

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) + e(nq)

)

= −s

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) − y

(nq)
d + y(nq)

)
(4.15)

= −s

(
n−1∑
i=1

kie
(iq) + f(x, t) + g(x, t)ueq − y

(nq)
d

)
≤ −η |s(x, t)|

Par conséquent, la commande par mode glissant u∗ garantit la condition de glissement

(4.6).
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Cependant, comme mentionné dans [53], les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont généralement

inconnues dans la pratique et il est di�cile d'appliquer la loi de commande (4.13) pour un

système non linéaire inconnu. En outre, le problème de chattering apparaît lors de l'ajout

du terme de la commande de commutation usw.

Pour résoudre ce problème, nous considérons la commande adaptative par mode glissant

en utilisant un système �ou et une loi de commande PIλ adaptative d'ordre fractionnaire

pour éviter ce phénomène du chattering.

L'entrée et la sortie du contrôleur PIλ d'ordre fractionnaire en temps continu, où λ = q,

sont données sous la forme :

uPI = p(s | θp) = θp1z1 + θp2z2 (4.16)

où z1 = s, z2 = s(q), θp1 et θp2 sont des gains de commande donnés.

L'équation (4.16) doit être réécrite comme :

uPI = p(s | θp) = ξT (s)θp (4.17)

où ξT (s) = [s, s(q)] ∈ R2 et θp = [θp1 , θp2 ]
T ∈ R2 est le vecteur de paramètres ajustables.

La loi de commande résultante, qui comprend un système �ou pour approximer les

fonctions inconnues f(x) et g(x) et un contrôleur adaptatif d'ordre fractionnaire PIq qui

atténue le chattering et améliore les performances, donnée comme :

ui =
1

g(x | θg)
× (4.18)(

n−1∑
i=1

kie
(iq) + y

(nq)
d − f(x | θf )− p(s | θp)

)
La commande de commutation usw est remplacée par l'action du contrôleur adaptatif

d'ordre fractionnaire PIq pour éviter le problème du chattering où l'état est à l'intérieur

d'une couche limitée |s(x, t)| < ϕ ; l'action de commande est maintenue à la valeur saturée

lorsque l'état est en dehors de la couche limite.

Par conséquent, on a |p(s | θp)| = D+ψp + ωmax lorsque s(x, t) est située en dehors de la

couche limite, c.-à-d., |s(x, t)| ≥ ϕ, où ϕ est l'épaisseur de cette couche de bornitude.

Pour obtenir la commande par mode de glissement (4.11), les fonctions f(x, t), g(x, t) du

système et le paramètre de commutation ψp doivent être connues à l'avance.

On note que la loi de commande (4.13) est réalisable lorsque f(x, t) et g(x, t) sont bien
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connues.

Cependant, f(x, t) et g(x, t) sont inconnues et la perturbation externe d(t) ̸= 0, l'e�ort

de la commande idéale (4.13) ne peut pas être mise en eouvre (n'est pas réalisable). On

remplace f(x, t), g(x, t) et usw par les systèmes �ous f(x | θf ), g(x | θg) et p(s | θp) sous

les formes spéci�ées comme, (Equ-sys-�ou-chap1), c.-à-d.,

f(x | θf ) = ξT (x)θf

g(x | θg) = ξT (x)θg

p(s | θp) = ξT (s)θp (4.19)

Ici, les fonctions �oues de base ξT (x) et ξT (s) dépendent des fonctions d'appartenance

�oues et sont censées être �xes, tant que θf , θg et θp sont ajustées par les lois d'adaptation

basées sur le critère de stabilité de Lyapunov [82].

Les vecteurs des paramètres optimaux θ∗f , θ
∗
g et θ

∗
p sont dé�nis par :

θ∗f = arg min
θf∈Ωf

[
sup
x∈Ωx

|f(x | θf )− f(x, t)|
]

θ∗g = arg min
θg∈Ωg

[
sup
x∈Ωx

|g(x | θg)− g(x, t)|
]

(4.20)

θ∗p = arg min
θp∈Ωp

[
sup
s∈Ωx

|p(s | θp)− usw|
]

où Ωf , Ωg, Ωp et Ωx sont des ensembles de contraintes pour θf , θg, θp et x respectivement

et elles sont dé�nies comme : Ωf = {θf | |θf | ≤Mf }, Ωg = {θg | |θg| ≤Mg }, Ωp =

{θp | |θp| ≤Mp} et Ωx = {x | |x| ≤Mx} où Mf , Mg, Mp et Mx sont des constantes

positives.

En supposant que les paramètres �ous θf , θg et θp est jamais atteindre les limites.

Dé�nissons l'erreur d'approximation minimum,

ω =
[
f(x, t)− f(x | θ∗f )

]
+
[
g(x, t)− g(x | θ∗g)

]
ui (4.21)

et de dé�nir les erreurs, θ̃f = θf − θ∗f , θ̃g = θg − θ∗g et θ̃p = θp − θ∗p,

Alors, les équations de la surface de glissement (4.8) peut être réécrite comme :

s(q) = ω +
[
f(x | θ∗f )− f(x | θf )

]
+ (4.22)[

g(x | θ∗g)− g(x | θg)
]
ui −

p(s | θp) + p(s | θ∗p)− p(s | θ∗p) + d(t)

= ω − θ̃Tf ξ(x)− θ̃Tg ξ(x)ui −

θ̃Tp ξ(s)− p(s | θ∗p) + d(t)
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4.3 Analyse de la stabilité

Le théorème suivant établit la stabilité asymptotique du système de commande pro-

posé.

Théorème 4.1. Considérons le système d'ordre fractionnaire SISO non linéaire (4.2)

avec l'entrée de commande (4.18), si les lois d'adaptation �oues sont choisies comme :

θ
(q)
f = r1sξ(x),

θ(q)g = r2sξ(x)ui, (4.23)

θ(q)p = r3sξ(s)

où r1, r2 et r3 sont des constantes positives, alors, le schéma global d'adaptation assure la

stabilité globale du système en boucle fermée résultant en ce sens que l'erreur de poursuite

converge asymptotiquement autour de zéro et tous les variables du système en boucle fer-

mée sont bornées.

Proof. A�n d'analyser la stabilité en boucle fermée, la fonction candidate de Lyapunov

est choisie comme :

V =
1

2
s2 +

1

2r1
θ̃Tf θ̃f +

1

2r2
θ̃Tg θ̃g +

1

2r3
θ̃Tp θ̃p (4.24)

En prenant la dérivée de (4.24) par rapport au temps, et à partir du Lemme de la dérivée

de Caputo [2] et [35, 77] nous obtenons :

V (q) ≤ ss(q) +
1

r1
θ̃Tf θ̃

(q)
f +

1

r2
θ̃Tg θ̃

(q)
g +

1

r3
θ̃Tp θ̃

(q)
p (4.25)

so

V (q) ≤ s
(
ω − θ̃Tp ξ(s)− θ̃Tf ξ(x)−

θ̃Tg ξ(x)ui − p(s | θ∗p) + d(t)
)

+
1

r1
θ̃Tf θ̃

(q)
f +

1

r2
θ̃Tg θ̃

(q)
g +

1

r3
θ̃Tp θ̃

(q)
p (4.26)
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V (q) ≤ sω − sθ̃Tp ξ(s)− sθ̃Tf ξ(x)− sθ̃Tg ξ(x)ui − (4.27)

sp(s | θ∗p) + sd(t)

+
1

r1
θ̃Tf θ̃

(q)
f +

1

r2
θ̃Tg θ̃

(q)
g +

1

r3
θ̃Tp θ̃

(q)
p

≤ 1

r1
θ̃Tf

(
θ̃
(q)
f − r1sξ(x)

)
+

1

r2
θ̃Tg

(
θ̃(q)g − r2sξ(x)ui

)
+

1

r3
θ̃Tp

(
θ̃(q)p − r3sξ(s)

)
−

s(D + η)sgn(s) + sd(t) + sω

En considérant le compensateur robuste fractionnaire (4.18) et les lois d'adaptations �oues

d'ordre fractionnaire (4.23), on obtient après une simple manipulation :

V (q) ≤ sω − sψpsgn(s) = sω − |s|ψp ≤ 0. (4.28)

Depuis ω, l'erreur d'approximation minimum, (4.28) est le meilleur résultat que nous

pouvons obtenir. Par conséquent, tous les signaux dans le système sont bornés. De toute

évidence, si e(0) est bornée, alors e(t) est également bornée pour tout t → ∞. Etant

donné que le signal de référence yd soit borné, alors les états du système x sont bornés

ainsi.

Pour compléter la preuve et d'établir la convergence asymptotique de l'erreur de poursuite,

nous avons besoin de prouver que s → 0 que t → ∞. En outre, supposons que ∥s∥ ≤ ψs,

alors (4.28) peuvent être réécrites comme :

V (q) ≤ ψs|ω| − |s|ψp (4.29)

L'intégration des deux côtés de (4.29), nous avons :∫ T

0

|s|dτ ≤ 1

ψp

(|V (0)|+ |V (T )|) + ψs

ψp

∫ T

0

|ω|dτ (4.30)

alors nous avons s ∈ L1. La forme (4.28), nous avons que s(t) est bornée et chaque terme

(4.28) est borné. La continuité uniforme de la dérivée d'ordre fractionnaire de Riemann-

Liouville (section 2.3.1.2), et son bornitude de (4.22) permettent d'appliquer le lemme de

Barbalat [121] et l'extensions de ce Lemme dans le cas fractionnaire [43]. Par conséquent,

s, s(q) ∈ L∞. Nous avons s(t) → 0 que t → ∞, et à partir de (4.5) l'erreur de poursuite

e(t) converge vers zéro, ce qui prouve que le système est stable en boucle fermée.
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�

4.4 Exemple illustratif

Dans cette section, nous allons appliquer notre contrôleur adaptatif �ou via mode

glissant pour synchroniser deux systèmes di�érents de Du�ng chaotiques d'ordre frac-

tionnaire. Les comportements chaotiques dans un système de Du�ng modi�é d'ordre

fractionnaire étudié numériquement par des portraits de phase sont donnés dans [46].

Considérons les deux systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire deDu�ng (voir des exemples

similaires dans [84, 54] :

Le premier système de réference donné par :

Dqy1 = y2 (4.31)

Dqy2 = y1 − 0.25y2 − y31 + 0.3 cos(t)

Le duexième système de réponse (de commande) donné par :

Dqx1 = x2 (4.32)

Dqx2 = x1 − 0.3x2 − x31 + 0.35 cos(t) + u(t) + d(t)

où, d(t) = 0.1 sin(t) est la perturbation externe. Dans ce chapitre on considère l'ordre

fractionnaire q = 0.98. L'objectif principal est de commander la trajectoire du système de

réponse pour suivre la trajectoire du système de référence obtenue à partir du système de

commande.

Les conditions initiales des systèmes (réponse et référence) sont choisies comme suit : y1(0)

y2(0)

 =

 0

0

 et

 x1(0)

x2(0)

 =

 1

−1

 respectivement.

Selon les deux plages de sortie des états, les fonctions d'appartenance de xi for f(x | θf )

et g(x | θg) sont sélectionnées comme [82] :

µF l
i
(xi) = exp

[
−0.5

(
xi − x

0.8

)2
]

(4.33)

où i = 1, 2 et l = 1, ..., 7, et x est choisi dans l'intervalle [−1, 2].

A partir des lois d'adaptation (4.23) et le terme de commande robuste (4.17), la loi de
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commande (4.18) du système de réponse peut être obtenue comme suit :

u =
1

g(x | θg)
× (4.34)[

n−1∑
i=1

kie
(iq) + y

(nq)
d − f(x | θf )− p(s | θp)

]
La spéci�cation des paramètres de simulation donnée comme : k = [1; 1], r1 = 200,

r2 = 40, r3 = 10, lze créneau du temps de simulation T = 30s et le pas d'échantillonnage

∆ = 0.001s ; Les résultats de simulation sont illustrés comme suit :

Fig. 4.1 montre le plan de phase 3D des systèmes de réponse et de référence avant l'ap-

plication de notre loi de commande proposée. Il est évident que la performance de syn-

chronisation est très mauvaise à cette initiale étape.
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Figure 4.1: Portrait de phase des systèmes chaotiques de Du�ng (réponse et références)

sans action de commande.

4.4.1 Etape 1 : Commande par mode glissant d'ordre fraction-

naire

Fig. 4.2 montre la trajectoire de synchronisation après l'introduction de la loi de com-

mande proposée : nous pouvons remarquer une synchronisation rapide et parfaite des sys-

tèmes chaotiques d'ordre fractionnaire (référence et réponse). Fig. 4.3 et Fig. 4.4 montrent

les trajectoires des états x1, y1 et x2, y2, respectivement. La surface de glissement est re-

présentée dans Fig. 4.5 et la trajectoire de l'e�ort de commande est donnée dans Fig. 4.6.
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Les Fig. 4.7 et Fig. 4.8 illustrent la convergence rapide de la sortie du système de réponse

au système de référence. Cependant, le phénomène des chattering apparaît comme un

gros inconvénient pour cette stratégie de commande, comme il est illustré dans la surface

de glissement et la trajectoire de la commande : Fig. 4.5 et Fig. 4.6, respectivement.
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Figure 4.2: Performance de synchronisation du signal de référence et de réponse.
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Figure 4.3: Trajectoires des états x1 et y1.
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Figure 4.4: Trajectoires des états x2 et y2.
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Figure 4.5: Trajectoire de la surface de glissement.
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Figure 4.6: Trajectoire de l'e�ort de la commande u(t).
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Figure 4.7: Signal de l'erreur e1(t).
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Figure 4.8: Signal de l'erreur e2(t).

4.4.2 Etape 2 : Introduction du contrôleur adaptatif d'ordre frac-

tionnaire PIλ

Considérons maintenant le problème de l'élimination du chattering apparu dans les

résultats ci-dessus, et l'introduire du contrôleur adaptatif d'ordre fractionnaire PIλ com-

plémentaire où (λ = q). Les résultats de simulation sont donnés dans Fig. 4.9 pour la

performance de la synchronisation des systèmes chaotiuques de Du�ng de réponse et de

référence, Fig. 4.10 et Fig. 4.11 pour les trajectoires des états.

On peut voir d'une bonne performances de la synchronisation, même en présence de per-

turbations d(t) et les phénomènes de chattering est éliminé dans la trajectoire de la surface
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de glissement et le signal de commande u(t) comme illustré dans Fig. 4.12 et Fig. 4.13

respectivement.
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Figure 4.9: Performance de synchronisation des systèmes chaotiques de Du�ng (réponse

et référence).
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Figure 4.10: Trajectoires des états x1 et y1.
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Figure 4.11: Trajectoires des états x2 et y2.
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Figure 4.12: Trajectoire de la surface de glissement s(t).
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Figure 4.13: Trajectoire de l'e�ort de la commande u(t).
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Figure 4.14: Signal de l'erreur e1(t).
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Figure 4.15: Signal de l'erreur e2(t).

Remarque 4.1. - L'objectif principal de ce chapitre est d'atténuer/éliminer les chat-

tering et l'erreur en régime permanent en utilisant un régulateur PIλ adaptatif

d'ordre fractionnaire au sein de la couche limite. Par conséquent, les performances

du système en boucle fermée est meilleure et la convergence asymptotique est garan-

tie.

- On peut remarquer une certaine amélioration de la synchronisation et la perfor-

mances de poursuite comme illustré dans les résultats de simulation de Fig. 4.2-4.4

et Fig. 4.9-4.13, en comparaison avec des résultats similaires de [84], [80] ...

- Une des raisons de cette amélioration peut être également l'utilisation de la méthode

d'approximation de Grünwald-Letnikov au lieu de la méthode de Adams-Bashforth-

Moulton.
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4.4.3 Etape 3 : Utilisation de la fonction de saturation "SAT"

Le broutement (phénomène de Chattering) peut être réduit en remplaçant la fonction

"sign" par une fonction de saturation adéquate qui �ltre les hautes fréquences. On donne

ci-dessous un exemple de fonction de saturation Fig. 4.16.

+1

-1

-u +u

SAT(S)

S

Figure 4.16: La fonction "SAT".

l'équation de la fonction de saturation est donnée comme suit :


sat(S) = 1 si S > µ

sat(S) = −1 si S < µ

sat(S) = S/µ si |S| < µ

(4.35)

où µ Un paramètre petit et positif.

les résultats de simulation sont donnés dans Fig. 4.17 pour la performance de la syn-

chronisation des systèmes chaotiuques de Du�ng de réponse et de référence, Fig. 4.18 et

Fig. 4.19 pour les trajectoires des états, Fig. 4.20 pour le signal de la surface de glissement,

Fig. 4.21 pour le signal de la commande.
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Figure 4.17: Performance de synchronisation des systèmes chaotiques de Du�ng (réponse

et référence).
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Figure 4.18: Trajectoires des états x1 et y1.
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Figure 4.19: Trajectoires des états x2 et y2.



4.4 Exemple illustratif 81

0 5 10 15 20 25 30
−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Temps (s)

S
ur

fa
ce

 s
(t

)

Figure 4.20: Trajectoire de la surface de glissement s(t).
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Figure 4.21: Trajectoire de l'e�ort de la commande u(t).
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Figure 4.22: Signal de l'erreur e1(t).
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Figure 4.23: Signal de l'erreur e2(t).

Remarque 4.2. Après avoir utilisé les deux techniques (le régulateur PIλ et la fonc-

tion "SAT") servant à éliminer le chattering, nous avons constaté que la technique de

l'introduction du PIλ donne des résultats meilleurs.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle stratégie de commande adaptative �oue par mode glis-

sant est proposée avec la synchronisation du chaos entre deux systèmes incertains chao-

tiques d'ordre fractionnaire. La contribution principale de ce chapitre est l'introduction

d'un régulateur adaptatif d'ordre fractionnaire PIλ pour éliminer/éviter le phénomène de

chattering (voir section 2.7.1.3) dans le contrôleur par mode glissant.

La fonction "SAT" est également appliquée pour la même �n, cependant, la première

technique contribue mieux à l'élimination du chattering.

En se basant sur l'approche de la synthèse de Lyapunov, les paramètres libres du contrô-

leur adaptatif �ou peuvent être réglés en ligne par une loi de commande de feedback

fractionnaire et par des lois d'adaptation pour réaliser la synchronisation des systèmes

chaotiques d'ordre fractionnaire.

La stabilité asymptotique du système de commande globale est établie et la synchro-

nisation des chaos de deux systèmes de Du�ng d'ordre fractionnaire est réalisée avec

l'approche d'approximation numérique de Grünwald-Letnikov.

Les résultats de simulation ont montré que la commande proposée peut atteindre les

performances souhaitées, et con�rme l'e�cacité de la méthodologie proposée.



Chapitre 5

Commande adaptative �oue des

systèmes chaotiques d'ordre

fractionnaire avec gain de commande

de signe inconnu

5.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre, une stratégie améliorée de commande adaptative

�oue, pour une classe des systèmes non linéaires (SISO) chaotiques d'ordre fractionnaire

avec signe du gain de commande inconnu. L'algorithme de commande en ligne utilise

des ensembles �ous pour l'identi�cation du système chaotique d'ordre fractionnaire, alors

que l'absence d'une connaissance a priori sur les directions de commande est résolu par

l'introduction du gain de Nussbaum d'ordre fractionnaire. En se basant sur le théorème

de Lyapunov, l'analyse de la stabilité est réalisée par la méthode de commande proposée

pour un niveau d'erreur de synchronisation acceptable.

Dans ce travail, la méthode de Grünwald-Letnikov est utilisée pour l'approximation nu-

mérique des systèmes de commande d'ordre fractionnaire. Un exemple de simulation est

donné pour illustrer l'e�cacité du système de commande proposé. Nous sommes intéres-

sés à la commande adaptative d'ordre fractionnaire des systèmes non linéaires chaotiques
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d'ordre fractionnaire en utilisant une technique d'identi�cation par logique �oue. Les

systèmes adaptatifs d'ordre fractionnaire ont été largement étudiés depuis une dizaine

d'années car ils ont montré un comportement amélioré comparativement à la commande

adaptative classique pour les système partiellement inconnus [69, 74, 72, 78].

En se basant sur le théorème d'approximation universelle, les systèmes de commande adap-

tative �oue présentent une solution e�cace de la commande d'une large classe de systèmes

non linéaires [131, 133]. Le régulateur adaptatif est synthétisé à partir d'une collection

des règles �oues IF-THEN, et les paramètres des fonctions d'appartenance caractérisant

les termes linguistiques dans les règles IF-THEN changés selon une loi d'adaptation dans

le but de commander un système pour suivre une trajectoire de référence [130, 63].

Une classe particulière de ces systèmes non linéaires est le problème di�cile de la com-

mande avec des directions de commande inconnues [101, 137]. L'approche de la fonction

de type-Nussbaum a été introduite dans les années 1980 [134]. Cette technique a été uti-

lisée pour le contrôle adaptatif pour des systèmes non linéaires de premier ordre [92].

Plus tard, de nombreuses études sur les systèmes de contrôle adaptatif avec fonction de

type-Nussbaum ont été développés avec succès pour di�érentes classes de systèmes non

linéaires [140, 85, 13].

La principale contribution de ce chapitre est l'introduction de l'extension de la fonction de

type-Nussbaum au cas fractionnaire [65] dans le système de commande adaptative �oue

pour les systèmes chaotiques non linéaires avec de signe du gain de commande inconnu.

La stabilité du système en boucle fermée est réalisée en utilisant la théorie de la stabilité

de Lyapunov. Par ailleurs, l'in�uence de l'erreur d'approximation et de la perturbation ex-

terne de l'erreur de poursuite peut être atténuée à un niveau prescrit de manière arbitraire

par l'intermédiaire de la technique de la conception proposée. La conception de commande

adaptative �oue avec la fonction de Nussbaum d'ordre fractionnaire est appliquée pour

les systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire non linéaires avec une grande incertitude ou

une variation inconnue dans les paramètres et les structures du système. La technique

de Grünwald-Letnikov est utilisée pour la résolution des équations di�érentielles et pour

l'approximation numérique du système chaotique d'ordre fractionnaire [103, 65].

Cette étude se focalise sur les concepts de base liés à la commande adaptative �oue d'ordre

fractionnaire pour une classe de systèmes SISO chaotiques non linéaires d'ordre fraction-

naire est proposés pour le problème de l'amélioration de la performance et la poursuite.
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On proposera deux stratégies (ou schémas) de commandes : i). une commande adapta-

tive �oue, développée pour une classe de systèmes mono-entrée mono-sortie (SISO) non

linéaires d'ordre fractionnaire avec signe du gain de commande connu, et l'autres schéma

ii). sur la commande adaptative �oue pour la même classe de systèmes avec signe du

gain de commande inconnu [65], pour estimer cet inconnu signe du gain de commande on

utilise l'extension de l'approche du gain de type-Nussbaum au cas fractionnaire.

5.2 Rappels sur le gain de type-Nussbaum

Comme dans la section 2.9 du chapitre A, nous rappelons la dé�nition et les lemmes

(Lemme 2.3 et Lemme 2.4) comme suit :

Dé�nition 5.1. Une fonction N(ζ) est appelée une fonction de type-Nussbaum si elle

véri�e les propriétés suivantes [101, 100, 46, 45] :

lim
h→∞

sup
1

s

∫ s

0

N(ζ)dζ = +∞ (5.1)

lim
h→∞

inf
1

s

∫ s

0

N(ζ)dζ = −∞ (5.2)

Remarque 5.1. En rappelant aussi que les lemmes ci-dessous (Lemme 2.3)(Lemme 2.4)

sont utilisés dans l'analyse de la stabilité [77, 11].

Lemme 5.1. [44] Soient V (.) et ζ(.) des fonctions continues dé�nies sur [0, tf ), avec

V (t) ≥ 0,∀t ∈ [0, tf ), et N(.) est une fonction paire de Nussbaum.

Si l'inégalité suivante est valide :

V (t) ≤ c0 ±
∫ t

0

(gN(ζ)± 1)ζ̇dτ, ∀t ∈ [0, tf ), (5.3)

où g est une constante di�érente de zéro et c0 représente une certaine constante appropriée.

Alors V (t), ζ(t) et
∫ t

0
(gN(ζ)± 1)ζ̇dτ doivent être bornés sur [0, tf ).

La démonstration du Lemme 5.1 est trouvée dans [45, 11].

Lemme 5.2. on considère le système d'ordre fractionnaire comme suit :

Dαy(t) = −ay(t) + b (5.4)
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alors il existe une constante t0 > 0 tel que pour tout t ∈ (t0,∞),

∥y(t)∥ ≤ 2b

a
(5.5)

où y(t) est la variable d'état, et a, b sont deux constantes positives.

La preuve de ce lemme est trouvée dans [77].

5.3 Conception du contrôleur adaptatif �ou avec signe

du gain de commande connu ou inconnu

Considérons le système dynamique non linéaire mono-entrée mono-sortie (SISO) décrit

par les équations di�érentielles suivantes :

x
(q1)
1 = x2

...

x
(qn−1)
n−1 = xn

x
(qn)
n = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1

(5.6)

où,

x = [x1, x2, ..., xn]
T = [x, x(q), x(2q), ..., x((n−1)q)]T ∈ Rn est le vecteur d'état de ce système,

u ∈ R est l'entrée de commande et y ∈ R est sa sortie, avec les conditions initiales :

u(0) = 0 et y(0) = 0.

Les conditions initiales sont �xées à zéro pour éviter la non robustesse pour le contrôleur

adaptatif de type-Nussbaum comme l'a prouvé Georgiou et Smith [47],

Si q1 = q2 = · · · = qn = q le système ci-dessus est appelé un système de commande

proportionnelle. Ensuite, une forme équivalente du système ci-dessus est décrite comme

suit :  x(nq) = f(x, t) + g(x, t)u+ d(t)

y = x1
(5.7)

où f(x, t) et g(x, t) sont des fonctions non linéaires inconnues mais bornées qui expriment

la dynamique du système, et d(t) est une perturbation externe donnée bornée.

L'objectif consiste à déterminer une loi de commande forçant la sortie du système à suivre

la trajectoire de référence yd tout en assurant la bornitude de tous les signaux du système
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en boucle fermée.

Le vecteur du signal de référence yd et le vecteur de l'erreur de poursuite e sont dé�nis

comme :

yd = [yd, y
(q)
d , y

(2q)
d , ..., y

((n−1)q)
d ]T ∈ Rn

e = yd − y = [e, e(q), ..., e((n−1)q)]T ∈ Rn

e(iq) = y
(iq)
d − y(iq)

Soit k = [k1, k2, ..., kn]
T ∈ Rn est choisi de telle sorte que l'état stable |arg(eig(A))| >

qπ/2 est satisfait, où 0 < q < 1 et eig(A) représente les valeurs propres de la matrice

d'état du système. i) si les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont connues et le système est libre

de la perturbation externe (c.-à-.d d(t) = 0).

les hypothèses suivantes sont considérées [85, 13] :

Hypothèse 5.1. Le gain de commande g(x, t) est non nulle et avec un signe connu, il

est également strictement positif ou strictement négatif.

Hypothèse 5.2. La perturbation externe est bornée : |d(t)| ≤ D avec D une constante

positive inconnue.

Ensuite, la loi de commande du contrôleur équivalent est obtenue comme [81],

u∗ =
1

g(x, t)

(
−f(x, t) + y

(nq)
d + kT e

)
(5.8)

où le signal du vecteur de référence yd et le vecteur de l'erreur de poursuite e
nq donnés par :

yd = [yd, y
(q)
d , y

(2q)
d , ..., y

((n−1)q)
d ]T ∈ Rn

e = yd − y = [e, e(q), ..., e((n−1)q)]T ∈ Rn,

e(iq) = y
(iq)
d − y(iq)

En substituant (5.8) dans (5.7), nous avons :

enq = kne
(n−1)q + · · ·+ k1e = 0 (5.9)

Ce qui donne lim
t→∞

e(t) = 0, qui est l'objectif principal de la commande.
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ii) Néanmoins, f(x, t) et g(x, t) sont inconnues et la perturbation externe d(t) ̸= 0,

De ce fait, l'implantation de la commande idéale (5.8) est di�cile et voire impossible ;

ce problème a été résolu par la stratégie de la commande proposée précédemment par

l'utilisation de systèmes �ous pour approximer des fonctions inconnues [63].

Dans ce cas, nous considérons les hypothèses suivantes [85, 13] :

Hypothèse 5.3. Le vecteur d'état x est non mesurable, à l'exception de la sortie du

système y.

Hypothèse 5.4. La trajectoire de référence yd(t) et sa dérivée de l'ordre fractionnaire

(nq) sont connues, continues et bornées.

Hypothèse 5.5. Le gain de commande g(x, t) est non nul et de signe du gain de com-

mande inconnu. Il est aussi, strictement positif ou strictement négatif.

Remarque 5.2. Dans l'hypothèse 5.5, et contrairement à la loi de commande précé-

dente 5.8, le signe de g(x, t) n'a pas besoin d'être connu, car la technique de type-Nussbaum

permettra d'estimer le signe du gain de commande.

De la dé�nition 5.1, nous savons que les fonctions de Nussbaum devraient avoir des

gains in�nis et des fréquences de commutation aussi in�nies.

Dans la suite de cette partie, on donne la fonction de type-Nussbaum comme :

N(ζ) = ζ2 cos(ζ)

sera utilisée pour la commande des systèmes chaotiques non linéaires disponibles.

En substituant (5.8) dans (5.7) on obtient le système de commande en boucle fermée dans

le domaine de l'espace d'état comme suit :

x(nq) = Ax+B[f(x) + g(x)u]

y = cTx (5.10)

où A =



0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1

−k1 −k2 −k3 −k4 · · · −k(n−1) −kn


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B =



0

0
...

0

1


and, c =



1

0
...

0

0


En utilisant la relation y(q)d = Ayd +By

(nq)
d , on obtient l'équation (5.11) comme :

e(q) = Ae+B[f(x) + g(x)u∗ − y
(nq)
d ]

e = cTe (5.11)

Dans ce qui suit, une commande adaptative �oue sera conçue pour stabiliser le système

(5.6) ou le système équivalent (5.11).

Remplacement f(x) par le système �ou f(x, θf ) qui est spéci�ée comme suit :

f(x, θf ) = θTf ξ(x) (5.12)

Ici, la fonction �oue de base ξ(x) dépend des fonctions d'appartenance �oues et doit être

supposée �xe, tant que θf est ajustée par des lois d'adaptation basées sur un critère de

stabilité de Lyapunov.

En utilisant (5.12), l'équation (5.11) peut être réécrite comme suit :

e(q) = Ae+B[ξT (x)θf + g(x)u∗ − y
(nq)
d ]

e = cTe (5.13)

Le vecteur d'estimation des paramètres optimaux θ∗f est dé�ni par :

θ∗f = arg min
θf∈Ωf

[
sup
x∈Ωx

|f(x | θf )− f(x, t)|
]

(5.14)

avec ϕf = θf −θ∗f et Ωf ,Ωx sont des ensembles de contraintes pour θf et x respectivement,

dé�nies comme :

Ωf = {θf | |θf | ≤Mf }

Ωx = {x | |x| ≤Mx} (5.15)

où Mf et Mx sont des constantes positives.

Le théorème suivant est proposé pour montrer les performances de notre commande dans

le système en boucle fermée.
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Théorème 5.1. Considérant le système de l'équation (5.7), et la loi de commande adap-

tative �oue proposée, avec la fonction de Nussbaum fractionnaire donnée comme suit :

u∗ = N(ζ)
[
kTe+ θTf ξ(x)− ynqd

]
(5.16)

où N(ζ) = ζ2 cos(ζ) et,

ζ(q) = e
TPB

[
kTe+ r1θ

T ξ(x)− y
(nq)
d

]
(5.17)

et la loi d'adaptation d'ordre fractionnaire pour le vecteur θ est choisie de la façon :

θ(q) = −r1θ + r1e
TPBξ(x) (5.18)

où r1 est une constante positive, et P = P T > 0 est une matrice dé�nie positive, il

y a une matrice symétrique dé�nie positive Q = QT satisfaisant l'équation de Lyapunov

comme suit :

AcP + PAT
c + PBBTP = −Q

Nous choisissons Ac = A − Bk
T est Hurwitz. Donc, tous les signaux dans le système

en boucle fermée sont limités et l'erreur de poursuite converge vers un ensemble compact

borné dé�ni par : Ω = {e1, |e1| ≤ a1}, où a1 est une constante positive.

5.4 Analyse de la Stabilité

La fonction de Lyapunov est choisie comme :

V =
1

2
eTPe+

1

2r1
ϕT
f ϕf (5.19)

la dérivée de (5.19) par rapport au temps [2, 35] donne :

V (q)(t) ≤ 1

2
(e(q))TPe+

1

2
eT (t)Pe(q)(t) +

1

r1
ϕT
f ϕ

(q)
f (5.20)

Par la substitution de (5.13) dans (5.20), on obtient :

V (q)(t) ≤ 1

2
eT
(
PA+ ATP

)
e+

1

r1
ϕT
f ϕ

(q)
f (5.21)

+eTPB
[
ξ(x)θTf + gu∗ − y

(nq)
d

]
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en utilisant (5.16) et (5.17), (5.21) devient :

V (q)(t) ≤ 1

2
eT
(
PA+ ATP

)
e+

1

r1
ϕT
f ϕ

(q)
f (5.22)

+eTPB
[
ξ(x)θTf + gu∗ − y

(nq)
d

]
− ePBθTf ξ(x)

≤ 1

2
eT
(
PA+ ATP

)
e+ ϕT

f

[
1

r1
ϕ
(q)
f − eTPBξ(x)

]
+eTPB

[
ξ(x)θTf − y

(nq)
d

]
+ eTPBgN(ζ)

(
kTe

+ξ(x)θTf − y
(nq)
d

)
≤ 1

2
eT
(
PAc + AT

c P
)
e+ ϕT

f

[
1

r1
ϕ
(q)
f − eTPBξ(x)

]
+ [gN(ζ) + 1] ζ(q)

on utilise (5.18), l'inégalité suivante est obtenue :

ϕT
f

[
1

r1
ϕ
(q)
f − eTPBξ(x)

]
= −ϕT

f θ = −ϕT
f ϕf − ϕT

f θ
∗
f (5.23)

≤ −1

2
ϕT
f ϕf +

1

2

∥∥θ∗f∥∥2
et ainsi, a partir de l'inégalité de Young :

eTPB ≤ 1

2
eTPBBTPe+

1

2
b2 (5.24)

où b est une constante positive.

la substitution des (5.23) et (5.24) dans (5.22), donne l'inégalité suivante :

V (q)(t) ≤ 1

2
eT
(
PAc + AT

c P
)
e+

1

2
eTPBBTPe (5.25)

+
1

2
b2 − 1

2
ϕT
f ϕf +

1

2

∥∥θ∗f∥∥2 + [gN(ζ) + 1] ζ(q)

≤ −1

2
eTQe+

1

2
b2 − 1

2
ϕT
f ϕf +

1

2

∥∥θ∗f∥∥2
+ [gN(ζ) + 1] ζ(q)

où µ = λmin(QP
−1, r1) et β =

∥∥θ∗f∥∥2 + 1
2
b2.

L'inégalité (5.25) peut être expimée comme :

V (q) ≤ −µV + ω (5.26)

où ω = β + [gN(ζ) + 1] ζ(q). Ensuite, selon le signe de ω, deux cas se présentent :
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1. Si ω ≤ 0, alors nous avons V (q) ≤ 0 et la continuité uniforme de la dérivée d'ordre

fractionnaire (??) permettant d'appliquer l'extension du lemme de Barbalat au cas

fractionnaire [43]. Par conséquent, V (t) est bornée et e et θf sont également bornées.

2. Si ω > 0, alors selon le lemme 5.2, nous avons :

∥V (t)∥ ≤ 2ω

µ
(5.27)

ce qui donne :

∥e(t)∥ ≤ 2

√
ω

µλmin(P )

Cela signi�e que ∥e(t)∥ peut être arbitrairement petit, et θf est bornée. De (5.16), u

est bornée. Ensuite, tous les signaux dans le système en boucle fermée sont bornés.

Le diagramme de la commande proposée est donné dans ci-dessous Fig. 5.1.

Figure 5.1: Schéma bloc global de la commande adaptative �oue proposée avec signe du

gain de commande inconnu.

5.5 Exemple illustratif

Pour illustrer la performance de l'approche de commande proposée, nous considérons

deux systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire de Du�ng comme suit [80],
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Le premier est un système de référence :

Dqyd1 = yd2 (5.28)

Dqyd2 = 1.2 yd1 − yd2 − y2d1 + 0.5 cos(t)

Le second est le système de réponse ( à commander)

Dqy1 = y2 (5.29)

Dqy2 = y1 − 1.8 y2 − y21 + 0.9 cos(t) + u(t) + d(t)

Les conditions initiales sont choisies comme suit :

yd(0) = [0, 0]T et y(0) = [1,−1]T .

Nous considérons dans ce cas, la valeur d'ordre fractionnaire q = 0, 98, avec la perturbation

externe d(t) = 0, 1 sin(t)

. Les autres constantes de conception sont dé�nies comme :

k1 = k2 = 1, r1 = 200, ρ = 0.05, h = 0.01 et Tsim = 40 s.

L'objectif principal est de commander notre système de réponse pour suivre la sortie

du système de référence sachant que les fonctions f(x, t) et g(x, t) sont complètement

inconnues. Fig. 5.2 montre le plan de phase des systèmes avant l'application de la loi de

commande proposée.
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Figure 5.2: Plan de phase des systèmes chaotiques de Du�ng (sans l'action de la loi de

commande).
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Figure 5.3: Performance de synchronisation des systèmes chaotiques de Du�ng (réfé-

rence et réponse).
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(a) Trajectoires des états des systèmes y1 et yd1.
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(b) Trajectoires des états des systèmes y2 et yd2.
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(c) signal de commande u(t).

Figure 5.4: Résultats de simulation avec la loi de commande proposée.



96
Commande adaptative �oue des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire avec

gain de commande de signe inconnu

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

Temps (s)

S
ig

na
l d

e 
l’e

rr
eu

r 
e1

(d) Signal de l'erreur e1 = y1 − yd1.
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Figure 5.5: Signaux des erreurs.
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Figure 5.6: fonction de Nussbaum N(ζ) et sa variation ζ(t).
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Figure 5.7: Vecteur des paramètres optimaux θf (t).

Discussion des resultats :

� Selon la Fig. 5.4, les trajectoires des réponses convergent avec précision aux trajec-

toires des références, même en présence de perturbations externes.

� On peut remarquer les vibrations dans le début de la Fig. 5.4(b) et Fig. 5.4(c) qui

sont dues à la phase transitoire, nécessaire pour le régulateur adaptatif �ou a�n

qu'il puise converger les paramètres estimés vers ceux du modèle de référence. Elles

dépendent principalement du choix arbitraire des conditions initiales.

� Fig. 5.5 montrent que les signaux des erreurs sont bornés et convergent asymptoti-

quement vers zéro.

� D'après Fig. 5.6 et Fig. 5.7 on peut remarquer que les paramètres optimaux et la

fonction de Nussbaum qui estime le signe du gain de commande sont totalement

bornées.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un schéma de commande adaptative �oue est proposé pour une classe

de systèmes SISO non linéaires d'ordre fractionnaire avec signe du gain de commande in-

connu. Les systèmes �ous ont été utilisés pour approximer la dynamique inconnue en ligne,

y compris tous les non-linéarités du système. L'approximation numérique des systèmes

d'ordre fractionnaire est réalisée par la méthode Grünwald-Letnikov.
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La principale contribution de ce chapitre est d'introduire l'extension de la technique de

la fonction de type-Nussbaum au cas fractionnaire, pour estimer le signe du gain de com-

mande des systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire.

Le dispositif de la commande développée garantit la bornitude de tous les signaux dans

la boucle fermée et la convergence de l'erreur de poursuite. Les résultats de simulation

montrent les bonnes performances des trajectoires de poursuite de notre méthode propo-

sée.



Chapitre 6

Conclusion générale

Ce travail s'inscrit dans un axe de recherche qui connait un enouement certain qui est la

théorie de commande des systèmes chaotiques non linéaires incertains d'ordre fraction-

naire, la complexité étant dans l'ordre non entier de la dérivation des équations di�éren-

tielles décrivant une classe de processus non linéaire.

Le thème de recherche présenté dans cette thèse concerne le développement de schémas

de commande adaptative d'ordre fractionnaire utilisant les systèmes �ous pour les sys-

tèmes SISO non linéaires d'ordre fractionnaire avec des non linéarités inconnues. Nous

nous sommes intéressés particulièrement aux systèmes non linéaires dits chaotiques.

L'utilisation des systèmes �ous est pour l'approximation des dynamiques inconnues des

systèmes d'ordre fractionnaire dans certains cas (notre cas est : approches indirectes).

L'analyse de la stabilité et la robustesse de tous les schémas de commande sont étudiées

par l'approche de Lyapunov.

L'approche utilisée est basée sur la nouvelle généralisation de la méthode de Grünwald-

Letnikov permettant de résoudre les équations d'ordre fractionnaire des systèmes chao-

tiques.

On peut conclure que l'objectif de cette étude est atteint. En e�et, on a pu proposer une

technique de commande adaptée pour résoudre le problème de la commande des systèmes

non linéaires. De plus, la stratégie de commande proposée avec le mode glissant/H∞ et

avec signe de gain inconnu, qui présente une partie complémentaire du développement

précédent est un emplacement primordial pour l'amélioration des performances.

On procède ci-après à la présentation éphémère des résultats obtenus et les perspectives

de notre travail.
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1). On a présenté dans le chapitre 1, un état de l'art sur les calculs et les systèmes à déri-

vée d'ordre fractionnaire, et on a donné quelques outils mathématiques qui concernent

la démonstration pour l'analyse de la stabilité du système de commande. On a pré-

senté aussi une méthode numérique s'appuyant sur l'approximation de la dé�nition de

Grünwald-Letnikov a�n d'évaluer numériquement la dérivée fractionnaire des fonctions et

de résoudre les équations à dérivée fractionnaire. La description des systèmes chaotiques

de Du�ng-Holmes au cas fractionnaire a constitué lexemple dapplication.

2). Le chapitre 2, a été consacré au développement de la loi de commande adapta-

tive �oue robuste par H∞ pour traiter la synchronisation de chaos entre deux di�érents

systèmes chaotiques incertains d'ordre fractionnaire. En se basant sur l'approche de la

synthèse de Lyapunov, des paramètres libres du contrôleur adaptatif �ou peuvent être ac-

cordés en ligne par la loi de commande de feedback et les lois d'adaptations. On a donné

di�érentes valeurs de q pour tester la robusti�cation des lois de commandes proposées.

3). Une stratégie de commande adaptative �oue d'ordre fractionnaire par mode glissant

d'ordre non entier a été conçue dans le chapitre 3. Les résultats de simulation concernant la

commande d'un système chaotique d'ordre fractionnaire pour suivre une trajectoire désirée

sont satisfaisants, mais avec l'apparition de chattering dans le signal de commande et le

signal de surface, qui est un e�et indésirable. Pour éliminer ce problème, un régulateur

PIλ adaptatif d'ordre fractionnaire a été ajouté sur le système proposé, les résultats de

simulation ont véri�é l'analyse théorique.

En parallèle, une autre technique permettant l'élimination du chattering a été utilisée, il

s'agit de la fonction de saturation � SAT �. Toute fois, les résultats obtenus sont moins

probant que ceux avec l'introduction du régulateur PIλ.

4). Dans le dernier chapitre, qui porte sur l'application de l'extension de l'approche

de gain de Nussbaum au cas fractionnaire dans notre schéma de la commande adaptative

�oue pour estimer le signe inconnu du gain de commande. Pour démontrer l'e�cacité des

méthodologies proposées dans cette thèse, des exemples de simulation sont donnés pour

valider l'e�cacité de ces stratégies de commande.

Nous avons montré tout au long de ce travail, que l'utilisation des systèmes d'ordre
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fractionnaire permette d'améliorer le niveau de performance des systèmes de commande

concernant la phase transitoire de la réponse, et d'obtenir une meilleure robustesse contre

les bruits et les perturbations pour di�érentes valeurs de l'ordre fractionnaire 0 < q < 1.

Bien que les techniques actuelles de l'intelligence arti�cielle au cas fractionnaire aient

pu être e�caces dans plusieurs situations où les méthodes classiques ont échoué, leurs

capacités restent incomparables à celles de l'être humain. Ce dernier réalise ses tâches dans

un monde caractérisé par une très grande complexité. Il peut identi�er son environnement

en utilisant des mesures approximatives, indirectes et, dans certains cas, intuitives.

Ce travail pourrait donner lieu à des études complémentaires dans les directions suivantes :

� Une combinaison avec d'autres techniques telles que la commande par réseaux de

neurones ou celle par l'intelligence arti�cielle a�n d'avoir des performances plus

améliorées.

� Une extension des approches adaptatives �oues développées dans cette thèse au cas

des systèmes multi-variables (MIMO).

� Une commande basée sur un observateur des systèmes non linéaires fractionnaires

pour la synchronisation chaotique.
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Annexe A  

Méthodes d’approximation évoluées pour les 

systèmes d’ordre fractionnaire  

 

A.1  Méthode d’approximation d’Adams-Bashforth-Moulton 

Soit 𝑞 un réel positif vérifiant 𝑚 − 1 < 𝑞 < 𝑚, 𝐷𝑞𝐶  désigne l’opérateur de 

dérivation au sens de Caputo. 

On se donne le problème aux conditions initiales suivant  

 
𝐷0
𝑞 𝑦 𝑡 = 𝑓 𝑡, 𝑦 𝐶

𝐷0
𝑞𝑦 0 = 𝑦0 

𝑘 , 𝑘 = 0,1, … ,𝑚 − 1
  (A.1) 

La solution de l'équation (1.23) est équivalent à l’équation intégrale non 

linéaire de Volterra[Diethelm,02a] comme, 

𝑦 𝑡 =  𝑦0
𝑘

𝑚−1

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
+

1

Γ(𝑞)
  𝑡 − 𝜏 𝑞−1𝑓 𝜏, 𝑦 𝜏  𝑑𝜏
𝑡

0

 (A.2) 

Le principe de cette méthode est de remplacer l’équation originale (A.1) par 

l’équation intégrale de Volterra (A.2) et on utilise la formule (produit de 

quadrature des trapèzes) pour remplacer l’intégrale par les nœuds 𝑡𝑗  , 𝑗 =

0,1, … , 𝑛 + 1 qui sont prises respectivement à la fonction (𝑡𝑛+1−. )𝑞−1 [30]  

c’est-à-dire 

  𝑡𝑛+1 − 𝜏 𝑞−1
𝑡𝑛+1

0

𝑔 𝜏 𝑑𝜏 ≈    𝑡𝑛+1 − 𝜏 𝑞−1
𝑡𝑛+1

0

𝑔 𝑛+1 𝜏 𝑑𝜏

=
𝑕𝑞

𝑞 𝑞 + 1 
 𝑎𝑗 ,𝑛+1

𝑛+1

𝑗=0

𝑔(𝑡𝑗 ) 

Avec  
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𝑎𝑗 ,𝑛+1 =  

𝑛𝑞+1 −  𝑛 − 𝑞  𝑛 + 1 𝑞                                    𝑗 = 0

(𝑛 − 𝑗 + 2)𝑞+1 + (𝑛 − 𝑗)𝑞+1 − 2 𝑛 − 𝑗 + 1 𝑞+1

1                                                                      𝑗 = 𝑛 + 1

       1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 

Cela nous donne la formule de correction [30] 

 

𝑦𝑕 𝑡𝑛+1 =  𝑦0
(𝑘)

[𝑞]−1

𝑘=0

𝑡 𝑛+1

𝑘

𝑘!
+

𝑕𝑞

Γ(𝑞 + 2)
 𝑓  𝑡𝑛+1, 𝑦𝑕

𝑝 𝑡𝑛+1  

+
𝑕𝑞

𝛤 𝑞 + 2 
 𝑎𝑗 ,𝑛+1

𝑛

𝑗=0

𝑓(𝑡𝑗  , 𝑦𝑗 ) 

Pour déterminer la formule de prédiction qui donne  𝑦𝑕
𝑝(𝑡𝑛+1) , on procède de 

la même manière comme précédemment mais cette fois l’intégrale sera 

remplacée en utilisant la méthode des rectangles  

  𝑡𝑛+1 − 𝜏 𝑞−1
𝑡𝑛+1

0

𝑔 𝜏 𝑑𝜏 ≈   𝑏𝑗 ,𝑛+1𝑔(𝑡𝑗

𝑛

𝑗=0

) 

Où 

𝑏𝑗 ,𝑛+1 =
𝑕𝑞

𝑞
( 𝑛 − 𝑗 + 1 𝑞 −  𝑛 − 𝑗 𝑞) 

Où la valeur prédicateur de 𝑦𝑕
𝑝 𝑡𝑛+1  est déterminée par la méthode Adams–

Bashforth (Diethelm2004) 

𝑦𝑕
𝑝 𝑡𝑛+1 =  𝑦0

(𝑗 )

[𝑞]−1

𝑗=0

𝑡 𝑛+1

𝑗

𝑗!
+

1

Γ 𝑞 
 𝑏𝑗 ,𝑛+1

𝑛

𝑗=0

𝑓 𝑡𝑗  , 𝑦𝑗   

 

L’erreur d’estimation de cette approximation est décrite comme suit 

𝑚𝑎𝑥𝑗=0,1,…𝑁  𝑦 𝑡𝑗  − 𝑦𝑕(𝑡𝑗 )  = 𝑂(𝑕𝑝) Avec 𝑝 = min(2,1 + 𝑞) 

Un système ayant trois équations différentielles fractionnaire de la forme 

𝐷𝑞1𝑥(𝑡) = 𝑓1 𝑥, 𝑦, 𝑧  

𝐷𝑞2𝑦(𝑡) = 𝑓2 𝑥, 𝑦, 𝑧  

𝐷𝑞3𝑧(𝑡) = 𝑓3 𝑥, 𝑦, 𝑧  

Avec  0 < 𝑞𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,2,3), et la condition initial  𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 .  
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𝑥𝑛+1 = 𝑥0 +
𝑕𝑞1

𝛤 𝑞1 + 2 
𝑓1 𝑥𝑛+1

𝑃 , 𝑦𝑛+1
𝑃 , 𝑧𝑛+1

𝑃  +  
𝑕𝑞1𝛼1,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞1 + 2 

𝑛

𝑗=0

𝑓1 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗  , 

𝑦𝑛+1 = 𝑦0 +
𝑕𝑞2

𝛤 𝑞2 + 2 
𝑓2 𝑥𝑛+1

𝑃 , 𝑦𝑛+1
𝑃 , 𝑧𝑛+1

𝑃  +  
𝑕𝑞2𝛼2,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞2 + 2 

𝑛

𝑗=0

𝑓2 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗  , 

𝑧𝑛+1 = 𝑧0 +
𝑕𝑞3

𝛤 𝑞3 + 2 
𝑓3 𝑥𝑛+1

𝑃 , 𝑦𝑛+1
𝑃 , 𝑧𝑛+1

𝑃  +  
𝑕𝑞3𝛼3,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞3 + 2 

𝑛

𝑗=0

𝑓3 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗   

(A.3) 

Où 

𝑥𝑛+1
𝑃 = 𝑥0 +  

𝛽1,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞1 
𝑓1 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗  ,

𝑛

𝑗=0

 

𝑦𝑛+1
𝑃 = 𝑥0 +  

𝛽2,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞2 
𝑓2 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗  ,

𝑛

𝑗=0

 

𝑧𝑛+1
𝑃 = 𝑥0 +  

𝛽3,𝑗 ,𝑛+1

𝛤 𝑞3 
𝑓3 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗  ,

𝑛

𝑗=0

 

𝛼𝑖,𝑗 ,𝑛+1 =  

𝑛𝑞𝑖+1 −  𝑛 − 𝑞𝑖  𝑛 + 1 𝑞𝑖 ,                                                         𝑗 = 0

(𝑛 − 𝑗 + 2)𝑞𝑖+1 + (𝑛 − 𝑗)𝑞𝑖+1 − 2 𝑛 − 𝑗 + 1 𝑞𝑖+1 ,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛
1 ,                                                                                              𝑗 = 𝑛 + 1

  

𝛽𝑖,𝑗 ,𝑛+1 =
𝑕𝑞𝑖

𝑞𝑖
  𝑛 − 𝑗 + 1 𝑞𝑖 −  𝑛 − 𝑗 𝑞𝑖  

 

A.2  Méthode de Grünwald-Letnikov  

Nous décrivons dans cette partie une méthode simple et efficace pour 

l’évaluation des dérivées fractionnaires. Pour le calcul numérique des dérivées 

d'ordre fractionnaire nous pouvons utiliser la relation (A.4) découle de la 

définition Grünwald-Letnikov. Cette approche est basée sur une approximation 

de la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov. Nous pouvons ainsi 

utiliser cette approximation pour l’évaluation numérique des fonctions usuelles 

et des équations différentielles fractionnaires. La relation à l'approximation 

numérique explicite de 𝑞 − 𝑡𝑕  dérivé au point 𝑘𝑕 , (𝑘 = 1,2, … ) a la forme 

suivante[121,57]. 
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fractionnaire 

 

𝐷
 𝑘−

𝐿𝑚
𝑕
 𝑡𝑘

𝑞 𝑓 𝑡 ≈ 𝑕−𝑞   −1 𝑗
𝑘

𝑗=0

 
𝑞

𝑗
 𝑓 𝑡𝑘−𝑗   (A.4) 

Où  𝐿𝑚  est la "longueur de la mémoire",  𝑡𝑘 = 𝑘𝑕, 𝑕 le pas de temps de calcul 

et  −1 𝑗  𝑞
𝑗
  sont les coefficients binomiaux 𝑐𝑗

 𝑞  𝑗 = 0,1, …  . Le calcul des 

coefficients se fait par formule de récurrence suivante : 

𝑐0
(𝑞)

= 1, 𝑐𝑗
𝑞

= (1 −
1 + 𝑞

𝑗
)𝑐𝑗−1

𝑞  
(A.5) 

La solution numérique générale de l'équation différentielle fractionnaire 

𝐷𝑎
𝐺𝐿

𝑡
𝑞𝑦 𝑡 = 𝑓 𝑦 𝑡 , 𝑡 , 

Peut être exprimé comme 

𝑦 𝑡𝑘 = 𝑓 𝑦 𝑡𝑘 , 𝑡𝑘 𝑕
𝑞 − 𝑐𝑗

 𝑞 

𝑘

𝑗=𝑣

𝑦 𝑡𝑘−𝑗   (A.6) 

Pour le terme de mémoire exprimée par la somme, un principe de "mémoire 

courte" peut être utilisé. Ensuite, l'index inférieur des sommes dans  les 

relations (A.6) sera 𝑣 = 1 pour 𝑘 <  𝐿𝑚/𝑕  et 𝑣 = 𝑘 −  𝐿𝑚/𝑕  pour 𝑘 >

 𝐿𝑚/𝑕 , ou sans utiliser le principe de la "mémoire courte", nous mettons 

𝑣 = 1 pour tous 𝑘 [119]. 

Cette méthode numérique est appelée développement en série entière d’une 

fonction génératrice. Cette approximation de la dérivée fractionnaire au sens 

de Grünwald-Letnikov est d’une part équivalente à la définition de Riemann-

Liouville pour une large classe de fonctions [57], d’autre part, elle est bien 

adaptée à la définition de Caputo car elle ne nécessite que les conditions 

initiales et a clairement un sens physique. 
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